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Më ®Çu

B¾t ®Çu tõ n¨m 1999, Trung t©m Hîp t¸c ®µo t¹o vµ båi d−ìng
C¬ häc thuéc §¹i häc quèc gia Hµ Néi mêi t«i gi¶ng chuyªn ®Ò 45
tiÕt vÒ §éng lùc häc c«ng tr×nh cho häc viªn cao häc ngµnh C¬ häc
vËt r¾n. Víi l−îng thêi gian rÊt Ýt ph¶i tr×nh bµy mét vÊn ®Ò réng
lín, t«i buéc ph¶i lùa chän néi dung cña c¸c bµi gi¶ng.

Tr−íc hÕt, ph¶i ph©n biÖt §éng lùc häc c«ng tr×nh víi Lý thuyÕt
dao ®éng nãi chung vµ víi Dao ®éng kü thuËt nãi riªng. Lý thuyÕt
dao ®éng nãi chung lµ c¬ së lý thuyÕt vÒ c¸c qu¸ tr×nh cã tÝnh chu kú,
th−êng gÆp trong nhiÒu ngµnh khoa häc, kü thuËt kh¸c nhau nh−
VËt lý, C¬ häc, ChÕ t¹o m¸y, Giao th«ng, X©y dùng,... ë ®©y nghiªn
cøu nh÷ng kh¸i niÖm vÒ dao ®éng vµ c¸c ph−¬ng ph¸p ®Ó nghiªn
cøu, ph¸t hiÖn c¸c qu¸ tr×nh dao ®éng trong thùc tÕ. Dao ®éng kü
thuËt lµ mét sù cô thÓ ho¸ lý thuyÕt dao ®éng, nh»m cung cÊp  cho
c¸c kü s− sù hiÓu biÕt cÇn thiÕt ®Ó lý gi¶i vµ xö lý c¸c hiÖn t−îng dao
®éng trong kü thuËt. §éng lùc häc c«ng tr×nh kh«ng thÓ dõng l¹i ë
®èi t−îng kü thuËt nãi chung, mµ tËp trung vµo nghiªn cøu ®èi
t−îng cô thÓ lµ c«ng tr×nh nh− mét hÖ c¬ häc ®µn håi. Tuy nhiªn
còng kh«ng thÓ hiÓu ®éng lùc häc c«ng tr×nh nh− bé m«n Dao ®éng
cña c¸c hÖ ®µn håi, mÆc dï trong mét vµi tr−êng hîp còng khã mµ
ph©n biÖt râ rµng. NÕu ®èi t−îng cña Lý thuyÕt dao ®éng c¸c hÖ ®µn
håi lµ c¸c m« h×nh to¸n häc cña c¸c vËt thÓ ®µn håi mang tÝnh tæng
qu¸t, th× §éng lùc häc c«ng tr×nh tËp trung vµo nh÷ng ®èi t−îng
thùc tÕ cã thÓ ®−îc m« pháng nh− c¸c hÖ ®µn håi - c«ng tr×nh. Bªn
c¹nh ®ã, nÕu lý thuyÕt dao ®éng c¸c hÖ c¬ häc, do tÝnh tæng qu¸t, cã
thÓ kh«ng cÇn quan t©m nhiÒu ®Õn viÖc m« h×nh ho¸ c¸c hÖ c¬ häc,
th× §éng lùc häc c«ng tr×nh, nh− lµ mét bé phËn cña §éng lùc häc
nãi chung cÇn ph¶i b¾t ®Çu chÝnh tõ viÖc x©y dùng m« h×nh to¸n
häc cho mét ®èi t−îng thùc tÕ. Khi ®ã m«n §éng lùc häc c«ng tr×nh
còng ph¶i cung cÊp c¶ nh÷ng c«ng cô ®Ó m« h×nh ho¸ c¸c ®èi t−îng
(c«ng tr×nh) cña m×nh. Víi t− duy nh− vËy, nh÷ng bµi gi¶ng cña t«i
®−îc h×nh thµnh. Trong ®ã mçi mét tiÕt ®−îc tr×nh bµy mét c¸ch
trän vÑn tõ viÖc m« h×nh ho¸ cho ®Õn nh÷ng lêi gi¶i, kÕt luËn cã ý
nghÜa cô thÓ. Tuy nhiªn môc ®Ých còng chØ ®Ó cung cÊp cho häc viªn
nh÷ng ý t−ëng ®Ó cã thÓ tù m×nh gi¶i c¸c bµi to¸n cã thÓ gÆp trong
thùc tÕ.

Néi dung mµ t«i muèn truyÒn ®¹t chÝnh lµ nh÷ng kh¸i niÖm c¬
b¶n, nh÷ng ph−¬ng ph¸p cÇn thiÕt vµ nh÷ng øng dông cã tÝnh minh
ho¹. Mét sè tÝnh to¸n phøc t¹p kh«ng ®−îc tr×nh bµy chi tiÕt bëi v×
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t«i muèn dµnh mét sè c«ng viÖc cho ng−êi ®äc tù lµm nh− nh÷ng bµi
tËp, tham gia vµo qu¸ tr×nh truyÒn ®¹t kiÕn thøc. Cã thÓ nãi, ®Æc
®iÓm riªng ®Ó ph©n biÖt gi¸o tr×nh nµy víi nh÷ng tµi liÖu ®∙ c«ng bè
lµ ë tÝnh c« ®äng vµ c¸ch tiÕp cËn c¸c ®Æc tr−ng phæ ®èi víi c¸c bµi
to¸n quen thuéc.

Ch−¬ng 1 dµnh cho viÖc tr×nh bµy nh÷ng kiÕn thøc c¬ b¶n bao
gåm c¸c kh¸i niÖm, c¸c m« h×nh ®¬n gi¶n, c¸c ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch
c¬ b¶n. Néi dung ch−¬ng nµy gÇn gièng nh− lý thuyÕt dao ®éng c¸c
hÖ ®µn håi, nh−ng ®−îc tr×nh bµy nh− nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n.

Ch−¬ng 2 tr×nh bµy nh÷ng ph−¬ng ph¸p m« h×nh ho¸ hiÖn ®¹i,
mµ thùc chÊt lµ c¸c ph−¬ng ph¸p rêi r¹c ho¸ hÖ liªn tôc víi môc
®Ých x©y dùng m« h×nh h÷u h¹n, ®∙ ®−îc nghiªn cøu ë ch−¬ng 1,
cho kÕt cÊu c«ng tr×nh.

Ch−¬ng 3 bao gåm viÖc tr×nh bµy mét sè bµi to¸n thùc tÕ cña
®éng lùc häc c«ng tr×nh nh− tÝnh to¸n cÇu khi cã t¶i di ®éng, tÝnh
to¸n t¸c ®éng cña ®éng ®Êt, sãng biÓn lªn c«ng tr×nh. Cuèi cïng t¸c
gi¶ bæ xung thªm mét tiÕt (kh«ng cã trong ®Ò c−¬ng) nh»m giíi thiÖu
sù øng dông §éng lùc häc c«ng tr×nh trong ChÈn ®o¸n kü thuËt c«ng
tr×nh, mét lÜnh vùc kh¸ míi trong kü thuËt hiÖn ®¹i.

Xin c¶m ¬n Trung t©m HT§T&BD C¬ häc, Ch−¬ng tr×nh
nghiªn cøu c¬ b¶n Nhµ n−íc vÒ khoa häc tù nhiªn ®∙ t¹o ®iÒu kiÖn
vµ ñng hé c¶ vÒ tµi chÝnh lÉn tinh thÇn trong viÖc hoµn thµnh quyÓn
s¸ch nhá nµy. §Æc biÖt xin c¶m ¬n c¸c GS. TSKH. §µo Huy BÝch
(Chñ tÞch Héi ®ång ®µo t¹o Trung t©m HT§T&BD C¬ häc), GS.
NguyÔn Cao MÖnh (Chñ tÞch Héi ®ång xÐt duyÖt cho xuÊt b¶n gi¸o
tr×nh nµy), GS. NguyÔn V¨n Phã vµ PGS.TSKH. §ç S¬n (nh÷ng
ph¶n biÖn) ®∙ ®äc kü vµ cho nhiÒu ý kiÕn rÊt x¸c ®¸ng vÒ néi dung
còng nh− c¸ch tr×nh bµy mµ t¸c gi¶ ®∙ cè g¾ng söa l¹i theo ý kiÕn
cña hä. T«i còng xin c¶m ¬n c¸c ®ång nghiÖp vµ häc trß trong Phßng
ChÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh, ViÖn C¬ häc ®∙ hç trî trong viÖc
tÝnh to¸n minh häc b»ng sè, vÏ h×nh,...

Cuèn s¸ch nµy ch¾c còng kh«ng tr¸nh khái nh÷ng sai sãt,
mong r»ng sÏ nhËn ®−îc nh÷ng gãp ý cña c¸c ®ång nghiÖp.

Mäi ý kiÕn gãp ý lu«n ®−îc ®ãn nhËn mét c¸ch tr©n träng vµ xin göi
vÒ: ViÖn C¬ häc, 264 §éi CÊn Hµ Néi.

T¸c gi¶
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Ch−¬ng 1

Nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n
cña ®éng lùc häc c«ng tr×nh

1.1. Kh¸i niÖm vÒ ®éng lùc häc c«ng tr×nh

1.1.1. Kh¸i niÖm vÒ ®éng lùc häc.

C¬ häc nãi chung lµ khoa häc vÒ chuyÓn ®éng vµ sù c©n b»ng d−íi t¸c
dông cña c¸c lùc kh¸c nhau. NÕu chØ xÐt c¸c tr¹ng th¸i c©n b»ng cña vËt
thÓ d−íi t¸c dông cña lùc ngoµi ta cã bµi to¸n cña tÜnh häc. Tr¹ng th¸i c©n
b»ng ®−îc hiÓu lµ kh«ng cã chuyÓn ®éng, tøc khi ®ã vËt thÓ cã gia tèc vµ
vËn tèc b»ng kh«ng. Suy luËn nµy th«ng th−êng sÏ dÉn ®Õn mét quan niÖm
cho r»ng tÜnh häc ®∙ bá qua yÕu tè thê× gian khi nghiªn cøu tr¹ng th¸i c©n
b»ng cña c¸c vËt thÓ. Vµ do ®ã, ®éng lùc häc ®−îc hiÓu lµ bé phËn cña c¬
häc, trong ®ã cã kÓ ®Õn yÕu tè thêi gian. Thùc chÊt, quan ®iÓm nµy ch−a
®Çy ®ñ. YÕu tè thêi gian chØ lµ ®iÒu kiÖn cÇn chø ch−a ®ñ cña ®éng lùc häc.

§éng lùc häc lµ mét bé phËn cña c¬ häc nghiªn cøu chuyÓn ®éng cña
c¸c vËt thÓ cã kÓ ®Õn qu¸n tÝnh cña chóng.

Qu¸n tÝnh lµ mét thuéc tÝnh cña vËt chÊt, cã xu h−íng b¶o tån tr¹ng
th¸i ®ang tån t¹i, chèng l¹i nh÷ng t¸c ®éng bªn ngoµi nh»m thay ®æi tr¹ng
th¸i s½n cã cña chóng. Qu¸n tÝnh ®−îc ®Æc tr−ng bëi khèi l−îng vµ lùc qu¸n
tÝnh ®−îc tÝnh b»ng khèi l−îng nh©n víi gia tèc cña vËt thÓ trong chuyÓn
®éng. Nh− vËy, qu¸n tÝnh lµ dÊu hiÖu cèt lâi cña ®éng lùc häc. NÕu bá qua
qu¸n tÝnh, tøc cho gia tèc b»ng kh«ng, th× bµi to¸n kh«ng cßn lµ ®éng lùc
häc n÷a mÆc dï vÉn cã thÓ nã ®ang chuyÓn ®éng ®Òu.

NÕu tÜnh häc cã lÞch sö l©u dµi cïng víi C¬ häc, th× ®éng lùc häc chØ
thùc sù trë thµnh mét bé phËn cña C¬ häc nhê nh÷ng ph¸t minh cña
Niut¬n. Ba ®Þnh luËt c¬ b¶n cña Niut¬n trë thµnh nh÷ng viªn g¹ch ®Çu
tiªn x©y nªn bé m«n ®éng lùc häc cæ ®iÓn. Trong c¸c ®Þnh luËt nµy, quan
träng nhÊt lµ ®Þnh luËt thø hai “Tæng hîp tÊt c¶ c¸c lùc ngoµi t¸c dông lªn
mét vËt cã khèi l−îng m b»ng ma, víi a lµ gia tèc cña vËt”. T− t−ëng c¬ b¶n
nµy cña ®éng lùc häc vÉn cßn ý nghÜa cho ®Õn ngµy h«m nay trong C¬ häc.

1.1.2. Kh¸i niÖm vÒ c«ng tr×nh.

Trong C¬ häc cæ ®iÓn cña Niut¬n, ng−êi ta chØ xÐt ®Õn c¸c chÊt ®iÓm.
Sau nµy cã nghiªn cøu ®Õn c¸c vËt r¾n tuyÖt ®èi. §©y lµ ®èi t−îng chÝnh
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cña c¬ häc lý thuyÕt mµ ®∙ cã thêi trë thµnh mét m«n häc c¬ b¶n cña sinh
viªn c¸c ngµnh khoa häc tù nhiªn vµ kü thuËt. Trong sù ph¸t triÓn cña c¬
häc sau nµy ng−êi ta ®∙ më réng ®èi t−îng sang c¸c vËt thÓ cã thÓ biÕn
d¹ng. C¸c vËt thÓ nµy th−êng x¸c ®Þnh b»ng c¸c hµm sè phô thuéc kh«ng
chØ vµo thêi gian mµ cßn c¶ to¹ ®é trong kh«ng gian chøa vËt thÓ ®ã. V× vËy
c¸c vËt thÓ biÕn d¹ng t¹o thµnh hÖ c¬ häc víi c¸c tham sè ph©n bè liªn tôc
vµ th−êng ®−îc gäi lµ hÖ liªn tôc hay hÖ v« sè bËc tù do.

C«ng tr×nh lµ mét hÖ c¬ häc gåm nhiÒu vËt thÓ biÕn d¹ng liªn kÕt víi
nhau t¹o thµnh mét chØnh thÓ thùc hiÖn mét sè chøc n¨ng ®Þnh s½n.

V× lµ mét hÖ c¬ häc phøc t¹p gåm nhiÒu thµnh phÇn kh¸c nhau liªn
kÕt l¹i thµnh mét ®èi t−îng cã h×nh d¸ng kÝch th−íc, nªn c«ng tr×nh thùc
chÊt lµ mét hÖ v« sè bËc tù do. M« h×nh c¬ häc cña c«ng tr×nh ®−îc gäi lµ
kÕt cÊu c«ng tr×nh. C¸c tham sè cña kÕt cÊu c«ng tr×nh bao gåm c¸c tham
sè h×nh häc, vËt liÖu, liªn kÕt gi÷a c¸c phÇn tö vµ víi m«i tr−êng.

Nh− vËy ®éng lùc häc c«ng tr×nh lµ khoa häc nghiªn cøu c¸c ®Æc tr−ng
®éng lùc häc vµ tr¹ng th¸i øng suÊt, biÕn d¹ng cña c«ng tr×nh d−íi t¸c
dông cña c¸c t¶i träng ngoµi cã kÓ ®Õn qu¸n tÝnh cña chóng.

1.1.3. C¸c ph−¬ng ph¸p m« h×nh hãa c«ng tr×nh

ViÖc tÝnh to¸n ®éng lùc häc c«ng tr×nh trë nªn phøc t¹p do sù phô
thuéc vµo lùc qu¸n tÝnh cña c«ng tr×nh mµ chÝnh lùc qu¸n tÝnh nµy l¹i phô
thuéc vµo khèi l−îng vµ chuyÓn vÞ cña c«ng tr×nh. C¸c c«ng tr×nh lµ c¸c hÖ
c¬ häc cã khèi l−îng ph©n bè liªn tôc trong kh«ng gian nªn lùc qu¸n tÝnh
còng lµ mét tr−êng vÐc t¬ ph©n bè trong kh«ng gian, do ®ã bµi to¸n ®éng
lùc häc c«ng tr×nh th−êng ®−îc m« t¶ bëi c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o hµm
riªng rÊt phøc t¹p.

a) Ph−¬ng ph¸p tËp trung khèi l−îng

NÕu ta chÊp nhËn gÇn ®óng r»ng sù ph©n bè khèi l−îng liªn tôc trong
kh«ng gian cña c«ng tr×nh ®−îc quy vÒ tËp trung t¹i mét sè ®iÓm nµo ®ã th×
bµi to¸n ®éng lùc häc c«ng tr×nh trë nªn ®¬n gi¶n h¬n v× lùc qu¸n tÝnh ®−îc
x¸c ®Þnh t¹i c¸c ®iÓm khèi l−îng tËp trung. Lóc nµy, bµi to¸n ®éng lùc häc
c«ng tr×nh ®−îc m« t¶ bëi hÖ c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng. Tuy nhiªn,
viÖc tËp trung bao nhiªu khèi l−îng vµ viÖc quy ®æi khèi l−îng t¹i tõng
®iÓm nh− thÕ nµo ®Ó ®¶m b¶o ®é chÝnh x¸c cña kÕt qu¶ ph©n tÝch ®éng lùc
häc phô thuéc vµo kinh nghiÖm vµ sù hiÓu biÕt cña tõng chuyªn gia ®èi víi
tõng lo¹i c«ng tr×nh cô thÓ.
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b) Ph−¬ng ph¸p täa ®é suy réng

Dùa trªn gi¶ thiÕt r»ng chuyÓn vÞ cña hÖ cã thÓ biÓu diÔn ë d¹ng tæng
chuçi v« h¹n c¸c hµm trùc giao Ψn(x,y,z) ®∙ biÕt tháa m∙n c¸c ®iÒu kiÖn
biªn h×nh häc
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§èi víi mçi d¹ng chuyÓn vÞ cho tr−íc Ψn(x,y,z), d¹ng dao ®éng cña c«ng
tr×nh phô thuéc vµo biªn ®é Bn ®−îc xem lµ c¸c täa ®é suy réng cña c«ng
tr×nh. §é chÝnh x¸c cña ph−¬ng ph¸p täa ®é suy réng sÏ t¨ng lªn nÕu ta lÊy
nhiÒu sè h¹ng cña chuçi xÊp xØ, tuy nhiªn khi ®ã khèi l−îng tÝnh to¸n còng
t¨ng lªn ®¸ng kÓ.

c) Ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n (PTHH)

§©y lµ mét ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n, hiÖn ®¹i vµ th«ng dông nhÊt dïng ®Ó
m« h×nh ho¸ vµ ph©n tÝch tÜnh, ®éng lùc häc c¸c c«ng tr×nh. Néi dung cña
ph−¬ng ph¸p PTHH nh− sau: Chia c«ng tr×nh thµnh mét sè h÷u h¹n c¸c
phÇn tö cã kÝch th−íc tïy ý ®−îc liªn kÕt víi nhau t¹i c¸c ®iÓm nót cã to¹
®é x¸c ®Þnh trong kh«ng gian. Tr¹ng th¸i øng suÊt, biÕn d¹ng t¹i c¸c ®iÓm
bªn trong phÇn tö cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc th«ng qua c¸c hµm d¹ng lµ c¸c hµm
chuyÓn vÞ cho tr−íc vµ c¸c vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót. Sau ®ã tõ c¸c ®Þnh luËt,
nguyªn lý c¬ b¶n cña c¬ häc thiÕt lËp ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng
®èi víi c¸c chuyÓn vÞ nót. Ph−¬ng ph¸p PTHH thùc chÊt lµ mét d¹ng ®Æc
biÖt cña ph−¬ng ph¸p täa ®é suy réng nh−ng nã tá ra −u viÖt h¬n v× tÝnh
chÊt tù ®éng hãa khi tÝnh to¸n còng nh− khèi l−îng tÝnh to¸n gi¶m nhiÒu
so víi ph−¬ng ph¸p täa ®é suy réng.

1.1.4. C¸c d¹ng t¶i träng t¸c ®éng lªn c«ng tr×nh

Trong qu¸ tr×nh sö dông, c¸c c«ng tr×nh chÞu nhiÒu lo¹i t¶i träng kh¸c
nhau. T¶i träng tÜnh ®Æt lªn hÖ mét c¸ch tõ tõ, ªm ®Òm trong mét thêi gian
®¸ng kÓ g©y ra gia tèc biÕn d¹ng bÐ cã thÓ bá qua lùc qu¸n tÝnh. T¶i träng
®éng bao gåm t¶i träng tuÇn hoµn, xung tøc thêi hay t¶i träng d¹ng bÊt kú

p(t)
m1 mj mn

p(t)

H×nh 1.1.1. DÇm ®¬n gi¶n vµ m« h×nh c¸c khèi l−îng tËp trung thay thÕ
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theo thêi gian g©y ra gia tèc biÕn d¹ng lín, kh«ng thÓ bá qua lùc qu¸n tÝnh.
T¶i träng tuÇn hoµn lµ t¶i träng lÆp l¹i trong mét kho¶ng thêi gian nhÊt
®Þnh nh− t¶i träng ph¸t sinh khi ®Æt m« t¬ cã ®é lÖch t©m lªn c«ng tr×nh,
t¶i träng sãng... Sö dông khai triÓn chuçi Fourie, viÖc tÝnh to¸n c«ng tr×nh
chÞu t¶i träng tuÇn hoµn bÊt kú dÉn vÒ viÖc tÝnh c«ng tr×nh chÞu t¶i träng
®iÒu hßa ®¬n gi¶n d¹ng sin, cos. T¶i träng xung tøc thêi nh− t¶i träng do næ
m×n, ®ãng cäc b»ng bóa, do va ®Ëp x¶y ra trong mét thêi gian ng¾n g©y ra
sù thay ®æi vËn tèc biÕn d¹ng t¹i c¸c ®iÓm vËt chÊt cña c«ng tr×nh. C¸c
d¹ng t¶i träng trªn ®©y xem nh− lµ ®∙ x¸c ®Þnh ®−îc vÒ d¹ng vµ vÒ gi¸ trÞ,
viÖc xÐt ®Õn tÝnh ngÉu nhiªn cña c¸c tham sè vµ d¹ng t¶i träng n»m ngoµi
ph¹m vi tr×nh bµy cña tµi liÖu nµy.

1.1.5. C¸c nguyªn lý c¬ b¶n cña ®éng lùc häc c«ng tr×nh.

Niut¬n ®∙ ®−a ra ®Þnh luËt c¬ b¶n ®Ó thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn
®éng cña hÖ c¬ häc, tuy nhiªn ®Þnh luËt nµy khã ¸p dông cho c¸c hÖ phøc
t¹p, vÝ dô nh− hÖ chÞu rµng buéc. §Ó thuËn tiÖn cho viÖc thiÕt lËp ph−¬ng
tr×nh chuyÓn ®éng cña c¸c hÖ c¬ häc, nh÷ng nguyªn lý kh¸c nhau, mµ thùc
chÊt lµ sù m« t¶ kh¸c cña ®Þnh luËt c¬ b¶n, ®∙ ®−îc nghiªn cøu vµ ph¸t
triÓn. D−íi ®©y xin giíi thiÖu mét sè nguyªn lý c¬ b¶n øng dông trong ®éng
lùc häc c«ng tr×nh.

a) Nguyªn lý §alamber

Nguyªn lý nµy xuÊt ph¸t tõ ®Þnh luËt thø hai cña Niut¬n vµ ®−îc ph¸t
biÓu nh− sau

“Tæng vÐc t¬ c¸c lùc t¸c dông lªn vËt thÓ n»m ë tr¹ng th¸i c©n b»ng, kÓ
c¶ lùc qu¸n tÝnh, b»ng kh«ng”.

Trong bµi to¸n ®éng lùc häc c«ng tr×nh, lùc t¸c dông lªn vËt thÓ gåm

- IF
r

lµ lùc qu¸n tÝnh b»ng khèi l−îng nh©n víi gia tèc vµ lÊy dÊu trõ.

- SF
r

lµ lùc ®µn håi trong vËt thÓ chèng l¹i sù biÕn d¹ng cña c«ng tr×nh

th−êng ®−îc m« h×nh nh− lµ lß xo víi ®é cøng lß xo ®∙ biÕt.

- DF
r

lµ lùc c¶n trong vËt thÓ tiªu hao mét phÇn n¨ng l−îng, chuyÓn thµnh

nhiÖt... th−êng ®−îc m« h×nh nh− c¶n nhít tû lÖ víi vËn tèc biÕn d¹ng.

- PF
r

lµ lùc ngoµi t¸c ®éng lªn hÖ. Khi ®ã theo nguyªn lý §alamber

2

2 ),,,(;0
dt

zyxtumFFFFF IPDSI
∂

−==+++
rrrrr

(1.1.2)
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Thùc chÊt, nguyªn lý nµy ®∙ ®−a bµi to¸n ®éng lùc häc vÒ mét bµi to¸n tÜnh
häc nhê kh¸i niÖm lùc qu¸n tÝnh. Nguyªn lý nµy chØ ¸p dông khi tÊt c¶ c¸c
lùc ngoµi ®Òu cã thÓ tÝnh ®−îc.

b) Nguyªn lý c«ng kh¶ dÜ

Nguyªn lý §alamber nªu trªn lµ b−íc ®Çu ph¸t triÓn ®Þnh luËt Niut¬n
vµ ph¸t hiÖn ra r»ng thùc chÊt ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña ®éng lùc häc
còng lµ sù c©n b»ng c¸c lùc. Nh−ng c¸c ph−¬ng tr×nh vÉn ë d¹ng vÐct¬ vµ
nãi chung khã ¸p dông cho c¸c hÖ bÞ rµng buéc. Sù ph¸t triÓn tiÕp theo c¸c
nguyªn lý ®éng lùc häc lµ nguyªn lý c«ng kh¶ dÜ. Nguyªn lý nµy dùa trªn
kh¸i niÖm dÞch chuyÓn kh¶ dÜ, tøc lµ nh÷ng chuyÓn vÞ cã thÓ, tho¶ m∙n c¸c
rµng buéc cña hÖ, ®−îc ph¸t biÓu nh− sau

“§èi víi vËt thÓ n»m ë tr¹ng th¸i c©n b»ng, c«ng cña tÊt c¶ c¸c lùc t¸c
®éng lªn vËt thÓ trªn c¸c dÞch chuyÓn kh¶ dÜ b»ng kh«ng.”

Trong bµi to¸n ®éng lùc häc c«ng tr×nh, nguyªn lý c«ng kh¶ dÜ cã d¹ng

∫ ∑∫ ∫ ++







∂
∂

−=
S j

j
C

T
jS

T
S

V V
V

T
V

T fudSfudV
t
ufudV ~~~~
2

2

ρσε (1.1.3)

víi ρ lµ mËt ®é khèi l−îng; σ lµ tr−êng øng suÊt ph¸t sinh trong vËt thÓ;
j

CSV fff ,,  lµ c¸c lùc khèi, lùc mÆt vµ lùc tËp trung t¸c ®éng lªn hÖ;

jSV uuu ~,~,~,~ε  lµ c¸c biÕn d¹ng vµ chuyÓn vÞ kh¶ dÜ tháa m∙n c¸c liªn kÕt h×nh

häc bªn trong vËt thÓ, trªn bÒ mÆt vµ t¹i c¸c ®iÓm ®Æt lùc tËp trung.

Thùc chÊt ®©y vÉn lµ sù c©n b»ng cña c¸c lùc, nh−ng ®−îc xÐt trong kh«ng
gian c¸c dÞch chuyÓn kh¶ dÜ. ¦u ®iÓm næi bËt cña nguyªn lý nµy lµ cho
phÐp thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña c¸c hÖ chÞu rµng buéc vµ thay
v× ph¶i tÝnh to¸n c¸c ®¹i l−îng vÐct¬ th× ë ®©y chØ cÇn tÝnh mét ®¹i l−îng v«
h−íng lµ c«ng cña c¸c lùc.

c) Nguyªn lý biÕn ph©n

Dï nguyªn lý c«ng kh¶ dÜ ®∙ ®−îc ph¸t triÓn thªm mét b−íc so víi
nguyªn lý §alamber, nh−ng nã vÉn khã ¸p dông cho c¸c hÖ víi khèi l−îng
ph©n bè. §Ó gi¶i quyÕt khã kh¨n nµy, c¸c nguyªn lý biÕn ph©n ®∙ ®−îc
quan t©m ph¸t triÓn. T− t−ëng céi nguån cña chóng, theo chóng t«i, xuÊt
ph¸t tõ nguyªn lý §irichle trong tÜnh häc: T¹i c¸c vÞ trÝ c©n b»ng æn ®Þnh,
thÕ n¨ng cña hÖ ®¹t gi¸ trÞ cùc tiÓu. C¸c nguyªn lý biÕn ph©n còng dÉn ®Õn
t×m cùc tiÓu cña mét phiÕm hµm biÓu diÔn c¸c ®Æc tr−ng c¬ häc cña hÖ.
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ChÝnh v× thÕ mµ ph−¬ng tr×nh thu ®−îc còng lµ mét d¹ng ph−¬ng tr×nh c©n
b»ng. §¹i diÖn cho c¸c nguyªn lý biÕn ph©n lµ nguyªn lý t¸c dông tèi thiÓu
cña Hamilton, ®−îc x©y dùng dùa trªn nh÷ng tÝnh to¸n biÕn ph©n cña
n¨ng l−îng trong mét kho¶ng thêi gian [t1,t2] bÊt kú

[ ] ∫∫ =+−
2

1

2

1

0)()()(
t

t

t

t

dttWdttVtT δδ (1.1.4)

trong ®ã T lµ ®éng n¨ng; V lµ hµm thÕ n¨ng cña c¸c lùc b¶o toµn bao gåm
thÕ n¨ng biÕn d¹ng vµ thÕ n¨ng cña c¸c lùc ngoµi b¶o toµn; W lµ c«ng cña
c¸c lùc kh«ng b¶o toµn nh− lùc c¶n, c¸c lùc ngoµi kh«ng cã thÕ; δ lµ to¸n tö
biÕn ph©n.

¸p dông nguyªn lý nµy cho mét hÖ ®∙ ®−îc rêi r¹c ho¸, ta ®−îc hÖ
ph−¬ng tr×nh Lagr¨ng

.,...2,1; nj
q
WQ

Q
q
V

q
T

q
T

dt
d

j
j

j
jjj

==

=
∂
∂

+
∂
∂

−










∂
∂

δ
δ

&
(1.1.5)

trong ®ã qj , j=1,...,n lµ c¸c to¹ ®é suy réng cña hÖ; T lµ ®éng n¨ng; V lµ thÕ
n¨ng; Qj lµ lùc suy réng t−¬ng øng víi to¹ ®é suy réng qj. Ph−¬ng tr×nh nµy
lµ c¬ së ®Ó nghiªn cøu ®éng lùc häc cña nhiÒu hÖ c¬ häc kh¸c nhau, trong ®ã
cã c¶ hÖ ph©n bè, tøc c¶ c«ng tr×nh.

C¶ ba nguyªn lý trªn ®©y ®Òu cã gi¸ trÞ t−¬ng ®−¬ng nhau vµ cïng dÉn
vÒ mét hÖ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng, viÖc lùa chän c¸ch x©y dùng nh− thÕ
nµo tïy thuéc d¹ng bµi to¸n vµ ng−êi kh¶o s¸t lùa chän.

1.2. HÖ mét bËc tù do

1.2.1. Kh¸i niÖm bËc tù do

BËc tù do cña mét hÖ c¬ häc lµ tËp hîp c¸c tham sè ®éc lËp tèi thiÓu ®ñ
®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ vµ h×nh d¸ng b¶n th©n hÖ mét c¸ch duy nhÊt trong kh«ng
gian. C¸c tham sè nµy ®−îc gäi lµ c¸c bËc tù do hay to¹ ®é suy réng cña hÖ.
Sè l−îng c¸c tham sè trong tËp hîp nªu trªn gäi lµ sè bËc tù do cña hÖ. HÖ
c¬ häc cã thÓ cã mét, nhiÒu hay v« sè bËc tù do. Trªn h×nh 1.2.1.a lµ dÇm
kh«ng khèi l−îng mang vËt nÆng m, ®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña vËt nÆng ta cÇn
biÕt ®é vâng y t¹i tiÕt diÖn ®Æt vËt nÆng, khi ®ã hÖ ®−îc xem lµ 1 bËc tù do.
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Tuy nhiªn, nÕu chuyÓn vÞ däc trôc cña dÇm xÊp xØ chuyÓn vÞ ngang cña tiÕt
diÖn th× cÇn 2 tham sè míi x¸c ®Þnh vÞ trÝ khèi l−îng m, khi ®ã hÖ ®−îc xem
lµ cã 2 bËc tù do. Trªn h×nh 1.2.1.b lµ hÖ 2 thanh kh«ng cã khèi l−îng mang
mét vËt nÆng m nh−ng cÇn hai th«ng sè míi x¸c ®Þnh ®−îc vÞ trÝ cña khèi
l−îng m ë tr¹ng th¸i biÕn d¹ng, nh− vËy hÖ ®−îc xem lµ cã 2 bËc tù do.

Trong C¬ häc, ng−êi ta th−êng ph©n biÖt hai d¹ng hÖ theo sè l−îng bËc
tù do. §ã lµ c¸c hÖ h÷u h¹n bËc tù do vµ hÖ v« sè bËc tù do. ViÖc chän c¸c
bËc tù do (hay to¹ ®é suy réng) phô thuéc vµo chñ thÓ nghiªn cøu cña ®èi
t−îng. Sè bËc tù do nãi chung lµ c¸c sè tù nhiªn, tuy nhiªn còng cã khi ph¶i
dïng ®Õn c¶ c¸c sè lÎ nh− 1+1/2 ®Ó m« t¶ sè bËc tù do cña c¸c hÖ phøc t¹p.
Nh÷ng hÖ h÷u h¹n bËc tù do ®ãng vai trß c¬ së ®Ó nghiªn cøu c¸c hÖ v« sè
bËc tù do vµ do ®ã còng thuéc c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n cña ®éng lùc häc c«ng
tr×nh. Chóng ta sÏ b¾t ®Çu t×m hiÓu m«n §éng lùc häc c«ng tr×nh b»ng c¸ch
nghiªn cøu c¸c hÖ h÷u h¹n bËc tù do.

1.2.2. Kh¸i niÖm vÒ dao ®éng

Ta nghiªn cøu chuyÓn ®éng cña mét con l¾c to¸n häc ®¬n gi¶n nh−
trong H×nh 1.2.2. ChÊt ®iÓm cã khèi l−îng m, tËp trung ë ®Çu d©y kh«ng
träng l−îng ®é dµi L ®−îc cè ®Þnh ®Çu kia t¹i mét ®iÓm A nµo ®ã. VÞ trÝ cña
chÊt ®iÓm trong mÆt ph¼ng ®−îc x¸c ®Þnh b»ng hai to¹ ®é x vµ y. Nh−ng v×
mét ®Çu d©y cè ®Þnh vµ kho¶ng c¸ch tõ vËt ®Õn vÞ trÝ A kh«ng ®æi b»ng L
nªn hÖ sÏ chØ cã mét bËc tù do, ®ã lµ gãc gi÷a ®o¹n d©y t¹o víi ph−¬ng
th¼ng ®øng, ký hiÖu lµ ϕ.

Chän hÖ to¹ ®é nh− trong h×nh vÏ, ta cã

)cos1(,sin ϕϕ −== LyLx

Khi ®ã ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng cña vËt b»ng:

( )
)cos1(

2
1

2
1 2222

ϕ

ϕ

−==

=+=

mgLmgyV

mLyxmT &&&
           (1.2.1)

H×nh 1.2.1 X¸c ®Þnh sè bËc tù do: a) HÖ 1 bËc tù do, b) HÖ 2 bËc tù do

y

m

p(t)
a)

∆x

mb)

∆y
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Bá qua nh÷ng lùc kh¸c, ph−¬ng tr×nh Lagr¨ng cña hÖ cã d¹ng

( ) 0sin/ =+ ϕϕ Lg&&

trong ®ã g lµ gia tèc träng tr−êng. §©y lµ mét ph−¬ng tr×nh vi ph©n bËc hai
phi tuyÕn vµ sau khi khai triÓn Taylor hµm sin, cã d¹ng

L
g

==+−+ 2
0

3
2
02

0 ;0...
2

ωϕ
ω

ϕωϕ&&

NÕu chØ xÐt thµnh phÇn bËc nhÊt ta ®−îc ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n biÓu
diÔn dao ®éng ®iÒu hoµ

02
0 =+ xx ω&& (1.2.2)

Ph−¬ng tr×nh nµy cho ta nghiÖm

)sin( 0 θω += tax    (1.2.3)

biÓu diÔn mét dao ®éng ®iÒu hoµ víi a ®−îc gäi lµ biªn ®é dao ®éng, 0ω  lµ

tÇn sè dao ®éng vµ θ  lµ pha ban ®Çu (H×nh 1.2.3). Dao ®éng ®iÒu hoµ nµy
cã thÓ biÓu diÔn ë d¹ng phøc

{ }tiAex 0Re ω−=

trong ®ã A gäi lµ biªn ®é phøc cña dao ®éng ®iÒu hoµ θiaieA −=  vµ

2
arg; πθ +−== AAa (1.2.4)

V× vËy th«ng th−êng ta sö dông d¹ng phøc cña dao ®éng ®iÒu hoµ
tiAeX 0ω−= (1.2.5)

H×nh 1.2.2. Dao ®éng cña con l¾c ®¬n gi¶n

y
x

m

ϕL

y

0

A

x

L
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Trong tr−êng hîp dao ®éng tù do kh«ng c¶n cña hÖ mét bËc tù do, biªn
®é vµ pha ban ®Çu ®−îc x¸c ®Þnh b»ng ®iÒu kiÖn ®Çu 00 )0(,)0( xxxx && == , tøc









=+=

0

00
2
0

2
2
0 ,

x
x

arctgxxa
&

& ω
θ

ω
                              (1.2.6)

Khi kÓ ®Õn lùc c¶n nhít tû lÖ víi vËn tèc, dao ®éng tù do cña hÖ mét
bËc tù do cã c¶n ®−îc m« t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh

02 2
00 =++ xxx ωζω &&& (1.2.7)

NghiÖm ph−¬ng tr×nh biÓu diÔn mét dao ®éng t¾t dÇn

)sin(0 θωζω += − taex D
t (1.2.8)

2
0 1 ζωω −=D

T=
0

2
ω
π

a0x&
x0

x(t)

0ω
θ

− )(
0ω
θ

+t

t

H×nh 1.2.3. Dao ®éng tù do kh«ng cã c¶n

H×nh 1.2.4. Dao ®éng tù do cã c¶n nhá

x0

D

T
ω
π2

=

Dω
π3

Dω
π4

Dω
π2

Dω
π

x(t)

x1 x2 t

ae-ζω
0

t

00 =x&
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víi ζ lµ mét sè d−¬ng vµ ®−îc gäi lµ hÖ sè t¾t dÇn dao ®éng, ®Æc tr−ng cho
lùc c¶n nhít, ωD lµ tÇn sè dao ®éng cña hÖ cã c¶n (H×nh 1.2.4). Trong khu«n
khæ dao ®éng chóng ta chØ xÐt tr−êng hîp hÖ sè t¾t dÇn nhá h¬n 1 (0<ζ < 1).
Biªn ®é a vµ pha ban ®Çu θ cña hÖ cã c¶n ®−îc x¸c ®Þnh b»ng ®iÒu kiÖn ®Çu

00 )0(,)0( xxxx && == cã d¹ng

( )








+

=
+

+=
000

0
2

2
0002

0 ,
xx

x
arctg

xx
xa D

D ζω
ω

θ
ω
ζω

&

&
(1.2.9)

Ký hiÖu xn vµ xn+1 lµ hai ®Ønh d−¬ng liªn tiÕp cña dao ®éng t¹i c¸c thêi ®iÓm

D

n
ω
π2 vµ 

D

n
ω
π2)1( + ; δ lµ hÖ sè suy gi¶m dao ®éng logarit 

1

ln
+

=
n

n

x
x

δ . Khi ®ã ta

cã thÓ x¸c ®Þnh hÖ sè t¾t dÇn dao ®éng ζ tõ ph−¬ng tr×nh

21
2

ζ

πζδ
−

= (1.2.10)

1.2.3. Dao ®éng c−ìng bøc cña c«ng tr×nh chÞu t¶i träng tuÇn hoµn

XÐt hÖ c¬ häc ®−îc m« t¶ trong H×nh 1.2.5. Gi¶ sö nÒn bÞ dÞch chuyÓn
víi gia tèc )(ty&&  vµ chuyÓn dÞch tuyÖt ®èi cña vËt lµ z(t). Chän gèc to¹ ®é

t−¬ng øng víi ®iÓm c©n b»ng tÜnh cña lß xo, khi ®ã ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng
cña hÖ b»ng

22 )(
2
1;

2
1 yzkVzmT −== & (1.2.11)

Lùc suy réng lµ lùc c¶n b»ng )( yzcQ && −−= . Ph−¬ng tr×nh Lagr¨ng cho ta

0)()( =−+−+ yzkyzczm &&&& (1.2.12)

H×nh 1.2.5. Dao ®éng cña hÖ mét bËc tù do cã xÐt ®Õn
¶nh h−ëng cña chuyÓn vÞ nÒn.

c
k

m

z(t)

y(t)
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§−a vµo to¹ ®é suy réng yzx −=  lµ chuyÓn vÞ t−¬ng ®èi cña vËt thÓ so víi

nÒn, ta ®−îc ph−¬ng tr×nh

)(tymkxxcxm &&&&& −=++  (1.2.13)

Nh− vËy, bµi to¸n dao ®éng cña hÖ 1 bËc tù do cã nÒn bÞ dÞch chuyÓn víi gia
tèc )(ty&&  lµ mét tr−êng hîp riªng cña bµi to¸n dao ®éng cña hÖ 1 bËc tù do

chÞu t¶i träng bÊt kú nh− trªn H×nh 1.2.6 cã d¹ng

)(tPkxxcxm =++ &&& (1.2.14)

hay lµ

m
tPxxx )(2 2

00 =++ ωζω &&& (1.2.15)

trong ®ã

km
c

m
k

2
;0 == ζω (1.2.16)

XÐt ph−¬ng tr×nh dao ®éng (1.2.14). Gi¶ sö t¶i träng ngoµi lµ qu¸ tr×nh
dao ®éng ®iÒu hoµ tiePtP ω

0)( =  víi biªn ®é phøc P0 vµ tÇn sè ω. Khi ®ã,

nghiÖm ®Çy ®ñ cña (1.2.15) cã d¹ng

ωζωωω
ω

θω ωζω

0
22

0

0

2
)(

)sin()()( 0

i
mP

AA

Aetaetxtxx ti
D

t
pT

+−
==

++=+= −

(1.2.17)

trong ®ã

H×nh 1.2.6. Dao ®éng cña hÖ mét bËc tù do cã c¶n chÞu t¶i träng ngoµi

c
2
k

2
k

m

)(tf I

x(t)

2
)(tf S )(tf D

2
)(tf S

P(t)
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- xT(t) lµ nghiÖm tæng qu¸t phô thuéc vµo ®iÒu kiÖn ®Çu 00 )0(,)0( xxxx && == ,

lµ dao ®éng ®iÒu hßa t¾t dÇn. xT(t) ®−îc gäi lµ qu¸ tr×nh chuyÓn tiÕp.

- xP(t) lµ nghiÖm riªng kh«ng phô thuéc vµo ®iÒu kiÖn ban ®Çu, lµ dao
®éng ®iÒu hßa cã tÇn sè b»ng tÇn sè lùc kÝch ®éng ω vµ biªn ®é phøc
A(ω) lµ mét hµm cña tÇn sè kÝch ®éng. xP(t) ®−îc gäi lµ dao ®éng c−ìng
bøc cña hÖ. Biªn ®é aP vµ pha ®Çu θP cña dao ®éng c−ìng bøc cã d¹ng

22
0

0

22
0

2222
0

0

2
arctan

4)(

ωω
ωζω

θ

ωωζωω

−
=

+−
==

P

P
mP

Aa

               (1.2.18)

lÇn l−ît ®−îc gäi lµ ®Æc tr−ng biªn ®é - tÇn sè vµ ®Æc tr−ng pha hay c¸c
®Æc tr−ng phæ cña hÖ ®∙ cho.

Hµm phøc

ωωω icmk
A
P

K +−== 20)(                                  (1.2.19)

®−îc gäi lµ ®é cøng ®éng (Dynamic Stiffness) cña hÖ mét bËc tù do. Hµm
nµy lµ tû sè gi÷a biªn ®é phøc cña lùc t¸c dông vµ biªn ®é phøc cña dÞch
chuyÓn (ý nghÜa ®é cøng) vµ phô thuéc vµo tÇn sè lùc kÝch ®éng (ý nghÜa
®éng lùc häc). DÔ dµng nhËn thÊy kK =)0( , ®Æc tr−ng cho ®é cøng tÜnh.

Hµm phøc

ωωω
ω

icmkK
H

+−
== 2

1
)(

1)( (1.2.20)

®−îc gäi lµ ®é mÒm ®éng hay hµm ph¶n øng tÇn sè.

Trë kh¸ng c¬ häc (Mechanical Impedance) cña hÖ lµ ®¹i l−îng ®−îc x¸c
®Þnh b»ng tû sè gi÷a biªn ®é phøc cña lùc t¸c dông víi biªn ®é phøc cña
vËn tèc vµ cã d¹ng

ωωω
ω

ω iicmk
Ai

P
I /)()( 20 +−== .                             (1.2.21)

Hµm phøc

ωω
ω

ω
ω

icmk
i

I
M

+−
== 2)(

1)(                                 (1.2.22)

®−îc gäi lµ ®é dÉn c¬ häc (Mechanical Mobility) cña hÖ mét bËc tù do.
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Hµm M(ω) lµ hµm phøc cã phÇn thùc vµ phÇn ¶o nh− sau

222

2

222

2

)()(
)()Im(;

)()(
)Re(

ωω
ωωω

ωω
ωω

cmk
mk

cmk
c

+−
−

=
+−

= .

DÔ dµng nhËn thÊy ®èi víi c¸c hµm trªn ta cã h»ng ®¼ng thøc

[ ]
2

2
2

2
1)Im(

2
1)Re( 



=+



 −

cc
ωω (1.2.23)

víi mäi ω, hay trªn mÆt ph¼ng phøc trôc hoµnh lµ phÇn thùc vµ trôc tung
lµ phÇn ¶o cña hµm ®é dÉn c¬ häc th× ®é dÉn c¬ häc ®−îc biÓu diÔn b»ng
mét ®−êng trßn b¸n kÝnh b»ng 1/2c víi t©m t¹i ®iÓm cã to¹ ®é (1/2c, 0),
xem H×nh 1.2.7. §−êng trßn nµy ®i qua gèc to¹ ®é (øng víi ω=0), c¾t trôc

hoµnh t¹i ®iÓm øng víi mk /0 == ωω  (tÇn sè riªng), khi ®ã phÇn thùc hay

chÝnh gi¸ trÞ cña ®é dÉn c¬ häc b»ng 1/c. §−êng trßn nµy ®−îc gäi lµ chu
tr×nh Nyquist cña ®é dÉn c¬ häc. Râ rµng lµ ®Æc tÝnh nªu trªn cho phÐp ta
t×m ®−îc tÇn sè riªng vµ hÖ sè c¶n cña hÖ nÕu biÕt ®−êng trßn Nyquist cña
®é dÉn c¬ häc. ChØ cÇn t×m giao ®iÓm cña ®−êng trßn víi trôc hoµnh, khi ®ã
gi¸ trÞ cña tÇn sè t−¬ng øng víi giao ®iÓm b»ng tÇn sè riªng, cßn hÖ sè c¶n
lµ nghÞch ®¶o cña hoµnh ®é giao ®iÓm.

T−¬ng tù ta cã thÓ x©y dùng chu tr×nh Nyquist cña hµm ®é mÒm ®éng
hay ph¶n øng tÇn sè H(ω) nªu trªn.

1.2.4. Dao ®éng cña c«ng tr×nh chÞu t¶i träng xung

T¶i träng xung th−êng ®−îc ®Æc tr−ng bëi mét xung chÝnh cã gi¸ trÞ lín
x¶y ra trong mét kho¶ng thêi gian ng¾n.

H×nh 1.2.7. BiÓu ®å Nyquist cña hµm ®é dÉn c¬ häc M(ω)

c2
1

c
1

M = 0

ω = 0

ω = ω0

ω

c2
1

c2
1

−

c2
1

Im

Re

M=(R(ω),I(ω))

M = 
c
1
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Ta cã thÓ biÓu diÔn xung P(t) ë d¹ng









+>

+<<−

−<

=

ετ

ετετ
ε

ετ

t

tP
t

tP

0
2

ˆ
0

)( (1.2.24)

nh− trªn H×nh 1.2.8 víi ε>0 lµ mét sè ®ñ nhá.

Xung l−îng cña t¶i träng xung P(t) lµ

∫∫
+∞

∞−

+

−

==== PPdttPdttPI
t

t
P

ˆ2
2

ˆ
)()()( ε

ε
ε

ε

ε

Nh− vËy, hµm P(t) cã tÝnh chÊt ττ ≠=− ttP ;0)(  vµ PtP ˆ)( =−∫
+∞

∞−

τ .

Khi ε→0 vµ 1ˆ =P  th× hµm P(t) ®−îc gäi lµ hµm Delta - Dirac δ(t).

∫
+∞

∞−

==




≠
=∞

= 1)(;
00
0

)( dttI
t
t

t δδ δ (1.2.25)

XÐt hÖ 1 bËc tù do ë thêi ®iÓm ban ®Çu ®øng yªn 0)0(;0)0( == −xx &  chÞu

t¶i träng xung P(t), khi ®ã ®éng l−îng cña hÖ thay ®æi lµ

∫∫
+∞

∞−

+

−

+−+ =====− PPdttPdttPxmxmxm
t

t

ˆ2
2

ˆ
)()()0()0()0( ε

ε

ε

ε

&&&

suy ra 
m
Px
ˆ

)0( =+& . Nh− vËy, ta thÊy t¸c ®éng cña t¶i träng xung P(t) ®èi víi

hÖ 1 bËc tù do t−¬ng tù víi viÖc ¸p dông ®iÒu kiÖn ®Çu 
m
Pxx
ˆ

)0(;0)0( == & .

H×nh 1.2.8. T¶i träng xung

ε2
P̂

P(t)

τ

t
τ+ετ-ε
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Tõ ®ã, ¸p dông c«ng thøc (1.2.6) cho hÖ kh«ng cã c¶n hay c«ng thøc (1.2.9)
cho hÖ cã c¶n, ta cã thÓ viÕt l¹i (1.2.3) vµ (1.2.8) d−íi d¹ng

)(ˆ)( thPtx = (1.2.26)

trong ®ã hµm sè h(t)

)sin(1)( 0 te
m

th D
t

D

ζω
ω

ζω−= (1.2.27)

lµ chuyÓn vÞ cña hÖ ®øng yªn 0)0(;0)0( == xx &  d−íi t¸c ®éng cña hµm xung

Delta – Dirac δ(t). Hµm h(t) ®−îc gäi lµ hµm ph¶n øng xung cña hÖ.

NÕu xung P(t) t¸c dông vµo thêi ®iÓm τ th× (1.2.27) cã d¹ng

( ) ( )[ ]






<<

>−
=−

−−

τ

ττζω
ωτ

τζω

t

tte
mth D

t

D
00

sin1
)(

0

(1.2.28)

1.2.5. Dao ®éng cña c«ng tr×nh chÞu t¶i träng bÊt kú

XÐt hÖ mét bËc tù do t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu ®øng yªn 0)0(;0)0( == xx &

chÞu t¶i träng P(t) bÊt kú víi ph−¬ng tr×nh dao ®éng cã d¹ng (1.2.14).

Ta chia lùc ngoµi P(t) thµnh tõng xung cã d¹ng (1.2.24) víi ttPP i ∆= )(ˆ  t¸c

®éng trong kho¶ng thêi gian v« cïng nhá ∆t=t/n nh− trªn H×nh 1.2.9.

Ph¶n øng cña hÖ chÞu t¸c ®éng xung sau thêi ®iÓm ti theo (1.2.28) cã d¹ng

( ) )()()( iii tthttPtx −∆=∆

nh− vËy ph¶n øng cña hÖ sau j kho¶ng thêi gian (j=1,2,..,n) b»ng tæng

∑∑
==

∆−=∆=
j

i
ii

j

i
ij ttthtPtxtx

11
)()()()(

ti

P(t)

t1 t3

n
tt =∆

t
t

P(ti)

H×nh 1.2.9. Lùc ngoµi P(t) ®−îc chia thµnh n xung nhá.
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Do ph−¬ng tr×nh (1.2.14) lµ tuyÕn tÝnh nªn khi ∆t→0 (hay n→∞) ta cã

[ ] 0;)(sin)(1)()()(
0

)(

0

0 >−=−= ∫∫ −− tdteP
m

dthPtx
t

D
t

D

t

ττωτ
ω

τττ τζω (1.2.29)

ta cã thÓ viÕt l¹i

( ) 0;sin)(1)()()()()(
000

0 >−=−=−= ∫∫∫ − tdetP
m

dhtPdthPtx
t

D
D

tt

ττωτ
ω

ττττττ τζω  (1.2.30)

TÝch ph©n (1.2.30) ®−îc gäi lµ tÝch ph©n Duhamel hay tÝch ph©n tiÕn hãa.

NÕu t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu hÖ kh«ng ®øng yªn, tøc lµ 00 )0(;)0( vxxx == & ,

khi ®ã nghiÖm ®Çy ®ñ cña (1.2.14) bao gåm nghiÖm riªng lµ (1.2.29) hay
tÝch ph©n Duhamel (1.2.30) vµ nghiÖm tæng qu¸t cã d¹ng (1.2.8) víi hai
h»ng sè tÝch ph©n ®−îc x¸c ®Þnh tõ c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu

[ ] 0;)(sin)(1

)sin()cos()(

0

)(

000
0

0

0

>−+







 +

+=

∫ −−

−

tdteP
m

t
xx

txetx

t

D
t

D

D
D

D
t

ττωτ
ω

ω
ω

ωζ
ω

τζω

ζω &

(1.2.31)

V× h(t-τ)=0 víi t<τ nªn khi thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi Fourie ®èi víi hµm ph¶n
øng xung (1.2.27), ta cã

)(1)sin(1)( 2
0 ω

ωω
ζω

ω
ωζωω H

icmk
dtete

m
dteth tj

D
t

D

tj =
+−

=







= ∫∫

+∞

∞−

−−
+∞

∞−

−       (1.2.32)

Thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi ng−îc Fourie ®èi víi hµm ph¶n øng tÇn sè (1.2.20),
ta thu ®−îc

)()sin(11)(
2
1

0
2 thte

m
de

icmk
deH D

t

D

tjtj ==
+−

= −
+∞

∞−

+∞

∞−
∫∫ ζω

ω
ω

ωω
ωω

π
ζωωω     (1.2.33)

Nh− vËy, hµm ph¶n øng tÇn sè (hay ®é mÒm ®éng) H(ω) (1.2.20) vµ hµm
ph¶n øng xung h(t) (1.2.27) lµ c¸c biÕn ®æi Fourie cña nhau.

Thùc hiÖn biÕn ®æi Fourie ®èi víi tÝch ph©n Duhamel (1.2.30), ta cã

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+−
∞+

∞−

∞+

∞−

−

+∞

∞−

−
+∞

∞−

+∞

∞−

−

==−=









−==

)()(')'()()()(

)()()()(

)'( ωωττττ

τττω

ωω

ωω

PHdtdtethPdtdethP

dtedthPdtetxX

ttjtj

tjtj

(1.2.34)
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trong ®ã X(ω), P(ω) lÇn l−ît lµ c¸c biÕn ®æi Fourie cña x(t) vµ P(t). Còng cã
thÓ rót ra kÕt qu¶ nµy khi thùc hiÖn biÕn ®æi Fourie ph−¬ng tr×nh (1.2.14).

1.2.6. Phæ ph¶n øng vµ hÖ sè ®éng lùc

Trong thùc tÕ, c«ng tr×nh lµ mét hÖ c¬ häc chÞu nhiÒu lo¹i t¶i träng, t¸c
®éng kh¸c nhau nh− t¶i träng tuÇn hoµn, xung, va ch¹m, ®éng ®Êt,... §Ó
®¸nh gi¸ ®−îc kh¶ n¨ng chÞu lùc cña c«ng tr×nh ®èi víi c¸c t¸c ®éng nµy, ta
cÇn ph¶i ®¸nh gi¸ ®−îc ph¶n øng lín nhÊt cña c«ng tr×nh (chuyÓn vÞ, vËn
tèc, gia tèc, hay mét chØ tiªu nµo kh¸c) nh− lµ hÖ mét bËc tù do chÞu c¸c t¸c
®éng nµy g©y ra. §å thÞ thÓ hiÖn ph¶n øng lín nhÊt cña hÖ 1 bËc tù do theo
c¸c tÇn sè riªng kh¸c nhau ®èi víi tõng lo¹i t¶i träng cho tr−íc ®−îc gäi lµ
phæ ph¶n øng cña c«ng tr×nh cho lo¹i t¶i träng nµy. Ngoµi ra, ng−êi ta cßn
sö dông kh¸i niÖm hÖ sè ®éng lùc lµ tû sè gi÷a chuyÓn vÞ ®éng lín nhÊt
theo thêi gian vµ chuyÓn vÞ tÜnh cña hÖ.

Trªn c¬ së tÝch ph©n Duhamel (1.2.30), ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc chuyÓn
vÞ lín nhÊt cña hÖ c¬ häc do t¸c ®éng cña t¶i träng bÊt kú lµ

[ ] 0;)(1sin)(max
1
1

)()(max)(max

0

2
0

)(

2
0

0

0 >−−
−

=

=−=

∫

∫

−− tdteP
m

dthPtx

t
t

t

ττζωτ
ζω

τττ

τζω

(1.2.35)

Sau ®©y ta xÐt mét sè tr−êng hîp quan träng hay gÆp

a) T¶i träng tuÇn hoµn tiePtP ω
0)( = . HiÖn t−îng céng h−ëng

Ký hiÖu

k
P

T
0=δ (1.2.36)

lµ chuyÓn vÞ tÜnh cña hÖ (1.2.14) khi chän lùc tÜnh cã gi¸ trÞ b»ng biªn ®é
P0 ®Æt lªn hÖ. Khi ®ã biªn ®é chuyÓn vÞ c−ìng bøc cã d¹ng (1.2.18). Tû sè
gi÷a biªn ®é  chuyÓn vÞ c−ìng bøc aP víi chuyÓn vÞ tÜnh δT lµ

( ) 2

0

2

22

0

22
0

2222
0

0

0

41

1

4








+




















−

=
+−

==

ω
ωζ

ω
ωωωζωωδ

k
P

mPa
k

T

P
d     (1.2.37)

®−îc gäi hÖ sè ®éng lùc cña hÖ. Gi¸ trÞ hÖ sè ®éng lùc kd cµng lín th× hiÖu
øng ®éng lùc t¸c ®éng lªn c«ng tr×nh cµng lín. NÕu tÇn sè t¶i träng
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ngoµi ω gÇn víi tÇn sè riªng ω0 th× x¶y ra hiÖn t−îng céng h−ëng, khi ®ã

hÖ sè ®éng lùc 
ζ2
1

=dk vµ víi hÖ sè c¶n nhá ζ≈0 th× kd ≈ ∞. ViÖc kh«ng ®Ó

x¶y ra hoÆc gi¶m tèi ®a ¶nh h−ëng cña céng h−ëng ®èi víi c«ng tr×nh lµ
mét trong nh÷ng nhiÖm vô chÝnh cña ®éng lùc häc c«ng tr×nh.

§å thÞ hÖ sè ®éng lùc kd x¸c ®Þnh tõ (1.2.37) vµ gãc pha θP x¸c ®Þnh tõ
(1.2.18) theo tû sè gi÷a tÇn sè dao ®éng c−ìng bøc ω vµ tÇn sè riªng cña
hÖ ω0 víi c¸c gi¸ trÞ hÖ sè c¶n ζ kh¸c nhau thÓ hiÖn trªn H×nh 1.2.10.

b) T¶i träng cã gi¸ trÞ kh«ng ®æi t¸c ®éng ®ét ngét (bµi to¸n va ch¹m)

Tõ h×nh 1.2.10, theo c«ng thøc (1.2.29) ta cã

[ ] [ ]











−−

−
−=−=

−−
−−∫ φω

ζ
ττω

ω

ζω
τζω )(cos

1
1)(sin)( 02

)(
0)(0

00

0

0 tte
k
P

dte
m

P
tx D

ttt

t
D

t

D

    (1.2.38)

víi 
21 ζ

ζφ
−

= arctg .

P0

t0

t

P(t)

H×nh 1.2.10.

H×nh 1.2.10. §å thÞ hÖ sè ®éng lùc kd vµ gãc pha φ theo
tû sè tÇn sè ω/ω0 víi c¸c hÖ sè c¶n ζ =0.05; 0.1; 0.2; 0.5
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Khi bá qua lùc c¶n trong hÖ (ζ=0)

[ ]t
k
P

tx 0
0 cos1)( ω−=

vµ chuyÓn vÞ lín nhÊt lµ

k
P

k
P

x TT
00

max ;22 === δδ (1.2.39)

víi δT lµ chuyÓn vÞ tÜnh cña hÖ. Tõ ®ã, ta thu ®−îc hÖ sè ®éng lùc cña hÖ
kh«ng c¶n lµ kd=2.

c) T¶i träng xung h×nh nöa sin (H×nh 1.2.12)

Gi¶ thiÕt hÖ kh«ng cã c¶n (ζ=0) vµ ®øng yªn t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu
0)0(;0)0( == xx & , khi ®ã nghiÖm ph−¬ng tr×nh (1.2.14) cã d¹ng (1.2.17)

















≥



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


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


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
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














−

≤≤







−









−

=
0

0
2

0

0

0
00

2

0

2sin2sin

2
12

02sin
2

sin

2
1

)(
tt

T
t

T
tt

t
T

tT

tt
T

t
t
T

t
t

t
T

tx
T

T

ππ
δ

ππδ

(1.2.40)

víi T=2π/ω0 lµ chu kú dao ®éng vµ kPT 0=δ lµ chuyÓn vÞ tÜnh cña hÖ. Tõ

®ã ta thu ®−îc ®å thÞ phæ ph¶n øng cña hÖ nh− trªn h×nh 1.2.13.

d) ViÖc x¸c ®Þnh hÖ sè ®éng lùc ®èi víi mét sè bµi to¸n ®éng lùc phøc t¹p
h¬n nh− bµi to¸n dao ®éng cña dÇm cÇu d−íi t¸c dông cña t¶i träng di
®éng, bµi to¸n dao ®éng c«ng tr×nh cã xÐt ®Õn t¶i träng ®éng ®Êt sÏ ®−îc
tr×nh bµy chi tiÕt h¬n ë ch−¬ng 3 cña tµi liÖu nµy.

H×nh 1.2.13.

max

)(









T

tx
δ

1.0

T
t0

1.0 2.0 3.0

2.0

0

H×nh 1.2.12.

P0

t0

t

P(t)

0
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1.3. HÖ nhiÒu bËc tù do

1.3.1. C¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc

 XÐt hÖ c¬ häc cã h÷u h¹n bËc tù do x¸c ®Þnh bëi vÐct¬ to¹ ®é suy réng

{ }TNUUU ,...,1= . Khi ®ã, ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng cña hÖ cã d¹ng

∑

∑

==

==

jiij
T

ji
jiij

T

UUkKUUV

UUmUMUT

2
1

2
1

2
1

2
1

,

&&&&

    (1.3.1)

trong ®ã  M, K lµ c¸c ma trËn ®èi xøng x¸c ®Þnh d−¬ng, ®−îc gäi lÇn l−ît lµ
ma trËn khèi l−îng vµ ma trËn ®é cøng cña hÖ. Víi ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng
nµy, hÖ ®−îc xÐt trong khu«n khæ c¸c quy luËt tuyÕn tÝnh cña c¬ häc.

C¸c lùc t¸c dông lªn hÖ gåm cã hai lo¹i:

- Lùc c¶n cã d¹ng UCQc &=  mµ trong tÝnh to¸n ®éng lùc häc c«ng tr×nh nãi

chung chØ xÐt tr−êng hîp c¶n R¬l©y víi

KMC βα += (1.3.2)

víi c¸c h»ng sè βα ,  ®−îc x¸c ®Þnh tõ thùc nghiÖm. Khi ®ã ma trËn hÖ sè

c¶n C lµ ®èi xøng vµ x¸c ®Þnh d−¬ng .

- Lùc ngoµi t¸c dông { }TNn tPtPtPQ )(),...,()( 1==  .

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh Lagr¨ng cña hÖ cã d¹ng

)()()()( tPtKUtUCtUM =++ &&&  (1.3.3)

Bµi to¸n dao ®éng riªng ®−îc m« t¶ b»ng ph−¬ng tr×nh

0=+ KUUM && .

NghiÖm cã d¹ng
tieU ωΦ=

víi ω,Φ  ®−îc gäi lµ tÇn sè riªng vµ d¹ng dao ®éng riªng cña hÖ. C¸c tÇn sè
riªng ®−îc x¸c ®Þnh tõ hÖ ph−¬ng tr×nh ®¹i sè

[ ] 0det 2 =− MK ω .                                         (1.3.4)

vµ c¸c d¹ng dao ®éng riªng x¸c ®Þnh tõ ph−¬ng tr×nh
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[ ]{ }
{ }




=Φ
=Φ−

1
02MK ω

(1.3.5)

Cã rÊt nhiÒu thuËt to¸n vµ ch−¬ng tr×nh ®Ó gi¶i bµi to¸n trÞ riªng nªu
trªn, chóng ta kh«ng dõng l¹i ë viÖc gi¶i bµi to¸n nµy (c¸c ®éc gi¶ quan t©m
cã thÓ xem phÇn phô lôc ë cuèi gi¸o tr×nh nµy) mµ ®i vµo tr×nh bµy mét sè
tÝnh chÊt cña c¸c tÇn sè vµ d¹ng dao ®éng riªng.

Tr−íc hÕt trong ®¹i sè tuyÕn tÝnh, ng−êi ta ®∙ chøng minh ®−îc r»ng
bµi to¸n trÞ riªng víi c¸c ma trËn ®é cøng vµ khèi l−îng lµ c¸c ma trËn ®èi
xøng, x¸c ®Þnh d−¬ng cã N tÇn sè riªng { }Nωω ,...,1 lµ c¸c nghiÖm d−¬ng vµ

c¸c vÐc t¬ d¹ng riªng Φj t−¬ng øng víi tÇn sè riªng ωj tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn
trùc giao cã d¹ng





≠
=

=ΦΦ





≠
=

=ΦΦ

ji
jik

K

ji
jim

M

j
j

T
i

j
j

T
i

,0
,

,0
,

(1.3.6)

ThËt vËy, tõ ph−¬ng tr×nh (1.3.5), ta cã

.0)(

0)(
2

2

=Φ−

=Φ−

kk

jj

MK

MK

ω

ω

Nh©n tõ vÕ tr¸i hai ph−¬ng tr×nh cuèi víi vÐc t¬ T
j

T
k ΦΦ , lÇn l−ît, ta sÏ ®−îc

0

0
2

2

=ΦΦ−ΦΦ

=ΦΦ−ΦΦ

k
T
jkk

T
j

j
T
kjj

T
k

MK

MK

ω

ω
.

V× tÝnh ®èi xøng cña c¸c ma trËn K, M nªn

k
T
jj

T
k

k
T
jj

T
k

MM

KK

ΦΦ=ΦΦ

ΦΦ=ΦΦ

vµ do ®ã 

0)( 22 =ΦΦ− j
T
kkj Mωω

NÕu kjkj ωω ≠≠ , , ta sÏ nhËn ®−îc (1.3.6).

C¸c tham sè Njkm jj ,...,2,1,, =  ®−îc gäi lµ khèi l−îng vµ ®é cøng quy ®æi.

Ngoµi ra, c¸c d¹ng dao ®éng riªng lu«n chøa mét h»ng sè bÊt kú, ®Ó x¸c
®Þnh h»ng sè nµy ng−êi ta ®−a vµo c¸c tiªu chuÈn gäi lµ phÐp chuÈn ho¸
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d¹ng riªng, vÝ dô c¸c h»ng sè ®−îc lÊy b»ng jm/1 , khi ®ã d¹ng riªng

chuÈn ho¸ tho¶ m∙n

jM j
T
j ∀=ΦΦ ,1 .

Víi c¸c tham sè khèi l−îng vµ ®é cøng quy ®æi nµy, tÇn sè riªng ®−îc tÝnh
mét c¸ch dÔ dµng

Njmk jjj ,...,2,1,/ ==ω .

Trong tr−êng hîp c¶n R¬l©y, ta cã thªm c¸c hÖ sè c¶n quy ®æi t−¬ng øng

[ ] jjj
T
jj

T
jj kmKMCc βαβα +=Φ+Φ=ΦΦ=

Do ®ã hÖ sè c¶n kÕt cÊu t−¬ng øng víi d¹ng dao ®éng riªng thø  j  b»ng

)(5.0/5.0 2
jjjj mc βωαζ +== .

Nh− vËy, ®èi víi hÖ h÷u h¹n bËc tù do nªu trªn, ta cã ®−îc tËp hîp c¸c tÇn
sè riªng, c¸c d¹ng dao ®éng riªng vµ c¸c hÖ sè c¶n kÕt cÊu t−¬ng øng, t¹o
thµnh tæ hîp c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc cña hÖ ®∙ cho, viÕt d−íi d¹ng ba
ma trËn nh− sau

              

{ }
{ }
{ }N

N
jii

N

diagD

j

diag

ζζ

ωω

,...,

)(

,...,

1

1,

22
1

=

Φ=Φ

=Ω

=            (1.3.7)

§Õn ®©y ta cã thÓ chøng minh ®−îc mét mÖnh ®Ò:

MÖnh ®Ò 1.2.1. HÖ c¬ häc h÷u h¹n bËc tù do tuyÕn tÝnh hoµn toµn ®−îc x¸c
®Þnh nÕu biÕt tÊt c¶ c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc cña nã.

ThËt vËy, nh− ban ®Çu ®∙ nªu, hÖ h÷u h¹n bËc tù do tuyÕn tÝnh ®−îc
x¸c ®Þnh bëi ba ma trËn M, K, C. V× vËy, nÕu biÕt c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc
häc cña hÖ (1.3.6), ta cã thÓ tÝnh ®−îc c¸c ma trËn khèi l−îng, ®é cøng hay
hÖ sè c¶n nh− sau:

11

11

11

)()(2
)()(

)()(

−−

−−

−−

ΦΦ=

ΦΩΦ=

ΦΦ=

DC
K
M

T

T

T

(1.3.8)

V× lý do nµy nªn c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc cña hÖ cßn ®−îc gäi lµ m« h×nh
dao ®éng cña hÖ. Vµ m« h×nh ban ®Çu gåm c¸c ma trËn khèi l−îng, ®é cøng
vµ hÖ sè c¶n ®−îc gäi lµ m« h×nh kh«ng gian cña hÖ h÷u h¹n bËc tù do.
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1.3.2. C¸c ®Æc tr−ng phæ

B©y giê ta xÐt hÖ ®∙ cho (1.3.3) víi lùc ngoµi t¸c dông cã d¹ng

tiePP ωˆ=

tøc mét lùc ®iÒu hoµ víi tÇn sè ω vµ biªn ®é phøc P̂ . Khi ®ã ®¸p øng cña hÖ
còng cã thÓ t×m d−íi d¹ng

tieUU ωˆ=

vµ biªn ®é phøc cña ®¸p øng sÏ ®−îc t×m tõ ph−¬ng tr×nh

PUKCiM ˆˆ)( 2 =++− ωω .

Ma trËn phøc

)()(ˆ 2 KCiMK ++−= ωωω (1.3.9)

®−îc gäi lµ ma trËn ®é cøng ®éng cña hÖ ®∙ cho. Ma trËn ®é cøng ®éng phô
thuéc vµo tÇn sè lùc kÝch ®éng ω  vµ còng m« t¶ quan hÖ gi÷a lùc kÝch ®éng
vµ chuyÓn vÞ t−¬ng tù nh− trong tr−êng hîp tÜnh. HiÓn nhiªn, t¹i tÇn sè
b»ng kh«ng th×

KK =)0(ˆ

tøc lµ trë thµnh ma trËn ®é cøng tÜnh ban ®Çu.

Ma trËn

)(ˆ)(ˆ 1 ωω −= KH

®−îc gäi lµ ma trËn ®é mÒm ®éng, hay cßn gäi lµ ma trËn hµm truyÒn v×

PHU ˆˆˆ = (1.3.10)

m« t¶ sù truyÒn t¸c dông cña lùc ngoµi ®Õn c¸c bËc tù do t¹o thµnh chuyÓn
vÞ cña hÖ. Thùc chÊt cña hµm truyÒn gi÷a hai ®iÓm cña c«ng tr×nh lµ
chuyÓn vÞ t¹i mét ®iÓm khi cã lùc t¸c dông ë ®iÓm kia. Râ rµng lµ ma trËn
®é cøng ®éng hay ma trËn hµm truyÒn còng ®Òu m« t¶ mét c¸ch ®Çy ®ñ hÖ
®∙ cho. Do ®ã ng−êi ta gäi ma trËn hµm truyÒn lµ m« h×nh tÇn sè hay m«
h×nh ®éng lùc häc cña hÖ. Trong mét sè tµi liÖu, c¸c ma trËn nªu trªn cßn
®−îc gäi lµ ®Æc tr−ng biªn ®é tÇn sè (phæ) cña hÖ ®∙ cho.

§Ó minh chøng cho viÖc c¸c ma trËn ®é cøng ®éng hay ®é mÒm ®éng cã
thÓ m« t¶ ®Çy ®ñ hÖ ®∙ cho. Ta xÐt hÖ (1.3.3) trªn quan ®iÓm ph−¬ng ph¸p
khai triÓn theo d¹ng riªng sau ®©y.
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1.3.3. Khai triÓn theo d¹ng riªng

Gi¶ sö { }Nωω ,...,1 vµ { }Njiji ,...,2,1,);( =Φ=Φ  lµ c¸c tÇn sè riªng vµ

d¹ng dao ®éng riªng t−¬ng øng cña hÖ ®∙ cho (1.3.3).

BiÓu diÔn nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1.3.3) ë d¹ng

)()( tqtU Φ=

hay

∑
=

=Φ=
N

r
rrj NjtqjtU

1
,..,2,1);()()( (1.3.11)

vµ thay vµo ph−¬ng tr×nh (1.3.3). TiÕn hµnh nh©n v« h−íng hai vÕ ph−¬ng
tr×nh tõ phÝa ph¶i víi vÐc t¬ ΦT vµ sö dông tÝnh trùc giao cña c¸c d¹ng dao
®éng riªng (1.3.6), ta ®−îc n ph−¬ng tr×nh vi ph©n t¸ch biÖt

.,...,2,1);()()()( Njtftqktqctqm jjjjjjj ==++ &&& (1.3.12)

trong ®ã

.,...,2,1;)()()(
1

NjtPstf
N

s
sjj =Φ=∑

=

§Õn ®©y ta thÊy râ ý nghÜa vËt lý cña c¸c tham sè khèi l−îng, ®é cøng vµ hÖ
sè c¶n quy ®æi. Chóng ®ãng vai trß khèi l−îng, ®é cøng vµ hÖ sè c¶n cña c¸c
hÖ mét bËc tù do quy ®æi. §iÒu nµy ®ång thêi còng nªu bËt b¶n chÊt cña
ph−¬ng ph¸p khai triÓn theo c¸c d¹ng dao ®éng riªng lµ ®−a hÖ nhiÒu bËc
tù do vÒ hÖ mét bËc tù do mµ chóng ta ®∙ nghiªn cøu kü ë phÇn trªn.

Râ rµng, nÕu lùc ngoµi t¸c dông lµ ®iÒu hoµ cã d¹ng

ti
ss ePtP ωˆ)( =

th× lùc ngoµi quy ®æi cho hÖ mét bËc tù do sÏ b»ng

ti
j

ti
s

N

s
jj efePstf ωω ˆˆ)()(

1
=Φ=∑

=

trong ®ã

NjPsf s

N

s
jj ,..,2,1;ˆ)(ˆ

1
=Φ=∑

=

(1.3.13)

Khi ®ã to¹ ®é suy réng qj cã d¹ng ®iÒu hoµ

ti
jj eqtq ωˆ)( =
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víi biªn ®é phøc lµ

s

N

s
jj

jjj

j
j PsH

icmk
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q ˆ)()(
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ˆ
1

2 ∑
=

Φ=
+−

= ω
ωω

trong ®ã

ωω
ω

jjj
j icmk

H
+−

= 2

1)(  (1.3.14)

Lóc nµy ta cã thÓ nhËn ®−îc biÓu thøc cña ®¸p øng chung cña hÖ ë d¹ng

s

N

s

N

r
rrrs

N

r

N

s
rrr

N

r
rrj PsjHPsHjqjU ˆ)()()(ˆ)()()(ˆ)(ˆ
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∑ ∑∑ ∑∑
= == ==









ΦΦ=ΦΦ=Φ= ωω   (1.3.15)

Trong tr−êng hîp rsPs ≠∀= ,0ˆ , ta cã

   .,...,2,1,,)()()(ˆˆ
1

NjrsjHPU
N

r
rrrsj =∀ΦΦ= ∑

=

ω               (1.3.16)

Chó ý ®Õn biÓu thøc cña ma trËn ®é mÒm ®éng lùc häc nªu trªn, ta thÊy

∑
=

ΦΦ==
N

r
rrr

s

j
js sjH

P

U
h

1
)()()(ˆ

ˆ
)(ˆ ωω .

BiÓu thøc cuèi cho ta quan hÖ gi÷a ma trËn truyÒn hay ma trËn ®é mÒm
®éng lùc häc víi c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc nh− sau

[ ] ∑
=

− ΦΦ===
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r
rrrjs sjHhKH
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1 )()()()(ˆ)(ˆ)(ˆ ωωωω
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)()(
)(ˆ

ωω
ω  (1.3.17)

Mèi quan hÖ mËt thiÕt nµy cho phÐp ta ph¸t biÓu mét mÖnh ®Ò:

MÖnh ®Ò 1.2.2. Mét hÖ h÷u h¹n bËc tù do tuyÕn tÝnh cã thÓ hoµn toµn ®−îc
x¸c ®Þnh mét c¸ch t−¬ng ®−¬ng b»ng mét trong ba m« h×nh: m« h×nh kh«ng
gian, m« h×nh dao ®éng vµ m« h×nh ®éng lùc häc.

Tõ biÓu diÔn (1.3.11), ta cã

j
T
j

T
j

j
j

T
j

T
j

j M
tUM

tq
M

tMU
tq

ΦΦ

Φ
=

ΦΦ

Φ
=

)(
)(;

)(
)(

&
& (1.3.18)

NghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh t¸ch rêi (1.3.12) cã d¹ng (1.2.31)
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(1.3.19)

trong ®ã c¸c ®iÒu kiÖn ®Çu )0();0( jj qq &  cã d¹ng (1.3.18) t¹i thêi ®iÓm t=0.

XÐt hÖ chÞu t¶i träng P(t) cã thµnh phÇn thø j lµ hµm xung Delta – Dirac
Pj(t)=δ(t), cßn c¸c thµnh phÇn kh¸c ®Òu b»ng 0. Ký hiÖu hkj(t) lµ chuyÓn vÞ
cña bËc tù do thø k do t¶i träng xung ®¬n vÞ δ(t) ®Æt t¹i bËc tù do thø j g©y
ra. Hµm hkj(t) ®−îc gäi lµ hµm ph¶n øng xung cña hÖ nhiÒu bËc tù do. Gi¶
thiÕt ®iÒu kiÖn ®Çu 0)0(;0)0( == UU & vµ t¶i träng thµnh phÇn Pj(t) cã d¹ng

bÊt kú, khi ®ã chuyÓn vÞ t¹i bËc tù do k cã d¹ng tÝch ph©n Duhamel (1.2.30)

0;)()()()()(
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>−=−= ∫∫ tdhtPdthPtU
t

kjj

t

kjjkj ττττττ (1.3.20)

V× hij(t-τ)=0 víi t<τ nªn thùc hiÖn biÕn ®æi Fourie hai vÕ cña (1.3.20), ta cã
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∞− (1.3.21)

Nh− vËy, ®èi víi hÖ nhiÒu bËc tù do, ma trËn hµm ph¶n øng xung [ ])(thkj  vµ

ma trËn hµm truyÒn [ ])(ωkjH  lµ c¸c biÕn ®æi Fourie cña nhau

∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

− == ωω
π

ω ωω deHthdtethH ti
kjkj

ti
kjkj )(

2
1)(;)()( (1.3.22)

t−¬ng tù nh− hÖ mét bËc tù do (c¸c c«ng thøc (1.2.32) vµ(1.2.33)).

ChuyÓn vÞ t¹i bËc tù do thø k ®èi víi vÐc t¬ t¶i träng P(t) cã d¹ng bÊt kú lµ

0;,...,2,1;)()()(
1 0

>=−= ∑∫
=

tNkdthPtU
N

j

t

kjjk τττ (1.3.23)

KÕt hîp (1.3.21) víi (1.3.23), ta cã

∑
=

=
N

j
jkjk PHU

1
)()()( ωωω (1.3.24)

tõ ®ã ta thu l¹i ®−îc biÓu thøc (1.3.10) vµ
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ωωω
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ω dePHtU ti
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jkjk ∑ ∫
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+∞
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=
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)()(
2
1)( (1.3.25)

1.3.4. VÝ dô

XÐt dao ®éng cña dÇm kh«ng träng l−îng, trªn dÇm cã 3 khèi l−îng tËp
trung m1 , m2 , m3 (H×nh 1.3.1). C¸c lùc t¸c ®éng lªn hÖ gåm

- Lùc qu¸n tÝnh )(tum kk &&−  vµ c¸c lùc c¶n Rk(t) ®Æt t¹i khèi l−îng.

- C¸c lùc ngoµi P(t), q(t) vµ M(t).

Theo nguyªn lý §al¨mbe, ta viÕt ®−îc ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng

[ ] [ ] [ ] )()()()()()()()( 333322221111 ttRtumtRtumtRtumtu kPkkkk ∆+−−+−−+−−= &&&&&& δδδ (1.3.26)

trong ®ã

- δki lµ chuyÓn vÞ cña khèi l−îng mk do lùc ®¬n vÞ ®Æt theo ph−¬ng cña
chuyÓn vÞ ui (chuyÓn vÞ t¹i khèi l−îng mi) g©y ra trong hÖ.

- ∆kP(t) lµ chuyÓn vÞ cña khèi l−îng mk do c¸c t¶i träng P(t), q(t), M(t) g©y
ra víi gi¶ thiÕt mk=0 (coi nh− bµi to¸n tÜnh).

Gi¸ trÞ c¸c hÖ sè δjk vµ ∆kP ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc tÝnh chuyÓn vÞ cña
Marxell - Morh. Tõ ®ã ta cã

[ ] [ ] [ ] )()()()()()()()( 333322221111 ttRtumtRtumtRtumtu kPkkkk ∆=++++++ &&&&&& δδδ (1.3.27)

XÐt tr−êng hîp hÖ dao ®éng tù do kh«ng c¶n, khi ®ã dao ®éng cña c¸c khèi
l−îng cã d¹ng ti

kk etu ωΦ=)( , tõ ®ã ta thu ®−îc ph−¬ng tr×nh
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(1.3.28)

Ký hiÖu c¸c ma trËn

L2 L3L1

a)

L4

m1 m2 m3

u1 u2 u3

P(t) M(t)q(t)

H×nh 1.3.1.
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   (1.3.29)

khi ®ã viÖc x¸c ®Þnh c¸c tÇn sè vµ d¹ng riªng cña hÖ (1.3.28) ®−a vÒ d¹ng
(1.3.4) vµ (1.3.5).

Gi¶ thiÕt dÇm gèi tùa tù do hai ®Çu víi m1=m2=m3=ρA/4 trong ®ã ρ lµ mËt
®é khèi l−îng, A lµ diÖn tÝch tiÕt diÖn ngang vµ c¸c khèi l−îng ®−îc ®Æt
c¸ch ®Òu nhau L1=L2=L3=L4=L/4, khi ®ã ta x¸c ®Þnh ®−îc

[ ]















=
















=

100
010
001

4
;

9117
111611
7119

768

3 ALM
EI
LH ρ

Ma trËn ®é cøng [K] cã d¹ng

[ ] [ ]
















−
−−

−
== −

23229
223222
92223

7
192

3
1

L
EIHK
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H×nh 1.3.2. C¸c d¹ng dao ®éng riªng cña hÖ 3 bËc tù do
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1.4. TruyÒn sãng ®µn håi trong thanh

B¾t ®Çu tõ ®©y chóng ta sÏ nghiªn cøu c¸c hÖ v« sè bËc tù do hay cßn
gäi lµ hÖ liªn tôc. HÖ liªn tôc ®¬n gi¶n nhÊt lµ kÕt cÊu d¹ng thanh – mét
vËt thÓ ®µn håi cã mét kÝch th−íc lín h¬n nhiÒu hai kÝch th−íc cßn l¹i. §Æc
®iÓm c¬ b¶n nhÊt cña thanh lµ chØ lµm viÖc trong tr¹ng th¸i kÐo nÐn däc
theo chiÒu dµi cña thanh vµ do ®ã chuyÓn vÞ vµ biÕn d¹ng còng chØ xÐt theo
mét trôc däc theo chiÒu dµi thanh. H¬n thÕ n÷a, trong qu¸ tr×nh biÕn d¹ng
mÆt c¾t ngang lu«n ph¼ng vµ chØ bÞ chuyÓn dÞch däc theo trôc. V× lý do nµy
ng−êi ta gäi ®©y lµ bµi to¸n dao ®éng däc trôc cña thanh. Chóng ta gäi ®Ò
môc nµy lµ truyÒn sãng ®µn håi trong thanh bëi v× b¶n chÊt cña dao ®éng
däc trôc cña thanh chÝnh lµ sù truyÒn sãng ®µn håi däc theo thanh.

1.4.1. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng

§Ó ®¬n gi¶n chóng ta xÐt mét thanh th¼ng cã tiÕt diÖn ®Òu víi c¸c ®Æc
tr−ng h×nh häc vµ vËt liÖu sau ®©y: E m«®un ®µn håi; F diÖn tÝch tiÕt diÖn
ngang; ρ - mËt ®é khèi; L – chiÒu dµi. Ký hiÖu u(x,t) lµ chuyÓn vÞ cña mÆt
c¾t t¹i x. Chän hÖ to¹ ®é lµ mét trôc trïng víi trôc cña thanh b¾t ®Çu tõ
®Çu tr¸i nh− trªn H×nh 1.4.1.

T¸c dông lªn ph©n tè ph©n tè thanh dx t¹i mÆt c¾t x gåm c¸c lùc

- Lùc qu¸n tÝnh                    ),(. txuFdxfI &&ρ=

- C¸c lùc kÐo ë hai ®Çu ph©n tè dx
x
NNN
∂
∂

+,

- Lùc c¶n ngoµi                     dxtxucfc ),(&=

x
o

p(x,t) U(x,t)

x

x = 0

fI

Qfc

N

dx
N+ 

x
N
∂
∂  dx

x = L

H×nh 1.4.1.
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- T¶i träng ph©n bè däc theo thanh dxtxpQ ),(=

H−íng t¸c dông cña c¸c lùc nµy ®−îc x¸c ®Þnh trong H×nh 1.4.1.

Sö dông nguyªn lý §alamber ta cã thÓ thiÕt lËp ®−îc ph−¬ng tr×nh

),(2

2
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x
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t
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t
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∂
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−
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+
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ρ

Theo ®Þnh luËt Hook 
x
uEFFEFN
∂
∂

=== εσ , nªn ph−¬ng tr×nh cuèi cã d¹ng
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ρ                             (1.4.1)

§©y lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng däc trôc tæng qu¸t cña thanh, khi gi¶i
cÇn ®Õn c¸c ®iÒu kiÖn biªn vµ ®iÒu kiÖn ®Çu.

1.4.2. NghiÖm sãng ®µn håi

XÐt bµi to¸n dao ®éng tù do, khi lùc ngoµi vµ lùc c¶n b»ng kh«ng
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hay, trong tr−êng hîp c¸c tham sè h×nh häc, vËt liÖu lµ c¸c h»ng sè ta ®−îc
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                                  (1.4.2)

§©y lµ ph−¬ng tr×nh sãng mét chiÒu víi vËn tèc truyÒn sãng b»ng a phô
thuéc vµo m«i tr−êng vËt liÖu, kh«ng phô thuéc vµo h×nh häc cña kÕt cÊu.
DÔ dµng nhËn thÊy ph−¬ng tr×nh cuèi cho nghiÖm tæng qu¸t sau ®©y

)()(),( atxgatxftxu ++−= ,                                 (1.4.3)

trong ®ã f, g lµ c¸c hµm sè bÊt kú, kh¶ vi hai lÇn trªn trôc sè, x¸c ®Þnh tõ
®iÒu kiÖn ®Çu vµ ®iÒu kiÖn biªn. XÐt thµnh phÇn thø nhÊt, hiÓn nhiªn lµ
h×nh d¸ng cña hµm f(x) trong mét  ®o¹n (x1, x2) nµo ®ã ®−îc x¸c ®Þnh. Gi¶
sö  c¶ ®o¹n th¼ng nµy ®−îc di chuyÓn däc theo trôc x víi vËn tèc ®Òu lµ a.
Khi ®ã vÞ trÝ x* lóc ®Çu t=0, sau kho¶ng thêi gian t sÏ chiÕm vÞ trÝ x**= x* +
at vµ tÝnh thµnh phÇn thø nhÊt trong nghiÖm (1.4.3) ta ®−îc

)()()( **** xfatatxfatxf =−+=−

§iÒu nµy chøng tá d¸ng ®iÖu cña hµm f(x) kh«ng thay ®æi mµ ®−îc di
chuyÓn tÞnh tiÕn theo chiÒu d−¬ng cña trôc x víi vËn tèc b»ng vËn tèc
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truyÒn sãng trong thanh a. §©y thùc sù lµ sù lan truyÒn d¹ng sãng däc
theo trôc thanh. Víi lý luËn t−¬ng tù, ta thÊy thµnh phÇn thø hai m« t¶ sù
truyÒn sãng theo chiÒu ng−îc l¹i. Nh− vËy, nãi chung, t¹i mét vÞ trÝ bÊt kú
trong thanh ®∙ bÞ kÝch ®éng lu«n tån t¹i hai sãng ®−îc lan truyÒn theo hai
h−íng ng−îc nhau.

Ta xÐt sù truyÒn sãng trong thanh chiÒu dµi L víi mét ®Çu ngµm cøng

(u(0,t))=0) vµ mét ®Çu tù do ( 0)( ==
∂
∂ Lx
x
u ).

B»ng ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn, biÓu diÔn

)()( xtTu Φ=

ph−¬ng tr×nh (1.4.2) ®−îc ®−a vÒ hai ph−¬ng tr×nh
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Víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn trªn, chóng ta t×m ®−îc
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   (1.4.4)

vµ cuèi cïng ta ®−îc
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C¸c h»ng sè nnA θ, x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn ®Çu. BiÓu thøc cuèi thÓ hiÖn sù

truyÒn sãng chuyÓn vÞ h×nh cosin trong thanh theo hai h−íng ng−îc nhau.

T−¬ng tù ta cã thÓ t×m ®−îc biÓu thøc cña sãng øng suÊt
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1.4.3. TruyÒn sãng c−ìng bøc trong thanh.

Trong phÇn nµy chóng ta nghiªn cøu mét bµi to¸n cô thÓ vÒ sù truyÒn
sãng trong mét cét cho trong H×nh 1.4.2.

XÐt mét thanh chiÒu dµi L, cã m«®un ®µn håi E, tiÕt diÖn F, mËt ®é
khèi ρ. Gi¶ thiÕt c¸c tham sè nªu trªn kh«ng ®æi vµ t¹i ®Çu x=0 cã mét lùc
xung t¸c dông däc trôc thanh. §Êt ®−îc m« t¶ b»ng hÖ sè nÒn xung quanh
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th©n cäc lµ xK , t¹i mòi cäc lµ 0K . Gi¶ thiÕt lùc c¶n nhít xung quanh th©n

cäc lµ chñ yÕu vµ cã hÖ sè b»ng µ (bá qua lùc c¶n nhít ë mòi cäc).

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng ®µn håi trong thanh cã d¹ng
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cïng víi ®iÒu kiªn biªn lµ

),(),(

0),0(

0 tLuK
x
tLuEF

x
tuEF

=
∂

∂

=
∂

∂

(1.4.8)

Tr−íc hÕt ta xÐt bµi to¸n dao ®éng riªng, tøc lµ khi P = 0. Khi ®ã t×m
nghiÖm ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt (kh«ng cã vÕ ph¶i) ë d¹ng
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ta sÏ nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh
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vµ ®iÒu kiÖn biªn

µ 
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H×nh 1.4.2
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Gi¶i ph−¬ng tr×nh (1.4.7),(1.4.8) ta ®−îc nghiÖm
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 (1.4.11)

trong ®ã ,..., 21 λλ  lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®¹i sè

0tan kL =λλ

hay ph−¬ng tr×nh rót gän

z=ββ tan (1.4.12)

víi LkzL 0, == λβ .

Ph−¬ng tr×nh (1.4.12) cã thÓ gi¶i b»ng sè víi mçi z cho tr−íc, khi ®ã kÕt qu¶
cho phÐp ta x¸c ®Þnh ®−îc c¸c tÇn sè riªng

[ ] ,....3,2,1,)()( 222 =−+= nhzkcz nxn λω (1.4.13)

XÐt nghiÖm ph−¬ng tr×nh (1.4.12) phô thuéc vµo biÕn z (®é cøng ®Êt ë mòi
cäc), ta thÊy, khi  z=0,

,...3,2,1,)0( 0 === n
L
nhayn nn
π

λπβ

vµ t−¬ng tù ta cã

,...3,2,1,)5.0()5.0()( =
−

=−=∞ ∞ n
L

nhayn nn
π

λπβ

tøc lµ tÇn sè cña hÖ cäc nÒn thùc tÕ bÞ giíi h¹n bëi tÇn sè riªng trong hai
tr−êng hîp tíi h¹n nµy.

§å thÞ biÓu diÔn sù phô thuéc cña β vµo z (H×nh 1.4.3.) cho thÊy tÇn sè chØ
nh¹y c¶m víi ®é cøng mòi cäc khi gi¸ trÞ cña ®é cøng mòi nhá. NÕu ®é cøng
®Êt ë mòi cäc ®¹t ®Õn gi¸ trÞ LEF /10  th× hÇu nh− nã kh«ng thay ®æi nhiÒu.

§Ó nghiªn cøu ph¶n øng cña hÖ cäc nÒn d−íi t¸c dông cña lùc P0 , ta
viÕt l¹i ph−¬ng tr×nh (1.4.7) d−íi d¹ng
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)()(),(),(),(2),(
2

2
22

2

2

xtP
x
txuctxuck

t
txuh

t
txu

x δ=
∂

∂
−+

∂
∂

+
∂

∂

trong ®ã ký hiÖu

F
tPtP

ρ
)()( =

Ta t×m nghiÖm ph−¬ng tr×nh ë d¹ng

∑
=

=
1

)()(),(
n

nn xtqtxu φ                                       (1.4.14)

víi )(xnφ  x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc (1.4.11). V× c¸c hµm )(xnφ  tho¶ m∙n ®iÒu

kiÖn biªn (1.4.10) nªn nghiÖm (1.4.14) tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn biªn (1.4.8). H¬n
n÷a, v× )(xnφ tho¶ m∙n ph−¬ng tr×nh (1.4.9) nªn ta sÏ cã

∑ =+++
=1

22 )()()()]()()(2)([
n

nnnxnn xtPxtqkctqhtq δφλ&&&

Nh©n hai vÕ ph−¬ng tr×nh cuèi víi )(xmφ vµ tÝch ph©n hai vÕ theo x tõ 0 ®Õn

L, do tÝnh trùc giao cña hµm c«sin nªn ta ®−îc

)()())(2)( 2 tptqtqhtq nnnnn =++ ω&&&

víi

)(

)()(
2222
nxnn

nn

kch

AtPtp

λωω +=+=

=

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 5 10 15

H×nh 1.4.3. Ba nghiÖm ®Çu tiªn cña ph−¬ng tr×nh (1.4.12) phô thuéc vµo z
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Ký hiÖu
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∫
∞+

∞−

−

+∞
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∞−

−= dttxuexU ti ),(),( ωω

∫
+∞

∞−

−= dtetP
F

P tiω

ρ
ω )(1)(ˆ

víi hµm P(t) lµ lùc kÝch ®éng cho tr−íc ë ®Çu cäc. Khi ®ã ta cã

ωωω
ω

ω
ih

PQ
n

n
n 2

)(ˆ
)( 22 +−
=

vµ do ®ã

∑∑
== +−

=
+−

=
1

22

2

1
22 2

cos)(ˆ
2

cos)(ˆ
),(

n n

nn

n n

nnn

ih
xAP

ih
xAPxU

ωωω
λ

ω
ωωω

λω
ω  (1.4.15)

Tõ (1.4.15) ta cã thÓ tÝnh ®−îc hµm phæ chuyÓn vÞ

∑
= +−+−

=
1,

2222

22

)2)(2(
coscos

)(),(
mn mn

mnmn
Pu ihih

xxAA
SxS

ωωωωωω
λλ

ωω  (1.4.16)

T−¬ng tù ta cã tr−êng biÕn d¹ng b»ng

∑
=

−=
∂

∂
=

1
sin)(),(),(

n
nnnn xAtq

x
txutx λλε  (1.4.17)

vµ t−¬ng øng

∑∫
=

+∞

∞−

−

+−
−=

∂
∂

==
1

22

2

2
sin)(ˆ),(),(),(ˆ

n n

nnnti

ih
xAP

x
xUdtetxx

ωωω
λλ

ω
ω

εωε ω (1.4.18)

Lóc nµy néi lùc trong cäc b»ng

∑
=

=
∂

∂
−=

1
sin)(),(),(

n
nnnn xAtqEF

x
txuEFtxN λλ

vµ t−¬ng øng phæ tÇn sè cña néi lùc lµ

∑∫
=

+∞

∞−

−

+−
=

∂
∂

−==
1

22

2

2
sin)(ˆ),(),(),(ˆ

n n

nnnti

ih
xAPEF

x
xUEFdtetxNxN

ωωω
λλ

ω
ω

ω ω
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1.5. Dao ®éng uèn cña dÇm ®µn håi

VÒ kÕt cÊu dÇm

DÇm lµ mét d¹ng kÕt cÊu ®¬n gi¶n cïng víi thanh. NÕu trong thanh
ng−êi ta chØ quan t©m ®Õn sù kÐo nÐn vµ biÕn d¹ng däc trôc, th× víi dÇm,
còng cã kÕt cÊu d¹ng thanh nh− vËy, ta xem xÐt biÕn d¹ng ngang vu«ng gãc
víi trôc thanh gäi lµ uèn. Còng nh− thanh, h×nh häc cña dÇm ®−îc x¸c ®Þnh
b»ng hai kÝch th−íc: chiÒu dµi vµ tiÕt diÖn ngang. Trong ®ã tiÕt diÖn ngang
cã thÓ cã h×nh d¹ng kh¸c nhau nh− h×nh ch÷ nhËt, h×nh trßn,..., nh−ng nãi
chung còng l¹i ®−îc x¸c ®Þnh b»ng hai kÝch th−íc kh¸c nhau, hay ®Æc biÖt
còng cã tr−êng hîp ng−êi ta chØ xÐt mét kÝch th−íc ®Æc tr−ng cho tiÕt diÖn.
Theo mét sè kÕt qu¶ nghiªn cøu th× kh¸i niÖm vÒ dÇm chØ ®−îc sö dông khi
chiÒu dµi lín h¬n nhiÒu c¸c kÝch th−íc cßn l¹i. NÕu chiÒu dµi vµ kÝch th−íc
cña tiÕt diÖn cã cïng cì (tû lÖ nhá h¬n 10) th× m« h×nh dÇm kh«ng cßn t¸c
dông n÷a.

Trong nghiªn cøu m« h×nh dÇm, ng−êi ta ph©n lo¹i dÇm nh− sau

1. DÇm Euler-Bernoulli lµ lo¹i dÇm tho¶ m∙n c¸c gi¶ thiÕt sau:

• TiÕt diÖn ngang lu«n lu«n lµ ph¼ng trong mäi tr¹ng th¸i biÕn d¹ng.

• MÆt ®èi xøng cña dÇm lu«n trïng víi mÆt ph¼ng dao ®éng (hay tiÕt
diÖn ngang lu«n lu«n vu«ng gãc víi trôc trung hoµ).

• Qu¸n tÝnh quay vµ biÕn d¹ng tr−ît cã thÓ bá qua.

2. DÇm Tim«shenc« lµ lo¹i dÇm trong ®ã ®iÒu kiÖn thø hai vµ ba kh«ng cßn
tho¶ m∙n n÷a. §iÒu nµy x¶y ra khi chiÒu dµi dÇm kh«ng ®ñ lín so víi
kÝch th−íc tiÕt diÖn ngang (tû lÖ nhá h¬n 10).

HiÖn t−îng tiÕt diÖn ngang kh«ng cßn ph¼ng khi biÕn d¹ng lµ rÊt phøc t¹p,
cßn Ýt ®−îc nghiªn cøu vµ lµ mét lo¹i dÇm thø ba. Trong gi¸o tr×nh nµy chñ
yÕu lµ xem xÐt dÇm ®¬n gi¶n Euler-Bernoulli.

1.4.1. Ph−¬ng tr×nh dao ®éng uèn cña dÇm

a) DÇm Euler-Bernoulli

XÐt dÇm cho trong H×nh 1.5.1. vµ t¸ch mét phÇn tö dÇm cã chiÒu dµi
dx. C¸c tham sè cña dÇm lµ m«®un ®µn håi E, mËt ®é khèi ρ, diÖn tÝch tiÕt
diÖn F , chiÒu dµi  L vµ m« men qu¸n tÝnh cña tiÕt diÖn lµ Ι. Ký hiÖu
chuyÓn vÞ ngang cña tiÕt diÖn t¹i x lµ ),( txu .
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C¸c lùc vµ m« men t¸c dông lªn phÇn tö dÇm nµy gåm

- C¸c lùc c¾t t¹i hai ®Çu x vµ x+dx gåm lùc c¾t dx
x
VtxVtxV
∂
∂

+),(),,(

- T¶i träng ngoµi ph©n bè theo dÇm dxtxqQ ),(=

- Lùc qu¸n tÝnh dxtxuFfI ),(&&ρ=

- M«men uèn t¹i hai ®Çu dx
x
MtxMtxM
∂
∂

+),(),,(

- M«men cña lùc ngoµi lµ 
2

),(
2dxtxq

C©n b»ng c¸c lùc vµ m«men, bá qua thµnh phÇn bËc cao cña dx vµ lùc c¶n
ta ®−îc hai ph−¬ng tr×nh

x
txMtxV

txq
x
txVtxuF

∂
∂

=

=
∂

∂
−

),(),(

),(),(),(&&ρ
  (1.5.1)

Sö dông quan hÖ quen thuéc trong søc bÒn vËt liÖu

2

2 ),(),(
x
txuEItxM

∂
∂

−=

tõ hÖ ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc mét ph−¬ng tr×nh

),(),(),( 2

2

2

2

txq
x
txuEI

x
txuF =








∂

∂
∂
∂

+&&ρ  (1.5.2)

x = 0 u(x,t)

fIVM

x = L

x

q(x,t) x

Q V+dV

M+dM

dx

H×nh 1.5.1
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§©y lµ ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng cÊp 4, khi gi¶i cÇn ®Õn 4 ®iÒu kiÖn biªn
liªn quan ®Õn chuyÓn vÞ, gãc xoay, lùc c¾t vµ m« men uèn ë hai ®Çu dÇm.

NÕu xÐt ®Õn lùc c¶n néi ®−îc m« h×nh ho¸ cã d¹ng









∂∂

∂
+

∂
∂

−=
tx
txu

x
txuEItxM 2

3

12

2 ),(),(),( µ

vµ c¶n m«i tr−êng cã d¹ng

dx
t
txuCtxFc ∂

∂
=

),(),(

ta sÏ nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh

),(),(),((),(),( 2

3

12

2

2

2

txq
tx
txu

x
txuEI

x
txuCtxuF =








∂∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

++ µρ &&& (1.5.3)

XÐt tr−êng hîp kÓ ®Õn lùc däc trôc N, trong tr−êng hîp nµy sÏ g©y ra mét
m« men thªm vµo b»ng

dx
x
txuN

∂
∂

±
),(

dÊu céng khi lùc kÐo vµ dÊu trõ khi lùc nÐn, vµ do ®ã

x
txuN

x
txuEItxV

∂
∂

∂
∂

−=
),(),(),( 3

3

m

ta sÏ nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh

),(),(),(),( 2

2

2

2

txq
x
txuN

xx
txuEI

x
txuF =





∂
∂

∂
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



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
∂

∂
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∂

+ m&&ρ  (1.5.4)

XÐt dÇm tùa trªn nÒn ®µn håi víi hÖ sè nÒn lµ kn , ta cã ph−¬ng tr×nh

),(),(),(),( 2

2

2

2

txqtxuk
x
txuEI

x
txuF n =+








∂

∂
∂
∂

+&&ρ  (1.5.5)

b) DÇmTim«shenc«

Tim«shenc« ®∙ ph¸t triÓn dÇm Euler-Bernoulli ®Ó nghiªn cøu tr−êng
hîp dÇm kh«ng ph¶i lµ ®ñ dµi ®Ó cã thÓ bá qua biÕn d¹ng tr−ît vµ tÝnh ®Õn
c¶ qu¸n tÝnh quay cña phÇn tö dÇm. KÓ ®Õn biÕn d¹ng tr−ît cña dÇm cã
nghÜa lµ thªm vµo gãc xoay do uèn b»ng xu ∂∂ /  mét gãc tr−ît θ nµo ®ã ®Ó cã
®−îc gãc xoay tæng thÓ cña mÆt c¾t so víi trôc c©n b»ng ban ®Çu cã d¹ng

xutx ∂∂+= /),( θϕ
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Khi ®ã ta sÏ cã
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Lóc nµy c¸c ph−¬ng tr×nh c©n b»ng lùc vµ m«men cho ta hÖ
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&&

&&

(1.5.6)

Trong c¸c c«ng thøc trªn G lµ m«®un tr−ît, α  lµ hÖ sè tr−ît ®Ó ®iÒu chØnh
theo h×nh d¹ng cña tiÕt diÖn ngang, ϕρ &&I  lµ qu¸n tÝnh quay cña phÇn tö.

NÕu tÊt c¶ c¸c tham sè lµ h»ng sè th× hÖ ph−¬ng tr×nh cuèi cã thÓ ®−a vÒ
mét ph−¬ng tr×nh
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∂
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∂

∂
+

∂
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+
∂

∂

αα
ρ

α
ρ

α
ρ

ρ
    (1.5.7)

§èi víi ph−¬ng tr×nh (1.5.7) c¸c ®iÒu kiÖn biªn ph¶i tu©n thñ ®óng c«ng
thøc cña gãc xoay, lùc c¾t vµ m«men uèn theo Tim«shenc«. Tõ ph−¬ng
tr×nh (1.5.7) ta thÊy nÕu nÕu thanh ®ñ m¶nh ®Ó cã thÓ bá qua biÕn d¹ng
tr−ît ( ∞→Gα ) vµ kh«ng tÝnh ®Õn qu¸n tÝnh quay ( 0→Iρ ), m« h×nh dÇm

Tim«shenc« trë thµnh m« h×nh dÇm Bernoulli (1.5.2).

1.5.2. Dao ®éng riªng vµ c¸c ®Æc tr−ng dao ®éng cña dÇm

XÐt dao ®éng riªng kh«ng c¶n cña dÇm ®−îc m« t¶ bëi ph−¬ng tr×nh

0),(),( 2

2

2

2

=







∂

∂
∂
∂

+
x
txuEI

x
txuF &&ρ

Ta t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ë d¹ng

)(),( xetxu ti Φ= ω

trong ®ã ω lµ tÇn sè riªng vµ Φ(x) lµ d¹ng dao ®éng riªng.

Khi ®ã, ph−¬ng tr×nh ®èi víi Φ(x) cã d¹ng
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0)()( 2
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2
2 =







 Φ
+Φ−

dx
xdEI

dx
dxFωρ

Gi¶i ph−¬ng tr×nh nµy cïng víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn sÏ cho ta c¸c tÇn sè riªng
∞= ,....,2,1, jjω  vµ c¸c d¹ng riªng t−¬ng øng ∞=Φ ,...,2,1),( jxj .

a) TÝnh trùc giao cña c¸c d¹ng riªng

Theo ®Þnh lý Betti "c«ng cña lùc qu¸n tÝnh cña d¹ng dao ®éng riªng
thø j trªn chuyÓn vÞ theo d¹ng dao ®éng riªng thø k b»ng c«ng cña lùc qu¸n
tÝnh øng víi d¹ng dao ®éng riªng thø k trªn chuyÓn vÞ theo d¹ng riªng thø
j". §iÒu nµy cã thÓ biÓu diÔn b»ng c«ng thøc

)(),(

),(;),(),(),(),(

2
00

xeFtxuF

txfdxtxutxfdxtxutxf

n
ti

nn

I

L

jI

L

kI nkj
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Tõ ®©y ta cã
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22 =ΦΦ− ∫
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víi 22
kj ωω ≠ , hay lµ

0)()(
0

=ΦΦ∫
L

kj dxxxFρ (1.5.8)

BiÓu thøc (1.5.8) thÓ hiÖn tÝnh chÊt trùc giao ®Çu tiªn cña c¸c d¹ng riªng.

MÆt kh¸c, tõ (1.5.8), kÓ ®Õn ph−¬ng tr×nh
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H×nh 1.5.2. Bèn d¹ng dao ®éng ®Çu tiªn a) dÇm c«ng x«n; b) dÇm ®¬n gi¶n

a) b)
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ta cã
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TÝch ph©n tõng phÇn hai lÇn biÓu thøc cuèi ta ®−îc

∫ =Φ ′′Φ ′′+Φ′−Φ
L

kj
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kj

L

kj dxxEIxxxMxxVx
000

0)()()()()()()( (1.5.9)

BiÓu thøc (1.5.9) thÓ hiÖn tÝnh chÊt trùc giao thø hai cña c¸c d¹ng riªng víi

hai thµnh phÇn ®Çu biÓu diÔn c«ng cña c¸c lùc c¾t vµ m«men ë biªn vµ c¸c
dÊu ph¶y trªn c¸c hµm chØ ®¹o hµm cña chóng theo x.

b) Ph−¬ng tr×nh tÇn sè trong c¸c tr−êng hîp ®iÒu kiÖn biªn thuÇn nhÊt

Ta xÐt tr−êng hîp c¸c hÖ sè E, F, I, ρ lµ h»ng sè. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh
x¸c ®Þnh c¸c d¹ng riªng lµ
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ρ
λω

ρ
ωλ

λ

===

=Φ−Φ

0
2

0
24

4)(

,

0)()(
(1.5.10)

NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh cã d¹ng

)sin()cos()sinh()cosh()( xDxCxBxAx λλλλ +++=Φ

trong ®ã A, B, C, D lµ c¸c h»ng sè ph¶i t×m tõ ®iÒu kiÖn biªn. Ta sÏ nghiªn
cøu c¸c tr−êng hîp ®iÒu kiÖn biªn cæ ®iÓn sau ®©y.

Tr−êng hîp gèi tùa hai ®Çu: Khi ®ã ®iÒu kiÖn biªn cã d¹ng

0)()()0()0( =Φ ′′=Φ=Φ ′′=Φ LL  (1.5.10)

Thay (1.5.10) vµo biÓu thøc cña Φ(x), ta ®−îc hÖ 4 ph−¬ng tr×nh











=−
=+

=−
=+

0sinsinh
0sinsinh

0
0

LDLB
LDLB

CA
CA

λλ
λλ

suy ra A=0, C=0 vµ ®Ó B≠0 hay D≠0, th× ®Þnh thøc cña hÖ ph¶i b»ng 0
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0sinsinh =LL λλ

thu ®−îc

0sin =Lλ (1.5.11)

lµ ph−¬ng tr×nh tÇn sè cho dÇm gèi tùa ®¬n gi¶n mµ cã nghiÖm lµ

,....2,1,/ == jLjj πλ

hay

,....3,2,1,)/( 2
0 == jLjaj πω

Víi mçi tÇn sè riªng ωj t×m ®−îc, d¹ng riªng Φj(x) t−¬ng øng sÏ chøa mét
h»ng sè tuú ý Cj vµ cã d¹ng

LxjCx jj /sin)( π=Φ .

H»ng sè nµy cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh nhê c¸c ®iÒu kiÖn chuÈn ho¸, vÝ dô

1)(
0

2 =∫Φ
L

j dxx

khi ®ã

LC j /2=

Tr−êng hîp dÇm c«ng x«n: T¹i ®Çu ngµm ta cã ®iÒu kiÖn biªn

0)0()0( =Φ′=Φ

vµ t¹i ®Çu tù do

0)()( =Φ ′′′=Φ ′′ LL

Khi ®ã, ph−¬ng tr×nh tÇn sè cã d¹ng

01coshcos =+LL λλ                                       (1.5.12)

vµ c¸c nghiÖm lµ

;6,)5.0(;1372.14;9955.10
;8547.7;6941.4;8751.1

54

321

≥−≈==
===

nnLLL
LLL

n πλλλ
λλλ

Tr−êng hîp ngµm hai ®Çu: Ph−¬ng tr×nh tÇn sè cã d¹ng

01coshcos =−LL λλ                                      (1.5.13)

vµ c¸c nghiÖm lµ
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;6,)5.0(;2787.17;1371.14
;9956.10;8532.7;7300.4

54

321

≥+≈==
===

nnLLL
LLL

n πλλλ
λλλ

Tr−êng hîp hai ®Çu tù do: cho ta kÕt qu¶ trïng víi tr−êng hîp ngµm hai
®Çu (1.5.13) nh−ng l−u ý r»ng tÇn sè ®Çu tiªn cã thÓ b»ng kh«ng.

c) ¶nh h−ëng cña lùc däc vµ nÒn ®µn håi ®Õn tÇn sè riªng cña dÇm

Gi¶ thiÕt c¸c tham sè dÇm vµ gi¸ trÞ lùc däc kh«ng ®æi, khi ®ã ph−¬ng
tr×nh dao ®éng uèn cña dÇm cã d¹ng

0),(),(),( 4

4

=
∂

∂
±

∂
∂

+
x
txuN

x
txuEItxuF &&ρ                        (1.5.14)

víi quy −íc dÊu +N nÕu lùc N lµ nÐn vµ dÊu −N nÕu lùc N lµ kÐo. DÔ dµng
nhËn thÊy ph−¬ng tr×nh ®Ó x¸c ®Þnh d¹ng dao ®éng riªng sÏ lµ

EI
Ns

EI
F

xxsxIV

2
,

0)()(2)(

24

4)(

==

=Φ−Φ ′′±Φ
ρ

ωλ

λ

Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng

02 424 =λ−± spp

cã 4 nghiÖm  21 λ±λ± i;  khi kÐo vµ 12 λ±λ± i;  khi nÐn, trong ®ã

142
2

42
1 −=λ++−=λλ++=λ issss ,;

XÐt tr−êng hîp khíp hai ®Çu, ta cã

Lnss /42 πλ =++

cho lùc nÐn vµ

Lnss /42 πλ =++−

cho lùc kÐo. Tõ hai ph−¬ng tr×nh nµy ta cã thÓ nhËn ®−îc















= 22

24
2 1

π
π

ρ
ω

EIn
NL

L
n

F
EI

n m                              (1.5.15)

víi dÊu trõ khi nÐn vµ dÊu céng khi kÐo.

Trong tr−êng hîp N =0, ta cã

4
2 






=
L
n

F
EI

n
π

ρ
ω
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v× vËy









=

c

n

Pn
N
22

0

2

1m
ω
ω

 (1.5.16)

trong ®ã 2

2

L
EIPc
π

=  gäi lµ t¶i tíi h¹n. DÔ dµng nhËn thÊy dao ®éng chØ tån

t¹i khi  lùc nÐn cPN p  (æn ®Þnh). Khi ®ã tÇn sè cña dÇm bÞ nÐn gi¶m ®i vµ

cña dÇm bÞ kÐo t¨ng lªn. §iÒu nµy t−¬ng øng víi ©m thanh cña d©y ®µn
cµng cao khi cµng bÞ kÐo c¨ng h¬n. §Æc biÖt, khi lùc nÐn N dÇn tíi gi¸ trÞ
tíi h¹n Pc th× tÇn sè ®Çu tiªn cña dÇm dÇn tíi 0. §iÒu ®ã thÓ hiÖn sù
chuyÓn ®æi tr¹ng th¸i dao ®éng cã ý nghÜa rÊt quan träng trong viÖc nghiªn
cøu æn ®Þnh cña dÇm.

d) DÇm trªn nÒn ®µn håi

Tõ ph−¬ng tr×nh (1.5.5) ta cã ph−¬ng tr×nh dao ®éng riªng cña dÇm
trªn nÒn ®µn håi cã d¹ng

0),(),(),( 2

2

2

2

=+







∂

∂
∂
∂

+ txuk
x
txuEI

x
txuF n&&ρ (1.5.17)

C¸c d¹ng dao ®éng riªng ®−îc x¸c ®Þnh tõ ph−¬ng tr×nh

0)()( 4)( =Φ−Φ xxIV λ

víi

EI
k

EI
F n−=
ρ

ωλ 24

Do ®ã, tham sè λ sÏ ®−îc t×m tõ ph−¬ng tr×nh tÇn sè th«ng th−êng nh−
trong c¸c tr−êng hîp kh«ng cã nÒn ®µn håi. Gi¶ sö ta cã ®−îc ,...3,2,1, =nnλ .,

khi ®ã c¸c tÇn sè riªng t−¬ng øng sÏ lµ

F
EIa

EI
k

a
n

nn ρ
λω =






 += 0

2/1
4

0

,1  (1.5.18)

C«ng thøc (1.5.18) cho ta thÊy nÒn ®µn håi lµm t¨ng tÇn sè riªng cña dÇm.

1.5.3. Dao ®éng c−ìng bøc cña dÇm ®µn håi.

XÐt ph−¬ng tr×nh (1.5.3) víi t¶i träng kh¸c kh«ng. Gi¶ sö tÇn sè riªng
vµ d¹ng dao ®éng riªng ®∙ chuÈn ho¸ t−¬ng øng lµ ,...3,2,1),(, =jxjj φω  . Khi

®ã t×m nghiÖm ph−¬ng tr×nh ®∙ cho ë d¹ng
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∑=
j

jj xttxu )()(),( φξ

trong ®ã ,....3,2,1),( =jtjξ  gäi lµ c¸c to¹ ®é suy réng. Thay biÓu thøc nµy vµo

ph−¬ng tr×nh (1.5.3), sö dông tÝnh trùc giao cña c¸c d¹ng riªng ta ®−îc

)()()(2)( 2 tqttht jjjjjj =++ ξωξξ &&&

víi ký hiÖu

µω
ρ

φ
ρ

2

0

2

)(),(1)(

jj

L

jj

F
ch

dxxtxq
F

tq

+=

≡ ∫

NÕu chØ xÐt dao ®éng dõng cña hÖ, th× tõ ph−¬ng tr×nh cuèi ta cã thÓ t×m
biªn ®é (phøc) dao ®éng dõng cña to¹ ®é suy réng b»ng

)()(
2
)(

)( 22 ωω
ωωω

ω
ω jj

jj

j QH
ih

Q
=

+−
=Ψ

trong ®ã

.
2

1)( 22 ωωω
ω

jj
j ih

H
+−

=

vµ )(ωjQ lµ biªn ®é phøc cña lùc suy réng )(tq j . Cuèi cïng ta x¸c ®Þnh ®−îc

biªn ®é phøc cña tr−êng chuyÓn vÞ ngang cña dÇm lµ

∑=
j

jjj xHQxw )()()(),( φωωω                              (1.5.19)

Lóc ®ã hµm sè

)()()()()()(),(
,

** xxHHQQxS kj
kj

kjkjw φφωωωωω ∑=                    (1.5.20)

víi dÊu sao (*) chØ liªn hîp phøc, ®−îc gäi lµ phæ chuyÓn vÞ ngang cña dÇm.
DÔ dµng nhËn thÊy phæ chuyÓn vÞ lµ hµm thùc. Nh− vËy thùc chÊt phæ
chuyÓn vÞ cho ta b×nh ph−¬ng biªn ®é dao ®éng lµ hµm sè cña tÇn sè lùc
kÝch ®éng vµ to¹ ®é däc theo dÇm.
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Ch−¬ng 2

Nh÷ng ph−¬ng ph¸p tÝnh to¸n c¬ b¶n
cña §éng lùc häc c«ng tr×nh

2.1. Ph−¬ng ph¸p ma trËn hÖ sè ¶nh h−ëng

C«ng tr×nh, nh− ®∙ nãi ë phÇn ®Çu lµ mét hÖ liªn tôc rÊt phøc t¹p,
cã v« sè bËc tù do. Nh÷ng ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch ®∙ ®−îc tr×nh bµy trong
môc 1.5. chØ ¸p dông cho c¸c hÖ ®¬n gi¶n nh− thanh, dÇm, b¶n, mµ
kh«ng thÓ sö dông cho c¸c kÕt cÊu phøc t¹p h¬n nh− hÖ khung, dµn hay
hÖ ®µn håi ba chiÒu. §Ó nghiªn cøu c¸c hÖ phøc t¹p nµy, ®ßi hái ph¶i cã
nh÷ng ph−¬ng ph¸p chuyªn dông ®¬n gi¶n vµ hiÖu qu¶. §−êng lèi chung
vÉn lµ t×m c¸ch thay thÕ hÖ liªn tôc b»ng mét hÖ rêi r¹c cã h÷u h¹n bËc
tù do. Ph−¬ng ph¸p cæ ®iÓn, ®¬n gi¶n nhÊt trong sè ®ã lµ ph−¬ng ph¸p
ma trËn hÖ sè ¶nh h−ëng, ®−îc tr×nh bµy sau ®©y. Tr−íc tiªn ta ®−a ra
kh¸i niÖm chung vÒ c¸c ma trËn ®é cøng vµ khèi l−îng cña hÖ h÷u h¹n
bËc tù do theo quan ®iÓm cña c¬ häc vËt r¾n biÕn d¹ng.

2.1.1. Mét sè kh¸i niÖm.

Gi¶ sö ta cã mét vËt thÓ ®µn håi tuyÕn tÝnh (hÖ liªn tôc) chiÕm mét
miÒn D trong kh«ng gian. Trong miÒn D cña vËt thÓ chän mét tËp h÷u
h¹n c¸c ®iÓm nót Ω vµ t−¬ng øng sÏ cã mét tr−êng chuyÓn vÞ cña vËt thÓ

t¹i c¸c ®iÓm nót, t¹o thµnh mét vÐc t¬ { }TNUUU ,...,1= cã N thµnh phÇn.

Mçi thµnh phÇn cña vÐc t¬ nµy lµ chuyÓn vÞ cña vËt thÓ t¹i ®iÓm nót nµo
®ã cã c¶ h−íng x¸c ®Þnh. §Ó ng¾n gän, ta quy −íc gäi chØ sè cña mçi
thµnh phÇn chuyÓn vÞ nµy lµ mét chÊt ®iÓm hay mét ®iÓm cña vËt thÓ
(bao hµm c¶ vÞ trÝ vµ h−íng). Lóc nµy vÐc t¬ U cßn ®−îc gäi lµ vÐc t¬ to¹
®é suy réng cña  hÖ c¬ häc h÷u h¹n bËc tù do m« t¶ mét c¸ch gÇn ®óng
(rêi r¹c) hÖ liªn tôc ®∙ cho.

• Ma trËn khèi l−îng cña hÖ, ký hiÖu lµ M víi c¸c phÇn tö
[ ]Njimij ,...,1,, =  ®−îc x¸c ®Þnh b»ng

j

I
i

ij A
fm =

trong ®ã fi
I lµ lùc t¸c dông vµo chÊt ®iÓm i g©y nªn gia tèc Aj  cña chÊt

®iÓm j . Nãi c¸ch kh¸c, khèi l−îng cña mét chÊt ®iÓm lµ ®é lín cña lùc
t¸c dông g©y nªn mét ®¬n vÞ gia tèc cña chÊt ®iÓm ®ã.
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• Ma trËn ®é cøng K víi c¸c phÇn tö [ ]Njikij ,...,1,, =  ®−îc x¸c ®Þnh bëi

j

i
ij U

Pk =

trong ®ã Pi lµ lùc t¸c dông vµo chÊt ®iÓm i g©y ra chuyÓn vÞ Uj t¹i
®iÓm j. Nãi c¸ch kh¸c, ®é cøng kij chÝnh lµ ®é lín cña lùc t¸c dông vµo
vËt ë ®iÓm i g©y ra chuyÓn vÞ b»ng mét ®¬n vÞ t¹i ®iÓm j.

• Ma trËn ®é mÒm hay ma trËn hÖ sè ¶nh h−ëng H víi c¸c thµnh phÇn

j

i
ij P

Uh =

lµ chuyÓn vÞ t¹i ®iÓm i ®−îc g©y ra bëi lùc mét ®¬n vÞ t¹i ®iÓm j. §¹i
l−îng nµy cßn ®−îc gäi lµ hÖ sè ¶nh h−ëng.

• Ma trËn hÖ sè c¶n lµ ],...,1,;[ NjicC ij ==  víi c¸c thµnh phÇn

j

c
i

ij V
fc =

trong ®ã fi
c lµ lùc c¶n t¸c dông vµo chÊt ®iÓm i vµ Vj  lµ vËn tèc cña

chÊt ®iÓm j.

Bæ ®Ò 2.1.1. C¸c ma trËn khèi l−îng M, ®é cøng K vµ ma trËn ®é mÒm
(hÖ sè ¶nh h−ëng) H ®Òu lµ c¸c ma trËn ®èi xøng, x¸c ®Þnh d−¬ng.

TÝnh ®èi xøng ®−îc chøng minh nhê ®Þnh lý Betti, kh¼ng ®Þnh r»ng
c«ng cña tËp hîp c¸c lùc g©y nªn mét tr−êng chuyÓn vÞ thø nhÊt trªn
tr−êng chuyÓn vÞ ®−îc g©y nªn bëi tËp hîp lùc thø hai b»ng c«ng cña tËp
hîp lùc thø hai trªn tr−êng chuyÓn vÞ thø nhÊt.

TÝnh x¸c ®Þnh d−¬ng cña c¸c ma trËn nµy ®−îc suy ra tõ thùc tÕ:
®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng cña mét vËt thÓ ®µn håi lu«n lu«n lµ c¸c ®¹i
l−îng x¸c ®Þnh d−¬ng.

Bæ ®Ò 2.1.2. Hai ma trËn ®é cøng K vµ ma trËn ®é mÒm (hÖ sè ¶nh

h−ëng) H t¹o thµnh mét cÆp nghÞch ®¶o, tøc 1,. −== HKhayIHK .

ThËt vËy, theo c¸c ®Þnh nghÜa trªn, nÕu ký hiÖu tËp hîp lùc t¸c dông

lµ { }NPPP ,...,1= , t−¬ng øng víi vÐc t¬ chuyÓn vÞ { }TNUUU ,...,1= , ta cã

KUP =

vµ
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HPU =

Tõ ®ã ta cã

PHKP ..=

suy ra

IHK =.

ChÝnh mèi liªn hÖ nµy lµ cèt lâi cña ph−¬ng ph¸p ma trËn hÖ sè ¶nh
h−ëng víi néi dung ®−îc tr×nh bµy sau ®©y.

2.1.2. Néi dung cña ph−¬ng ph¸p ma trËn hÖ sè ¶nh h−ëng.

Môc ®Ých cña ph−¬ng ph¸p ma trËn ¶nh h−ëng cuèi cïng lµ x©y
dùng ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña hÖ liªn tôc ®−îc rêi r¹c ho¸ ë d¹ng

PKUUCUM =++ &&&   ,                                  (2.1.0)

trong ®ã P lµ vÐc t¬ lùc ngoµi t¸c dông lªn hÖ. Nh− vËy vÊn ®Ò cèt lâi cña
ph−¬ng ph¸p ma trËn ¶nh h−ëng  lµ x©y dùng c¸c ma trËn M, C, K.

Th«ng th−êng v× ma trËn hÖ sè c¶n rÊt phøc t¹p, nªn ng−êi ta gi¶

thiÕt nã cã d¹ng c¶n R¬l©y, tøc lµ

KMC βα +=

víi c¸c hÖ sè α, β x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm, c¸c ma trËn M, K ®∙ biÕt.

• Ma trËn khèi l−îng M ®−îc x©y dùng b»ng nhiÒu c¸ch.

- C¸ch th«ng dông nhÊt lµ tËp trung khèi l−îng cña c¶ vËt thÓ vµo
c¸c ®iÓm nót t¹o thµnh hÖ chÊt ®iÓm mj , j =1,...,N, t−¬ng øng víi
c¸c to¹ ®é suy réng sao cho tæng c¸c khèi l−îng tËp trung

∑
j

jm kh«ng v−ît qu¸ khèi l−îng tæng céng cña hÖ. Khi ®ã ma trËn

khèi l−îng sÏ cã d¹ng ®−êng chÐo { }NmmdiagM ,...,1= . ViÖc chän mj

phô thuéc vµo sù ph©n bè khèi l−îng vµ s¬ ®å chän c¸c ®iÓm nót.

- ViÖc tËp trung khèi l−îng phô thuéc vµo kinh nghiÖm vµ hiÓu biÕt
cña chuyªn gia thiÕt lËp bµi to¸n. Ta sÏ xem xÐt kü h¬n vÊn ®Ò nµy
trong c¸c vÝ dô.

• Ma trËn ®é mÒm (hÖ sè ¶nh h−ëng) H ®−îc x©y dùng nh− sau

- Cho mét lùc ®¬n vÞ t¸c dông vµo ®iÓm i vµ gi¶i bµi to¸n tÜnh x¸c
®Þnh chuyÓn vÞ t¹i c¶c ®iÓm nót kh¸c, ta thu ®−îc vÐc t¬ { }iNi hh ,...,1 .
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- Thay ®æi ®iÓm ®Æt lùc ®¬n vÞ lÇn l−ît cho tÊt c¶ c¸c ®iÓm tõ 1 ®Õn
N vµ gi¶i bµi to¸n trªn, ta nhËn ®−îc ma trËn ®é mÒm (hÖ sè ¶nh
h−ëng) ],...,1,;[ NjihH ij == . Nh− vËy, ma trËn ®é cøng K cã thÓ tÝnh

®−îc tõ ma trËn ®é mÒm H b»ng phÐp nghÞch ®¶o ma trËn 1−= HK .

Víi c¸c kÕt cÊu d¹ng thanh, ®©y chÝnh lµ néi dung cña ph−¬ng ph¸p
lùc quen thuéc mµ sÏ minh häa trong vÝ dô d−íi ®©y.

• Ma trËn ®é cøng K cã thÓ ®−îc x©y dùng gi¸n tiÕp dùa trªn bæ ®Ò
2.1.2, tøc lµ tõ ma trËn ®é mÒm (hÖ sè ¶nh h−ëng) H.

Ta còng cã thÓ x¸c ®Þnh trùc tiÕp ma trËn ®é cøng K b»ng c¸ch ®−a
vµo c¸c liªn kÕt võa ®ñ ®Ó ng¨n c¶n c¸c chuyÓn vÞ vèn cã cña c¸c nót.
C¸c liªn kÕt nµy bao gåm c¸c liªn kÕt m«men cã t¸c dông ng¨n c¶n nót
xoay nh−ng vÉn cho nót cã chuyÓn vÞ th¼ng vµ c¸c liªn kÕt lùc ng¨n
c¶n c¸c chuyÓn vÞ tÞnh tiÕn cña nót. Khi ®ã, hÖ gåm c¸c phÇn tö c¬
b¶n, ®¬n gi¶n ®∙ biÕt vµ ®−îc liªn kÕt víi nhau t¹o thµnh hÖ c¬ b¶n.
C¸c gãc xoay vµ chuyÓn vÞ th¼ng chÝnh lµ c¸c Èn sè cÇn t×m. §Ó hÖ c¬
b¶n t−¬ng ®−¬ng víi hÖ ban ®Çu vÒ mÆt lùc th× ta ph¶i cã ®iÒu kiÖn
ph¶n lùc t¹i c¸c liªn kÕt thªm trªn hÖ c¬ b¶n do tÊt c¶ c¸c Èn chuyÓn vÞ
vµ t¶i träng g©y nªn b»ng 0, tõ ®ã thiÕt lËp ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh ®Ó
gi¶i ®èi víi c¸c Èn sè cÇn t×m. Víi c¸c kÕt cÊu d¹ng thanh, ®©y chÝnh
lµ néi dung cña ph−¬ng ph¸p chuyÓn vÞ quen thuéc mµ sÏ ®−îc minh
häa trong vÝ dô d−íi ®©y.

• Trong nhiÒu tr−êng hîp, viÖc x¸c ®Þnh trùc tiÕp ma trËn ®é cøng K lµ
®¬n gi¶n h¬n so víi viÖc x¸c ®Þnh gi¸n tiÕp th«ng qua ma trËn ®é mÒm
H. Khi ®ã ma trËn ®é mÒm H cã thÓ tÝnh ®−îc tõ ma trËn ®é cøng K
b»ng phÐp nghÞch ®¶o ma trËn 1−= KH .

B©y giê, chóng ta cã thÓ tiÕn hµnh thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn
®éng cña hÖ. Gi¶ sö ta ®∙ cã ®−îc c¸c ma trËn M, H, C vµ vÐc t¬ lùc ngoµi
P, ta gép tÊt c¶ c¸c lùc t¸c dông lªn c¸c nót vµo mét vÐc t¬ lùc tæng

UCUMPF &&& −−=ˆ

trong ®ã hiÓn nhiªn P lµ vÐc t¬ lùc ngoµi, tiÕp ®Õn lµ lùc qu¸n tÝnh vµ lùc
c¶n. MÆt kh¸c, theo ®Þnh nghÜa vµ c¸ch x¸c ®Þnh hÖ sè ¶nh h−ëng hij nªu

trªn, chuyÓn vÞ cña ®iÓm i g©y ra do lùc jF̂  b»ng

jijij FhU ˆ=
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vµ do ®ã chuyÓn vÞ tæng céng cña ®iÓm i g©y ra do tÊt c¶ c¸c lùc jF̂  lµ

∑∑ ==
j

jij
j

iji FhUU ˆ .

Ph−¬ng tr×nh cuèi biÓu diÔn mèi liªn hÖ ma trËn

FHU ˆ=

do ®ã ta cã

)(ˆ UCUMPHFHU &&& −−== .

Chó ý ®Õn mèi quan hÖ 1−= HK  ta ®−îc

)(1 UCUMPKU &&& −−= −

hay lµ

UCUMPKU &&& −−=

suy ra

PKUUCUM =++ &&&

chÝnh lµ ph−¬ng tr×nh (2.1.0) cÇn ph¶i x©y dùng.

ViÖc gi¶i bµi to¸n tÜnh ®Ó t×m ma trËn ¶nh h−ëng, kh«ng ph¶i lóc
nµo còng gi¶i ®−îc mét c¸ch dÔ dµng, v× thÕ ph−¬ng ph¸p nµy kh«ng thÓ
¸p dông ®−îc cho mäi kÕt cÊu c«ng tr×nh, mµ theo chóng t«i chØ thuËn
tiÖn cho khung giµn. §Ó minh ho¹, chóng ta xÐt mét tr−êng hîp x¸c ®Þnh
hÖ sè ¶nh h−ëng tæng qu¸t cho dÇm ®µn håi sau ®©y.

2.1.3. HÖ sè ¶nh h−ëng cña dÇm ®µn håi.

XÐt mét dÇm cã chiÒu dµi L, m«®ul ®µn håi E, m«men qu¸n tÝnh tiÕt
diÖn I, trªn dÇm cã mét lùc ngang tËp trung P0 t¸c dông t¹i ®iÓm x0 vµ
chuyÓn vÞ uèn cña dÇm do lùc nµy g©y ra t¹i ®iÓm x lµ u(x).

Tû sè

0
0

)(),(
P
xuxxh =

gäi lµ hÖ sè ¶nh h−ëng cña ®iÓm x0 ®Õn ®iÓm x, cßn chÝnh hµm sè
),( 0xxh ®−îc gäi lµ hµm ¶nh h−ëng cña dÇm chÞu t¶i träng tËp trung ®Æt

t¹i x0 ®èi víi ®iÓm x bÊt kú.  §èi víi kÕt cÊu d¹ng thanh, ta cã thÓ t×m
hµm ¶nh h−ëng nµy dùa trªn lý thuyÕt uèn thuÇn tuý cña dÇm.
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Ph−¬ng tr×nh ®é vâng cña dÇm chÞu t¸c dông cña lùc tËp trung P0 ®Æt t¹i
®iÓm x0 cã d¹ng

)()(
004

4

xxP
dx
xudEI −= δ .

NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh nµy lµ

.,)(
6

0
)(

0
3

0
0

0
3

3
2

210






≥−

≤
++++= xxxx

EI
P

xx
xCxCxCCxu  (2.1.1)

víi c¸c hÖ sè Cj ®−îc x¸c ®Þnh theo c¸c ®iÒu kiÖn biªn.

§èi víi dÇm gèi tùa hai ®Çu, ta cã c¸c ®iÒu kiÖn biªn nh− sau

0)()()0()0( =′′==′′= LuLuuu .

Khi ®ã ta cã ngay 020 == CC  vµ 13,CC  tho¶ m∙n hÖ ph−¬ng tr×nh

0)(6

0)(
6

0
0

3

0
03

31

=−+

=−++

xL
EI
P

LC

xL
EI
P

LCLC

rót ra

)2)((
6

;
6

)(
00

00
1

00
3 xLxL

EIL
xP

C
EIL
xLP

C −−=
−

−=

Cuèi cïng ta ®−îc

.,)(
6

0
)2)((

66
)()(

0
3

0
0

0

00
00300







≥−

≤
+−−+

−
−= xxxx

EI
P

xx
xxLxL

EIL
xPx

EIL
xLPxu      (2.1.2)

Hµm ¶nh h−ëng do lùc tËp trung t¹i x0 cho dÇm gèi tùa hai ®Çu

.
,

6
)(

0
)2)((

66
)(/)(),(

0

3
0

0

00
030

00






≥
−

≤
+−−+

−
−==

xx
EI
xx

xx
xxLxL

EIL
xx

EIL
xLPxuxxh  (2.1.3)

§èi víi dÇm c«ng x«n, ta cã ®iÒu kiÖn biªn lµ

0)()()0()0( =′′=′′′=′= LuLuuu .

Khi ®ã ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc c¸c hÖ sè

,
6

,
2

,0,0 0
3

0
210 EI

PC
EI
PCCC −====
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vµ

                         .,)(
6

0

26
)(

0
3

0
0

0
0030







≥−

≤
++−= xxxx

EI
P

xx
x

EI
xPx

EI
Pxu

Hµm ¶nh h−ëng do lùc tËp trung t¹i x0 cho dÇm c«ng x«n lµ

.,)(
6

1
0

26
1/)(),(

0
3

0

0
203

00






≥−

≤
++−== xxxx

EI

xx
x

EI
xx

EI
Pxuxxh             (2.1.4)

2.1.4. C¸c vÝ dô

a) Tr−êng hîp mét bËc tù do

XÐt dÇm gèi tùa ®¬n gi¶n, H×nh 2.1.1. Tr−íc hÕt, ta ph¶i chän sè bËc
tù do N, gi¶ sö N = 1. §èi víi dÇm cã khèi l−îng riªng lµ ρ, tiÕt diÖn
ngang lµ F vµ c¸c tham sè kh¸c nh− trong môc 2.1.3. Khi ®ã ma trËn
khèi l−îng cã mét thµnh phÇn duy nhÊt, vµ ®−îc chän lµ 2/FLm ρ= . Khèi

l−îng nµy ®−îc tËp trung t¹i vÞ trÝ gi÷a dÇm x0=L/2 . Ma trËn ®é cøng
còng chØ cã mét phÇn tö chÝnh lµ k(x0,x0). NÕu hai ®Çu gèi tùa ®¬n gi¶n
th× theo c«ng thøc (2.1.3) ta cã

3

48)2/,2/(
L
EILLkk == .                                    (2.1.5)

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña hÖ rót gän sÏ cã d¹ng

0=++ kUUcUm &&&  (2.1.6)

víi

kmc
L
EIkFLm βα

ρ
+=== ;48;

2 3

TÇn sè riªng duy nhÊt cña hÖ rót gän lµ

L

L/2 L/2

L/3 L/3 L/3

L

L

L/2L/2

H×nh 2.1.1                                    H×nh 2.1.2
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F
EIa

L
a

L
a

m
k

ρ
ω ==== 02

0
2
0

1 ,7979,996 .

So s¸nh víi nghiÖm gi¶i tÝch, trong ®ã tÇn sè riªng ®Çu tiªn cña dÇm gèi
tùa ®¬n gi¶n b»ng

2
0

2

2

01
8696,9
L
a

L
a ≈=
π

ω

ta thÊy r»ng sai sè vÒ mÆt tÇn sè cña ph−¬ng ph¸p ma trËn hÖ sè ¶nh
h−ëng nªu trªn, ngay c¶ trong tr−êng hîp chän mét bËc tù do còng
kh«ng ®¸ng kÓ. HiÓn nhiªn lµ nÕu chØ chän mét khèi l−îng tËp trung th×
kh«ng thÓ nghiªn cøu ®−îc c¸c d¹ng dao ®éng bËc cao h¬n. Lóc ®ã ta
ph¶i chän sè l−îng bËc tù do nh− mong muèn, tÊt nhiªn lµ chØ h÷u h¹n.

b) Tr−êng hîp hai bËc tù do

VÉn víi dÇm tùa ®¬n gi¶n nh− trªn, ta chän hai khèi l−îng b»ng
3/FLm ρ=  tËp trung t¹i hai ®iÓm x1=L/3 vµ x2=2L/3.

Theo c«ng thøc (2.1.3), ta tÝnh ®−îc ma trËn hÖ sè ¶nh h−ëng nh− sau









=

87
78

486

3

EI
LH

vµ do ®ã ma trËn ®é cøng b»ng









−

−
== −

87
78

5
162

3
1

L
EIHK

Trong khi ®ã ma trËn khèi l−îng lµ









=

10
01

3
FLM ρ

nªn ph−¬ng tr×nh tÇn sè cã d¹ng

01516
87

78
det 24

2

2

=+−=








−−
−−

λλ
λ

λ

víi 2
4

2

486
5

ω
ρ

λ
EI
FL

= .

Tõ ®ã cã thÓ tÝnh ®−îc hai tÇn sè riªng b»ng

2
0

22
0

1
184,38

;
859,9

L
a

L
a

== ωω .
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So víi hai tÇn sè riªng tÝnh ®−îc b»ng ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch

2
0

2

2

022
0

2

2

01
4784,394;

8696,9
L

a
L

a
L
a

L
a ====

π
ω

π
ω ,

ta thÊy ngay tÇn sè thø nhÊt ®∙ gÇn víi nghiÖm chÝnh x¸c h¬n tr−êng
hîp mét khèi l−îng vµ sai sè cña tÇn sè thø hai còng rÊt nhá, kho¶ng 2%.
Nh− vËy, trong tr−êng hîp nµy cµng t¨ng sè bËc tù do ta sÏ ®−îc nghiÖm
cµng chÝnh x¸c h¬n

Tõ c¸c tÇn sè riªng thu ®−îc, ta t×m ®−îc c¸c d¹ng riªng cã d¹ng

[ ]


















−
=ΦΦ=Φ

2
1

2
1

2
1

2
1

21

Tuy nhiªn, ®èi víi dÇm c«ngx¬n th× t×nh h×nh kh«ng tèt ®−îc nh− dÇm
tùa ®¬n, ta sÏ thÊy ë môc tiÕp theo.

c) Ta xÐt dÇm c«ng x«n víi c¸c tham sè nh− ë môc trªn (H×nh 2.1.2).

NÕu chän mét khèi l−îng t¹i ®Çu tù do b»ng FLm ρ= , khi ®ã 
EI
Lh

3

3

=

suy ra 3

3
L
EIk =  vµ tÇn sè 2

0
1

73,1
L
a

m
k
==ω . So víi nghiÖm gi¶i tÝch th× sai sè

nµy qu¸ lín, vµo kho¶ng 50%.

NÕu chän 2/FLm ρ= , th× sai sè gi¶m xuèng cßn 30%.

NÕu tËp trung khèi l−îng t¹i ®iÓm x1=2L/3, khi ®ã 
EI
Lh

81
8 3

=  suy ra

38
81
L
EIk = vµ nÕu chän FLm ρ=  hoÆc 3/2 FLm ρ= , th× ta ®−îc tÇn sè t−¬ng øng

lµ 2
0

1
182,3
L
a

m
k
==ω hoÆc 2

0
1

897,3
L
a

m
k
==ω , sai sè lóc nµy chØ cßn ±10%.

H×nh 2.1.3. C¸c d¹ng dao ®éng riªng cña hÖ 2 bËc tù do

L/3 L/3L/3

a)

L/3 L/3L/3

b)
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B©y giê ta xÐt tr−êng hîp hai bËc tù do cho dÇm c«ng x«n. Chän hai
khèi l−îng ®Æt t¹i c¸c vÞ trÝ gi÷a dÇm vµ ®Çu tù do, tøc t¹i x1=L/2 vµ
x2=L víi c¸c bËc tù do lµ ®é vâng cña dÇm t¹i c¸c vÞ trÝ trªn U1 , U2. Khi
®ã c¸c thµnh phÇn cña ma trËn ®é cøng ®−îc tÝnh nh− sau:

¸p dông c«ng thøc (2.1.4) cho tõng tr−êng hîp c¸c thµnh phÇn ma trËn
¶nh h−ëng, ta ®−îc

EI
Lhh

EI
Lh

EI
Lh

3
;

48
5;

24

3

2221

3

12

3

11 ==== .

Khi ®ã ma trËn ®é cøng cña hÖ sÏ cã d¹ng









−

−
== −

25
516

7
48

3
1

L
EIHK .

Ta xÐt ma trËn khèi l−îng trong hai tr−êng hîp.

• Tr−êng hîp thø nhÊt, ta chia khèi l−îng cña c¶ dÇm lµm ®«i vµ cho
vµo hai ®iÓm nót nh− ®∙ chän ë trªn, tøc lµ

2
;

2 21
FLmFLm ρρ

== .

• Tr−êng hîp thø hai lµ chän

4
;

2 21
FLmFLm ρρ

== ,

theo nguyªn t¾c chia ®«i tõng phÇn tö.

Chóng ta thö kiÓm tra xem víi hai c¸ch tËp trung khèi l−îng nªu trªn,
c¸ch nµo chÝnh x¸c h¬n dùa trªn kÕt qu¶ bµi to¸n trÞ riªng víi ph−¬ng
tr×nh tÇn sè

0]det[ 2 =− MK ω .

• Trong tr−êng hîp thø nhÊt, ph−¬ng tr×nh tÇn sè cã d¹ng

0
10
01

2
1

25
516

7
48det 2

3 =















−








−

−
ωρFL

L
EI

NÕu ®−a vµo tham sè  2
4

96
7

ω
ρ

λ
EI
FL

= hay 2
0

7
96

L
aλ

ω =  th× ph−¬ng tr×nh

tÇn sè ®−îc ®−a vÒ d¹ng 07182 =+− λλ . Ph−¬ng tr×nh nµy cho ta hai
nghiÖm 6023,17;3976,0 21 == λλ  vµ hai tÇn sè riªng t−¬ng øng lµ
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2
0

22
0

1
6381,24;3354,2
L

a
L
a

== ωω .

So víi hai tÇn sè riªng ®Çu tÝnh b»ng ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch lµ

2
0

22
0

1
0346,22;516,3
L

a
L
a

== ωω ,

th× sai sè ë tÇn sè thø nhÊt lín, xÊp xØ -30%, ®èi víi  tÇn sè thø hai, th×
sai sè nhá h¬n, d−íi +10%.

• Trong tr−êng hîp thø hai, ph−¬ng tr×nh tÇn sè lµ

0
10
02

4
1

25
516

7
48det 2

3 =















−








−

−
ωρFL

L
EI ,

víi tham sè 2
4

192
7

ω
ρ

λ
EI
FL

=  hay 2
0

7
192

L
aλ

ω =  cho ta hai tÇn sè

2
0

22
0

1
2580,16;1563,3
L
a

L
a

== ωω

§é chÝnh x¸c cña tÇn sè thø nhÊt ®∙ t¨ng lªn, sai sè -9%, cßn tÇn sè
thø hai cã sai sè lªn ®Õn h¬n 30%.

Nh− vËy, ®èi víi dÇm c«ng x«n, ph−¬ng ph¸p ma trËn hÖ sè ¶nh h−ëng
víi hai bËc tù do kh«ng cho kÕt qu¶ mong muèn.

d) HÖ khung ph¼ng

v2=1

k12

k22 k32

c)

0.5mL

1.5mL

0.5mL

d)

1.5mL

0.5mL

0.5mL

m11=4mL

v14EI,1.5m

L EI,m EI,m
2L

v2 v3

a)

k11

k21 k31

b)

v1=1
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Bá qua chuyÓn vÞ däc cña c¸c cét vµ dÇm, nªn hÖ cã 3 bËc tù do gåm 1
chuyÓn vÞ ngang v1 vµ 2 chuyÓn vÞ quay v2 , v3 t¹i c¸c nót cøng. Ký hiÖu
kij lµ ph¶n lùc t¹i liªn kÕt thø i do chuyÓn vÞ ®¬n vÞ vk=1 g©y ra trªn hÖ c¬
b¶n, khi ®ã kij=kji. Sö dông ph−¬ng ph¸p chuyÓn vÞ trong c¬ häc kÕt cÊu,
ta x¸c ®Þnh ®−îc c¸c hÖ sè kij nh− trªn h×nh (2.1.4.e) vµ ma trËn ®é cøng
K cña c¶ hÖ cã d¹ng sau
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Tõ ®ã ta x¸c ®Þnh ®−îc ma trËn ®é mÒm (hÖ sè ¶nh h−ëng) H cã d¹ng
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§Ó x¸c ®Þnh ma trËn khèi l−îng M, ta thùc hiÖn viÖc thu gän khèi l−îng
nh− trªn h×nh (2.1.4.d). Khi ®ã
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2.2. Ph−¬ng ph¸p ma trËn truyÒn

Ph−¬ng ph¸p hÖ sè ¶nh h−ëng nªu trªn lµ mét ph−¬ng ph¸p gÇn
®óng ®¬n gi¶n, th−êng dïng cho c¸c kü s− trong viÖc ph©n tÝch ®éng c¸c
kÕt cÊu ®¬n gi¶n nh− thanh dÇm. §é chÝnh x¸c cña ph−¬ng ph¸p hÖ sè
¶nh h−ëng bÞ h¹n chÕ nhiÒu, nh− ®∙ thÊy trong vÝ dô thø hai cho dÇm
c«ng x«n. Trong lý thuyÕt dao ®éng nãi chung, ng−êi ta ®∙ ph¸t triÓn mét

e)

k21= k31
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k11
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H×nh 2.1.4 Ph©n tÝch hÖ khung ph¼ng
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ph−¬ng ph¸p h÷u hiÖu h¬n, chÝnh x¸c h¬n vµ cã thÓ dïng réng r∙i h¬n.
§ã lµ ph−¬ng ph¸p ma trËn truyÒn. Ph−¬ng ph¸p nµy ®∙ tËn dông
nh÷ng kÕt qu¶ gi¶i tÝch dùa trªn ý t−ëng vÒ mèi liªn hÖ gi÷a c¸c tr¹ng
th¸i lùc vµ chuyÓn vÞ ë nh÷ng ®iÓm kh¸c nhau ®Ó x©y dùng m« h×nh ma
trËn cña kÕt cÊu. Ph−¬ng ph¸p nµy cã thÓ ¸p dông cho c¶ hÖ h÷u h¹n bËc
t− do lÉn hÖ liªn tôc. Tuy nhiªn ®èi víi c¸c hÖ liªn tôc, ph−¬ng ph¸p nµy
chñ yÕu vÉn chØ sö dông cho thanh, dÇm ®µn håi, ®Æc biÖt lµ hÖ dÇm
nhiÒu gèi vµ cã tiÕt diÖn kh«ng ®æi tõng khóc. Thêi gian gÇn ®©y, trong
mét sè bµi b¸o ®∙ cã sù ph¸t triÓn ph−¬ng ph¸p nµy cho khung víi h×nh
d¸ng ®¬n ®iÖu. Víi nh÷ng gi¶ thiÕt lý t−ëng nh− ®∙ tr×nh bµy trong phÇn
1.4, ph−¬ng ph¸p ma trËn truyÒn cho ®é chÝnh x¸c nh− ph−¬ng ph¸p gi¶i
tÝch. Nh−ng nã l¹i bÞ h¹n chÕ bëi tÝnh phøc t¹p, cång kÒnh khã ¸p dông

®èi víi kü s−. ë ®©y chóng t«i còng chØ tr×nh bµy ph−¬ng ph¸p nµy cho
dÇm ®µn håi víi môc ®Ých nªu lªn ý t−ëng chÝnh cña ph−¬ng ph¸p.

2.2.1. Ma trËn truyÒn cho phÇn tö dÇm.

XÐt mét dÇm ®µn håi chiÒu dµi L, tiÕt diÖn kh«ng ®æi F, cã m«®un
®µn håi E, mËt ®é khèi ρ  vµ m«men qu¸n tÝnh mÆt c¾t ngang lµ I , ký
hiÖu ),( txw  lµ ®é vâng cña dÇm t¹i x.

NÕu bá qua lùc c¶n, tõ ph−¬ng tr×nh (1.4.2) víi vÕ ph¶i b»ng 0, ®é vâng
cña dÇm dao ®éng tù do cã thÓ biÓu diÔn ë d¹ng

),(),( ωω xetxw ti Φ=

trong ®ã
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


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
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gäi lµ biªn ®é phøc cña ®é vâng. Do tÝnh chång chÊt nghiÖm cña ph−¬ng
tr×nh tuyÕn tÝnh, biªn ®é cña ®é vâng cã thÓ viÕt ë d¹ng t−¬ng ®−¬ng

)()()()(),( 44332211 xKCxKCxKCxKCx λλλλω +++=Φ               (2.2.1)

Trong ®ã c¸c hµm Kr−l«v Kj (x) cã d¹ng
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DÔ dµng nhËn thÊy c¸c hµm Kr−l«v cã c¸c tÝnh chÊt

).()(),()(),()(),()(
;0)0()0()0(,1)0(

41122334

4321
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            (2.2.3)

Ký hiÖu c¸c vÐc t¬  { }TQMWWU 0000
0 ,,, ′=  vµ { }TQMWWU 1111

1 ,,, ′=  lµ c¸c vÐc

t¬ tr¹ng th¸i ë hai ®Çu dÇm (H×nh 2.2.1).

MÆt kh¸c, theo lý thuyÕt dÇm, ta cã biªn ®é phøc cña chuyÓn vÞ, gãc
xoay, lùc c¾t vµ m«men uèn t¹i ®Çu tr¸i x = 0 b»ng
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Thay c¸c hÖ sè Cj  x¸c ®Þnh tõ c¸c biÓu thøc vµo (2.2.1) ta ®−îc
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Sö dông l¹i c¸c c«ng thøc tÝnh gãc xoay, m«men uèn vµ lùc c¾t cña dÇm ë
®Çu ph¶i x = L, ta sÏ cã
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Khi ®ã c¸c ®¼ng thøc trong (2.2.5) cã thÓ viÕt gän l¹i ë d¹ng ma trËn lµ

[ ] 01 UTU =                                          (2.2.6)

víi ma trËn T cã d¹ng
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   (2.2.7)

®−îc gäi lµ ma trËn chuyÓn tiÕp (hay ma trËn truyÒn) cña phÇn tö dÇm
®¬n ®ang xÐt. Thùc chÊt ma trËn truyÒn [T] lµ hµm cña c¸c tham sè m«
h×nh ρ,,,, EIFL  vµ tÇn sè ω

[ ] [ ]),,,,,( ωρEIFLTT =

Sö dông biÓu thøc cña c¸c hµm Kr−l«v ta cã thÓ chøng minh ®−îc ®Þnh
thøc cña ma trËn truyÒn b»ng 1 (det[T]=1).

øng dông ®Çu tiªn cña ma trËn (2.2.7) lµ ®Ó t×m tÇn sè riªng cña dÇm
®¬n gi¶n. ThËt vËy, nÕu biÕt ®iÒu kiÖn biªn cña dÇm ®¬n gi¶n nµy ta cã
thÓ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh tÇn sè cña nã mét c¸ch nhanh chãng. VÝ dô,
®èi víi dÇm gèi tùa hai ®Çu, ta cã

01010 ==== MMWW

Khi ®ã ®¼ng thøc (2.2.6) cho ta hai hÖ ph−¬ng tr×nh

- HÖ ph−¬ng tr×nh thø nhÊt
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trong ®ã Tjk lµ c¸c phÇn tö cña ma trËn truyÒn, ®Ó x¸c ®Þnh gãc xoay
vµ lùc c¾t ë ®Çu tr¸i

- HÖ ph−¬ng tr×nh thø hai
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
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=+′
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®Ó t×m gãc xoay vµ lùc c¾t ®Çu ph¶i sau khi ®∙ cã gãc xoay vµ lùc c¾t
®Çu tr¸i.

HÖ thø nhÊt cho ta ph−¬ng tr×nh tÇn sè
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014323412 =− TTTT

Víi c¸c biÓu thøc cô thÓ cña c¸c thµnh phÇn ma trËn truyÒn, ph−¬ng
tr×nh cuèi cho ta ph−¬ng tr×nh tÇn sè quen thuéc cña dÇm tùa ®¬n gi¶n
hai ®Çu (xem 1.4.2,b) lµ 0sin =Lλ suy ra ,......3,2,1,/ == jLjj πλ

T−¬ng tù cã thÓ t×m tÇn sè riªng cho c¸c tr−êng hîp ®iÒu kiÖn biªn
kh¸c. DÔ dµng nhËn thÊy ph−¬ng ph¸p ma trËn truyÒn trong tr−êng hîp
dÇm ®¬n gi¶n cho ta tÇn sè riªng chÝnh x¸c nh− ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch.
Tuy nhiªn nÕu chØ ¸p dông cho c¸c dÇm ®¬n gi¶n nµy th× ph−¬ng ph¸p
ma trËn truyÒn kh«ng cã ý nghÜa. ThÕ m¹nh cña ph−¬ng ph¸p nµy lµ ¸p
dông cho dÇm cã nhiÒu gèi (cøng hoÆc ®µn håi) trung gian mµ ph−¬ng
ph¸p gi¶i tÝch kh«ng thÓ ¸p dông ®−îc. §ã lµ néi dung cña môc tiÕp theo.

2.2.2. Ma trËn truyÒn cho c¸c mèi nèi.

a) Mèi nèi ®µn håi.

XÐt mét mèi nèi gi÷a hai phÇn tö dÇm liªn tiÕp nhau j vµ j+1. PhÝa
bªn tr¸i mèi nèi lµ ®Çu ph¶i cña phÇn tö dÇm thø j vµ phÝa bªn ph¶i cña
mèi nèi lµ ®Çu tr¸i cña phÇn tö dÇm j+1.  Gi¶ sö mèi nèi lµ liªn kÕt ®µn
håi ®−îc m« t¶ b»ng mét lß xo quay cã ®é cøng Kj (H×nh 2.2.2). Tu©n thñ
c¸ch ký hiÖu ®∙ tiÕn hµnh ë môc trªn, vÐc t¬ tr¹ng th¸i ë ®Çu ph¶i cña
phÇn tö dÇm j, tøc bªn tr¸i mèi nèi ®−îc ký hiÖu lµ

{ }Tjjjj
j QMWWU +++′+
+ = ,,,

vµ vÐc t¬ tr¹ng th¸i ë ®Çu ph¶i mèi nèi ®−îc ký hiÖu lµ

{ }Tjjjj
j QMWWU −

+
−
+

+−
+

−
+

+
− = 1111

1 ,,, .

Khi ®ã xÐt c¸c ®iÒu kiÖn liªn tôc vµ c©n b»ng lùc t¹i mèi nèi  ta ®−îc c¸c
quan hÖ
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víi jj K/1=α , tøc lµ chØ cã gãc xoay lµ cã b−íc nh¶y qua mèi nèi vµ nã tû

lÖ víi ®é cøng cña lß xo quay.
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Tõ ®iÒu kiÖn trªn ta rót ra ®−îc ma trËn truyÒn cña mèi nèi mÒm ë d¹ng

[ ] jj UjRU +
+

− = )(1 ,                                      (2.2.8)

trong ®ã
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NÕu mèi nèi lµ cøng tuyÖt ®èi, th× ∞=jK  vµ do ®ã 0=jα , ma trËn truyÒn

cho mèi nèi (2.2.9) trë thµnh ma trËn ®¬n vÞ.

b) Gèi mÒm vµ khèi l−îng tËp trung

Gi¶ sö t¹i ®iÓm j cña dÇm cã mét khèi l−îng tËp trung mj vµ t¹i ®©y
ta cã gèi ®µn håi (H×nh 2.2.3) cã ®é cøng lß xo lµ kj. Khi ®ã, lùc tæng hîp
cña lùc qu¸n tÝnh vµ lùc ®µn håi cña lß xo t¹i ®iÓm j cã h−íng theo chiÒu
®i xuèng vµ cã biªn ®é b»ng

,)( ,
1,

2 −+
+− jjjj Wmk ω

XÐt ®iÒu kiÖn c©n b»ng lùc t¹i ®iÓm nµy ta ®−îc
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+ −+= jjjjj WkmQQ )( 2

1 ω

Cïng víi ®iÒu kiÖn liªn tôc cña chuyÓn vÞ, gãc xoay vµ m«men uèn ta cã
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trong ®ã
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H×nh 2.2.2

j
j+1Kj

Uj+ U-j+1
kj

m

j j+1

H×nh 2.2.3
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§©y lµ ma trËn truyÒn cho gèi mÒm cã khèi l−îng tËp trung.

c) Khíp vµ gèi trung gian.

NÕu t¹i ®iÓm j ta cã khíp trung gian, tøc lµ t¹i mèi nèi nµy cña dÇm
m«men uèn ë c¶ hai phÝa ®Òu b»ng 0. §iÒu nµy t−¬ng ®−¬ng víi viÖc
kh«ng truyÒn m«men qua mèi nèi. Cã nghÜa lµ ma trËn truyÒn cho khíp
trung gian cã d¹ng
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Trong tr−êng hîp t¹i ®iÓm j ta cã gèi trung gian, tøc lµ t¹i ®©y chuyÓn vÞ
b»ng 0. T−¬ng tù nh− trªn ma trËn truyÒn cho gèi trung gian cã d¹ng
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§−a vµo ký hiÖu ma trËn
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jS                              (2.2.14)

phô thuéc vµo hai tham sè jj bc , chØ nhËn c¸c gi¸ trÞ 0 hoÆc 1. NÕu tham

sè thø nhÊt b»ng 0, tham sè thø hai b»ng 1 th× ma trËn cuèi cho ta ma
trËn truyÒn cña gèi trung gian. Khi 0,1 == jj bc  ta ®−îc ma trËn truyÒn

cña khíp trung gian. Tr−êng hîp c¶ hai tham sè b»ng 1 ta cã mèi nèi
cøng tuyÖt ®èi (ma trËn truyÒn b»ng ®¬n vÞ). Cuèi cïng nÕu c¶ hai tham
sè ®Òu b»ng 0 ta ®−îc gèi khíp trung gian. Nh− vËy tr−êng hîp nµy ta cã
ma trËn truyÒn d¹ng tæng qu¸t (2.2.14).

2.2.3. Ma trËn truyÒn cho dÇm - tr−êng hîp tæng qu¸t.

XÐt mét dÇm ®µn håi bao gåm nhiÒu ®o¹n cã chung mét trôc däc
theo dÇm. Mçi ®o¹n lµ mét phÇn tö dÇm ®¬n gi¶n nh− ®∙ xÐt trong môc
2.2.1. nh−ng c¸c tÝnh chÊt h×nh häc, vËt liÖu cña c¸c phÇn tö cã thÓ kh¸c
nhau. Gi¶ sö ta cã N phÇn tö ®−îc nèi víi nhau b»ng mét trong c¸c kiÓu
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mèi nèi ®∙ xÐt trong môc 2.2.2. C¸c ®Æc tr−ng cña phÇn tö thø j ®−îc ký
hiÖu lµ jjjjj EIFL ρ,,,, , j = 1,2,3,....N. Tæng céng ta sÏ cã N +1 ®iÓm nót lµ

c¸c mèi nèi gi÷a c¸c phÇn tö dÇm. T−¬ng tù phÇn trªn, víi mçi phÇn tö
dÇm j ta ®−a vµo hai vÐc t¬ tr¹ng th¸i t¹i hai ®Çu tr¸i vµ ph¶i, ký hiÖu lµ

jj UU +
−

− ,1 . DÊu trõ ë chØ sè d−íi ký hiÖu ®Çu tr¸i, cßn dÊu céng chØ ®Çu

ph¶i. V× phÇn tö nµy cã c¸c tham sè kh«ng ®æi, nªn theo (2.2.6) ta cã

[ ] 1)( −
−+ = jj UjTU  ,                                    (2.2.15)

trong ®ã ma trËn

[ ] [ ]),,,,,()( ωρ jjjjj EIFLTjT = .

TÇn sè tham gia vµo ma trËn truyÒn th«ng qua tham sè tÇn sè
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T¹i ®iÓm nót j ta cã hai vÐc t¬ tr¹ng th¸i ë hai ®Çu cña mèi nèi, ë ®Çu

tr¸i lµ vÐc t¬ tr¹ng th¸i jU+  vµ ë ®Çu ph¶i ta cã 1+
−
jU .

Ký hiÖu

[ ] 1,..,2,1,)( −= NjjB

lµ ma trËn truyÒn t¹i c¸c mèi nèi. HiÓn nhiªn, ma trËn B(j) cã thÓ lµ mét
trong c¸c ma trËn (2.2.9), (2.2.11) hay (2.2.14). Sö dông ký hiÖu chung
nµy, sù “chuyÓn tiÕp” cña vÐc t¬ tr¹ng th¸i qua mèi nèi ®−îc biÓu diÔn
b»ng mèi liªn hÖ

[ ] 1,...,2,1,)(1 −== +
=

− NjUjBU jj .                          (2.2.16)

¸p dông (2.2.15), (2.2.16) lÇn l−ît theo j tõ 1 ®Õn N+1, hay tõ tr¸i qua
ph¶i ta sÏ nhËn ®−îc

[ ] 0)1()1()2()2()......2()2()1()1()( −+ −−−−= UTBTBNTNBNTNBNTU N .    (2.2.17)

ë ®©y, vÐc t¬ tr¹ng th¸i t¹i biªn bªn tr¸i cña dÇm ®−îc ký hiÖu lµ 0
+U , vÐc

t¬ tr¹ng th¸i t¹i biªn ph¶i lµ  NU− . Ma trËn nhËn ®−îc lµ

[ ] [ ])1()1()2()2()......1()1()( TBTBNTNBNTH −−=               (2.2.18)

®−îc gäi lµ ma trËn truyÒn cña dÇm thay ®æi tõng khóc víi mèi nèi mÒm.
HiÓn nhiªn ma trËn nµy phô thuéc vµo c¸c tham sè cña dÇm trong tõng
®o¹n vµ c¸c tham sè  mèi nèi, hay
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[ ] [ ]),,,,,,( ωαρEIFLHH = ,

trong ®ã c¸c ký hiÖu cã g¹ch ngang trªn ®Çu chØ mét vÐc t¬ gåm nhiÒu
thµnh phÇn, víi c¸c chØ sè ®∙ viÕt ë trªn. §iÒu kiÖn biªn tuyÕn tÝnh t¹i
hai biªn cña dÇm cã thÓ viÕt ë d¹ng

[ ]
[ ] 0)(

0)0( 0

=

=

+

−

NUNB

UB
(2.2.19)

trong ®ã B(0) vµ B(N) lµ c¸c ma trËn cÊp 2x4

[ ]

[ ] 







=









=

NNNN

NNNN

BBBB
BBBB

NB

BBBB
BBBB

B

24232221

14131211

0
24

0
23

0
22

0
21

0
14

0
13

0
12

0
11

)(

)0(

(2.2.20)

KÕt hîp (2.2.17) víi ®iÒu kiÖn biªn (2.2.19), ta nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh
®Ó x¸c ®Þnh vÐc t¬ tr¹ng th¸i t¹i ®Çu tr¸i cña dÇm nh− sau

[ ]
[ ] 0)0(

0).(
0

0

=

=

−

−

UB

UHNB
  (2.2.21)

§©y lµ hÖ 4 ph−¬ng tr×nh ®Ó t×m 4 Èn { }TQMWWU +++′+
+ = 0000
0 ,,, . DÔ dµng nhËn

thÊy, hÖ ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt chØ cã nghiÖm kh¸c kh«ng nÕu ®Þnh
thøc b»ng 0, do vËy

0),...,,(
)0(

)(
det 1 =≡








PaaF

B
HNB

ω .                    (2.2.22)

§©y lµ ph−¬ng tr×nh tÇn sè cña dÇm. C¸c tham sè aj biÓu thÞ c¸c tham sè
mèi nèi, tham sè biªn vµ c¶ c¸c tham sè h×nh häc, vËt liÖu cña dÇm. Gi¶i
ph−¬ng tr×nh cuèi ta ®−îc c¸c tÇn sè riªng. Thay c¸c tÇn sè riªng vµo
(2.2.21) ta sÏ t×m ®−îc vÐc t¬ tr¹ng th¸i cña dÇm ë ®Çu tr¸i chøa mét
h»ng sè tuú ý. Sau ®ã sö dông (2.2.15), (2.2.16), ta cã thÓ t×m lÇn l−ît vÐc
t¬ tr¹ng th¸i t¹i c¸c nót (mèi nèi) vµ ë biªn bªn ph¶i. §©y lµ néi dung
ph−¬ng ph¸p ma trËn truyÒn ®Ó nghiªn cøu dao ®éng riªng cña dÇm
phøc t¹p. Cã thÓ ph¸t triÓn ph−¬ng ph¸p nµy cho tr−êng hîp dao ®éng
c−ìng bøc cña dÇm vµ kÕt cÊu d¹ng khung cã h×nh d¸ng ®¬n ®iÖu (lÆp l¹i
cã tÝnh chu kú). Tuy nhiªn cho ®Õn nay ng−êi ta vÉn dïng chñ yÕu
ph−¬ng ph¸p nµy ®Ó t×m tÇn sè riªng cña c¸c hÖ dÇm phøc t¹p.



§éng lùc häc c«ng tr×nh                                                                                     NguyÔn TiÕn Khiªm

69

2.3. Ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n

2.3.1. T− t−ëng vµ Néi dung cña ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n.

 Ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n (PTHH) lµ mét c«ng cô hiÖn ®¹i
dïng ®Ó m« h×nh ho¸ vµ ph©n tÝch c¸c hÖ liªn tôc, tøc lµ nh÷ng vËt thÓ
chiÕm mét miÒn liªn tôc D trong kh«ng gian R3. §ång thêi còng lµ
ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n vµ th«ng dông nhÊt cho ®Õn nay trong §éng lùc häc
c«ng tr×nh. T− t−ëng cña ph−¬ng ph¸p PTHH nh− sau: Chia vËt thÓ
thµnh mét sè h÷u h¹n c¸c phÇn tö sao cho tr¹ng th¸i øng suÊt biÕn d¹ng
cña chóng cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc mét c¸ch ®¬n gi¶n b»ng c¸c c«ng cô gi¶i
tÝch nh− ®∙ tr×nh bµy ë phÇn 1. C¸c phÇn tö nµy ®−îc liªn kÕt víi nhau
bëi c¸c nót cã to¹ ®é x¸c ®Þnh trong kh«ng gian. ChuyÓn ®éng cña c¸c
nót ®−îc m« t¶ b»ng c¸c tham sè gäi lµ bËc tù do cña nót. Tæ hîp c¸c bËc
tù do cña c¸c nót t¹o thµnh mét vÐc t¬ c¸c bËc tù do ®éc lËp, gäi lµ vÐc t¬

chuyÓn vÞ nót cña hÖ ®∙ cho, ký hiÖu lµ { }TNUUU ,...,1= . Tr¹ng th¸i øng

suÊt biÕn d¹ng cña vËt thÓ t¹i c¸c ®iÓm bÊt kú ®−îc biÓu diÔn qua vÐct¬
chuyÓn vÞ nót vµ sau ®ã nhê c¸c ®Þnh luËt, nguyªn lý c¬ b¶n cña c¬ häc
thiÕt lËp ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®èi víi c¸c chuyÓn vÞ nót ë d¹ng

)()()()( tPtKUtUCtUM =++ &&& ,                                      (2.3.1)

trong ®ã M, C, K lÇn l−ît lµ c¸c ma trËn khèi l−îng, hÖ sè c¶n vµ ®é cøng
vµ t¹o thµnh mét m« h×nh kh«ng gian (nh− ®∙ nãi ë phÇn 1.2) cña mét hÖ
h÷u h¹n bËc tù do, mµ ë ®©y ta gäi lµ m« h×nh PTHH cña hÖ liªn tôc ®∙
cho, P lµ vÐc t¬ t¶i träng ®∙ ®−a vÒ nót (gäi t¾t lµ vÐc t¬ t¶i träng nót).
Nh− vËy, râ rµng lµ ph−¬ng ph¸p PTHH ®∙ thùc hiÖn mét phÐp rêi r¹c
ho¸ vµ h÷u h¹n ho¸ c¸c hÖ v« sè bËc tù do. §©y chÝnh lµ t− t−ëng chñ ®¹o
cña ph−¬ng ph¸p PTHH. Néi dung cña ph−¬ng ph¸p PTHH ®−îc béc lé
trong quy tr×nh chung cña nã, bao gåm c¸c b−íc sau ®©y:

1. Chän hÖ to¹ ®é tæng thÓ trong kh«ng gian cè ®Þnh trong ®ã vËt thÓ
chiÕm mét miÒn D.

2. Chia l−íi PTHH bao gåm c¸c nót vµ do ®ã sÏ t¹o ra c¸c phÇn tö ®−îc
x¸c ®Þnh bëi c¸c ®iÓm nót.

3. X¸c ®Þnh c¸c bËc tù do t¹i c¸c nót vµ do ®ã sÏ ®−îc vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót

cña c¶ hÖ. ë ®©y chó ý ®Õn c¸c ®iÒu kiÖn biªn vµ c¸c rµng buéc ®Ó t¹o
ra vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót lµ tæ hîp c¸c bËc tù do ®éc lËp.
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4. XÐt tõng phÇn tö nh− mét vËt thÓ ®µn håi víi môc ®Ých thiÕt lËp mèi
liªn hÖ gi÷a tr¹ng th¸i øng suÊt biÕn d¹ng bªn trong phÇn tö víi c¸c
chuyÓn vÞ nót (t×m c¸c hµm d¹ng).

5. Sö dông c¸c ®Þnh luËt cña c¬ häc cïng víi mèi liªn hÖ ®−îc x©y dùng ë
b−íc 4 thiÕt lËp c¸c ma trËn khèi l−îng, hÖ sè c¶n vµ ®é cøng cña tõng
phÇn tö. §ång thêi x¸c ®Þnh vÐc t¬ t¶i träng ngoµi ®−a vÒ nót.

6. GhÐp nèi c¸c ma trËn cña phÇn tö trªn c¬ së c¸c liªn kÕt gi÷a c¸c phÇn
tö sao cho tÝnh liªn tôc cña chuyÓn vÞ nót ®−îc ®¶m b¶o.

7. Sö dông c¸c ®iÒu kiÖn biªn hay c¸c rµng buéc ®Ó khö c¸c Èn cã gi¸ trÞ
b»ng 0 hay ®∙ biÕt. Cuèi cïng ta ®−îc c¸c ma trËn M, C, K vµ vÐc t¬ P
tæng thÓ t¹o thµnh m« h×nh PTHH cña hÖ ®∙ cho ë d¹ng (2.3.1).

2.3.2. M« t¶ to¸n häc ph−¬ng ph¸p PTHH.

ViÖc chän c¸c hµm d¹ng cña mçi phÇn tö h÷u h¹n ph¶i ®¶m b¶o
r»ng c¸c hµm nµy xÊp xØ tèt tr−êng chuyÓn vÞ, biÕn d¹ng vµ øng suÊt
trong mçi phÇn tö vµ ®¶m b¶o ®iÒu kiÖn liªn tôc cña c¸c tr−êng nµy t¹i
c¸c biªn gi÷a c¸c phÇn tö h÷u h¹n liÒn kÒ nhau.

Gi¶ thiÕt tr−êng chuyÓn vÞ t¹i c¸c ®iÓm bªn trong phÇn tö h÷u h¹n
cã d¹ng

{ } [ ]{ }αφ ),,(),,( zyxzyxu = (2.3.2)

trong ®ã [ ]),,( zyxφ  lµ vÐc t¬ c¸c hµm chuyÓn vÞ vµ {α} lµ vÐc t¬ c¸c h»ng sè

®−îc x¸c ®Þnh tõ c¸c ®iÒu kiÖn chuyÓn vÞ t¹i c¸c ®iÓm nót cña phÇn tö.
T¹i nót i (i=1,2,..,n) bÊt kú, vÐc t¬ c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ cã d¹ng

{ } { } [ ]{ }αφ ),,(),,( iiiiiii zyxzyxuU ==

trong ®ã {xi,yi,zi} lµ täa ®é c¸c ®iÓm nót. Ký hiÖu {U} lµ vÐc t¬ bao gåm c¸c
thµnh phÇn chuyÓn vÞ {Ui} cña tÊt c¶ c¸c nót phÇn tö, ta cã

{ } [ ]{ }αΦ=U (2.3.3)

trong ®ã [ ]Φ  lµ ma trËn c¸c h»ng sè cã d¹ng

[ ]


















=Φ

),,(

),,(
),,(

222

111

nnn zyx

zyx
zyx

φ

φ
φ

M
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Sè h»ng sè {α} trong biÓu thøc cña c¸c hµm chuyÓn vÞ (2.3.2) ph¶i b»ng
víi sè bËc tù do cña phÇn tö ®Ó ®¶m b¶o ma trËn [Φ] lµ kh¶ nghÞch.

Tõ ®ã cã thÓ biÓu diÔn tr−êng chuyÓn vÞ qua c¸c chuyÓn vÞ nót ë d¹ng

{ } [ ][ ] { } [ ]{ }UzyxNUzyxzyxu ),,(),,(),,( 1 =Φ= −φ   (2.3.4)

víi

[ ] [ ][ ] 1),,(),,( −Φ= zyxzyxN φ (2.3.5)

gäi lµ c¸c hµm d¹ng cña phÇn tö h÷u h¹n.

Khi cã hµm d¹ng, theo c¸c quy luËt ®éng häc, ta x¸c ®Þnh ®−îc
tr−êng biÕn d¹ng trong phÇn tö h÷u h¹n cã d¹ng

{ } [ ]{ }UzyxBzyx ),,(),,( =ε (2.3.6)

víi [B] lµ ma trËn gåm c¸c phÇn tö lµ biÕn d¹ng theo c¸c trôc vµ c¸c mÆt
ph¼ng täa ®é trong hÖ täa ®é ®Þa ph−¬ng, lµ kÕt qu¶ cña viÖc ®¹o hµm c¸c
hµm d¹ng theo c¸c täa ®é kh«ng gian.

Tr−êng øng suÊt trong phÇn tö h÷u h¹n ®−îc x¸c ®Þnh th«ng qua
tr−êng biÕn d¹ng theo ®Þnh luËt Hook cã d¹ng

{ } [ ]{ } [ ][ ]{ }UBDzyxDzyx == ),,(),,( εσ (2.3.7)

trong ®ã [D] lµ ma trËn c¸c h»ng sè vËt lý cña phÇn tö. PhÇn tö h÷u h¹n
cã thÓ lµm b»ng vËt liÖu ®¼ng h−íng, dÞ h−íng vµ [ρ], [D] cã thÓ thay ®æi
theo tõng phÇn tö.

§éng n¨ng T vµ thÕ n¨ng V cña toµn hÖ ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau

{ } [ ]{ }

{ } { } { } [ ]{ }dVDdVV

dVuuT

V

T

V

T

V

T

∫∫

∫

==

=

εεσε

ρ

2
1

2
1

2
1

&&

(2.3.8)

víi [ρ] lµ ma trËn khèi l−îng.

Sö dông nguyªn lý t¸c dông tèi thiÓu cña Hamint¬n

[ ] ∫∫ =+−
2

1

2

1

0)()()(
t

t

t

t

dttWdttVtT δδ

ta thu ®−îc ®iÒu kiÖn dõng cã d¹ng
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{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } { } 0
2
1

2
1

=





 −+ PUUKUUMU TTT &&δ (2.3.9)

Tõ ®ã ta cã ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña toµn hÖ ë d¹ng ma trËn

[ ]{ } [ ]{ } { }PUKUM =+&& (2.3.10)

víi c¸c ma trËn khèi l−îng [M] vµ ma trËn ®é cøng [K] cña c¶ hÖ cã d¹ng

[ ] [ ] [ ][ ]
[ ] [ ] [ ][ ]∫

∫
=

=

dVBDBK

dVNNM
T

T ρ
(2.3.11)

vµ vÐc t¬ t¶i träng cña c¶ hÖ {P} cã d¹ng

{ } { }
i

i U
WPP

∂
==

δ (2.3.12)

MÆt kh¸c, v× ®éng n¨ng vµ thÕ n¨ng cña c¶ hÖ b»ng tæng ®éng n¨ng
vµ thÕ n¨ng cña tõng phÇn tö h÷u h¹n riªng biÖt nªn

{ } [ ]{ }

{ } { } { } [ ]{ }∑ ∫∑ ∫

∑ ∫

==

=

e
e

V
ee

T
e

e
e

V
e

T
e

e
e

V
ee

T
e

dVDdVV

dVuuT

ee

e

εεσε

ρ

2
1

2
1

2
1

&&

(2.3.13)

víi e lµ chØ sè cña phÇn tö h÷u h¹n e.

Sö dông ®iÒu kiÖn dõng cña nguyªn lý Hamilton ta cã

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } { } 0
2
1

2
1

=







−+ ∑∑∑

e
e

T
e

e
ee

T
e

e
ee

T
e PUUKUUMU &&δ

Ký hiÖu [Te] lµ ma trËn chuyÓn ®æi chØ cã c¸c phÇn tö liªn quan ®Õn phÇn
tö e kh¸c kh«ng vµ b»ng c«sin chØ ph−¬ng cña c¸c trôc to¹ ®é ®Þa ph−¬ng

g¾n liÒn víi phÇn tö e trong hÖ to¹ ®é tæng thÓ ( [ ][ ] [ ] [ ] ITTTT e
T

e
T

ee == )

{ } [ ]{ } { } [ ] { }eT
eee UTUUTU =⇔= (2.3.14)

Khi ®ã ta cã

{ } [ ] [ ][ ] { } { } [ ] [ ][ ] { }

{ } [ ] { }
0

2
1

2
1

=
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


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
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
−



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
+


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

∑

∑∑

e
e

T
e

T

e
ee

T
e

T

e
ee

T
e

T

PTU

UTKTUUTMTU &&

δ (2.3.15)

So s¸nh c¸c ph−¬ng tr×nh (2.3.9) vµ (2.3.15), ta cã
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[ ] [ ] [ ][ ]

[ ] [ ] [ ][ ]

{ } [ ] { }∑

∑

∑

=

=

=

e
e

T
e

e
ee

T
e

e
ee

T
e

PTP

TKTK

TMTM

(2.3.16)

trong ®ã c¸c ma trËn [Me], [Ke] cã d¹ng (2.3.11) vµ vÐc t¬ {Pe} cã d¹ng
(2.3.12) ®−îc x¸c ®Þnh t−¬ng øng víi phÇn tö e.

NÕu kÓ ®Õn lùc c¶n dao ®éng, øng suÊt vµ biÕn d¹ng ban ®Çu th×
ph−¬ng tr×nh (2.3.10) cã d¹ng ®Çy ®ñ nh− sau

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } { } { } { } { } { }CSV PPPPPPUKUCUM +−++==++
00 σε

&&&      (2.3.17)

trong ®ã

a) Ma trËn [ ] [ ] [ ][ ]∑=
e

ee
T

e TCTC  víi [ ] [ ] [ ][ ] ee
V

e
T

ee dVNNC
e

∫= ν  lµ ma trËn c¶n

cña toµn hÖ, [νe] lµ ma trËn c¸c tham sè c¶n cña phÇn tö e.

b) VÐc t¬ { } [ ] { }∑=
e

eV
T

eV PTP  víi { } [ ] { } e
V

Ve
T

eeV dVfNP
e

∫=  lµ vÐc t¬ t¶i träng khèi

quy ®æi vÒ nót.

c) VÐc t¬ { } [ ] { }∑=
e

eS
T

eS PTP  víi { } [ ] { }∫=
eS

eSe
T

eeS dSfNP  lµ vÐc t¬ t¶i träng bÒ

mÆt quy ®æi vÒ nót.

d) VÐc t¬ { } [ ] { }∑=
e

eT
e PTP

00 εε  víi { } [ ] [ ]{ } e
V

e
e

T
e

e dVDBP
e

∫=
00 εε ε  thÓ hiÖn ¶nh h−ëng

cña biÕn d¹ng ban ®Çu trong vËt thÓ ®−îc quy ®æi vÒ nót.

e) VÐc t¬ { } [ ] { }∑=
e

eT
e PTP

00 σσ  víi { } [ ] { } e
V

eT
e

e dVBP
e

∫=
00 σσ σ  thÓ hiÖn ¶nh h−ëng

cña øng suÊt ban ®Çu trong vËt thÓ ®−îc quy ®æi vÒ nót.

f) VÐc t¬ PC lµ vÐc t¬ t¶i träng tËp trung t¹i nót trong hÖ täa ®é tæng thÓ.

2.3.3. Mét sè phÇn tö h÷u h¹n th«ng dông.

Ta xÐt mét vµi vÝ dô trong viÖc x©y dùng c¸c ma trËn ®é cøng, khèi
l−îng cña c¸c phÇn tö ®¬n gi¶n th«ng dông trong thùc tÕ nh− phÇn tö
thanh, phÇn tö dÇm vµ phÇn tö b¶n.

a) PhÇn tö thanh
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XÐt mét thanh cã chiÒu dµi L, tiÕt diÖn A chØ lµm viÖc trong tr¹ng
th¸i kÐo nÐn. Gi¶ sö  m«®ul ®µn håi cña vËt liÖu lµ E vµ lùc ngoµi t¸c
dông lµ mét lùc ph©n bè däc theo chiÒu dai thanh víi mËt ®é q(x,t). Chän
hai chuyÓn vÞ däc trôc lµm hai bËc tù do (H×nh 2.3.1).

Nh− ®∙ thÊy ë phÇn trªn, vÊn ®Ò then chèt lµ chän hµm d¹ng. Theo ®Þnh
nghÜa hµm d¹ng m« t¶ mèi quan hÖ gi÷a tr−êng chuyÓn vÞ bªn trong
phÇn tö víi c¸c chuyÓn vÞ nót. Trong tr−êng hîp nµy ta sÏ chän hµm
d¹ng dùa trªn mét biÓu diÔn mang ý nghÜa c¬ häc râ rµng nh− sau: hµm
d¹ng cÇn t×m lµ nghiÖm ph−¬ng tr×nh m« t¶ biÕn d¹ng däc trôc

02

2
=

∂
∂
x
uEA

víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn





=
=

)(),(
)(),0(

2

1

tUtLu
tUtu

HiÓn nhiªn lµ ta sÏ cã ngay nghiÖm

211),( U
L
xU

L
xtxu +






 −=

vµ x¸c ®Þnh ®−îc c¸c hµm d¹ng

L
xx

L
xx =−= )(,1)( 21 φφ (2.3.18)

Ma trËn h×nh häc B cã d¹ng [ ]11121 −=





∂
∂

∂
∂

=
Lxx

B φφ .

Ma trËn h»ng sè vËt lý cña phÇn tö  cã d¹ng [ ] ED = .

Khi ®ã, ma trËn khèi l−îng vµ ®é cøng cña phÇn tö thanh cã d¹ng

y

Uj

x

Uj-1

H×nh 2.3.1



§éng lùc häc c«ng tr×nh                                                                                     NguyÔn TiÕn Khiªm

75









−

−
=









=

11
11

21
12

6

L
EAK

ALM

e

e
ρ

 (2.3.19)

Lùc quy vÒ nót cña phÇn tö cã d¹ng

∫

∫
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L
e

L
e
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L
xtxqtP

dx
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xtxqtP

0
2

0
1

),()(

)1().()(
 (2.3.20)

Ta cã thÓ x©y dùng c¸c ma trËn phÇn tö cho tr−êng hîp thanh 3 nót hoÆc
nhiÒu h¬n. Nh−ng vÒ thuËt to¸n kh«ng cã g× thay ®æi nhiÒu.

b) PhÇn tö dÇm hai chiÒu

XÐt phÇn tö thanh chØ chÞu uèn trong mÆt ph¼ng, tr−êng hîp nµy gäi
lµ phÇn tö dÇm hai chiÒu. Chän c¸c chuyÓn vÞ ngang vµ gãc xoay ë hai
®Çu lµm c¸c bËc tù do (h×nh vÏ 2.3.2).

C¸c hµm d¹ng ®−îc t×m tõ viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh

,0),(
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∂
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x
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NghiÖm cña bµi to¸n biªn nªu trªn cã d¹ng

)()()()()()()()(),( 44332211 tUxtUxtUxtUxtxw φφφφ +++=

trong ®ã c¸c hµm d¹ng lµ c¸c hµm Hermit

H×nh  2.3.2
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y
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Ma trËn h×nh häc cã d¹ng 
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Ma trËn h»ng sè vËt lý cña phÇn tö  cã d¹ng [ ] EID = .

Khi ®ã, ma trËn khèi l−îng vµ ®é cøng phÇn tö cã d¹ng
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(2.3.22)

c) PhÇn tö dÇm ba chiÒu

PhÇn tö dÇm hai chiÒu chØ ¸p dông cho thanh ph¼ng. Trong kh«ng
gian cÇn ph¶i cã d¹ng phÇn tö dÇm ®Çy ®ñ h¬n. PhÇn tö dÇm ba chiÒu lµ
tæ hîp cña phÇn tö thanh, hai phÇn tö dÇm hai chiÒu vµ phÇn tö xo¾n.

C¸c phÇn tö thanh vµ dÇm ®∙ ®−îc x©y dùng ë trªn. ë ®©y tr−íc khi x©y
dùng phÇn tö dÇm ba chiÒu, chóng ta nãi ®«i lêi vÒ phÇn tö xo¾n. Trong
thùc tÕ ng−êi ta kh«ng dïng kh¸i niÖm phÇn tö xo¾n nµy, nh−ng v× khi
xÐt dÇm trong kh«ng gian th× nhiÒu khi kh«ng thÓ bá qua biÕn d¹ng xo¾n
®−îc. V× vËy trong phÇn tö dÇm kh«ng gian cÇn ph¶i xÐt c¶ chuyÓn ®éng
xo¾n cña dÇm. VÒ h×nh thøc ph−¬ng tr×nh biÕn d¹ng xo¾n gièng nh−
ph−¬ng tr×nh biÕn d¹ng däc trôc, v× ph−¬ng tr×nh m« t¶ chuyÓn ®éng
còng cã d¹ng

02

2
=

∂

∂

x
GJx

θ .

Do ®ã, nÕu ®−a vµo hai bËc tù do lµ gãc xo¾n cña thanh ë hai ®Çu lµ

21, θθ , th× c¸c hµm d¹ng t−¬ng øng víi biÕn d¹ng xo¾n sÏ cã d¹ng (2.18).

Khi ®ã, t−¬ng tù nh− tr−êng hîp däc trôc ë trªn ta cã thÓ x©y dùng ®−îc
ma trËn khèi l−îng vµ ®é cøng cña phÇn tö xo¾n cã d¹ng
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 (2.3.23)

B©y giê ta chuyÓn sang viÖc x©y dùng c¸c ma trËn khèi l−îng vµ ®é cøng
cña phÇn tö dÇm 3 chiÒu. Ta ®−a vµo c¸c bËc tù do (H×nh 2.3.3) sau ®©y:

71,UU  chuyÓn vÞ däc trôc cña thanh ë hai ®Çu;

82 ,UU  chuyÓn vÞ uèn ngang theo trôc y;

93,UU  ®é vâng theo trôc z t¹i hai ®Çu thanh;

104,UU  lµ gãc xo¾n ë hai ®Çu;

115,UU  lµ c¸c gãc xoay ë hai ®Çu thanh theo quanh trôc y;

126,UU  lµ c¸c gãc xoay quanh trôc z.

Nh− vËy, vÐct¬ chuyÓn vÞ nót gåm 12 thµnh phÇn  { }TUUU 121,...,= .

Ta ®−a vµo ký hiÖu c¸c hµm d¹ng sau ®©y
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  (2.3.24)

vµ c¸c ®¹o hµm cña hµm d¹ng

H×nh 2.3.3.  M« h×nh phÇn tö dÇm 3  chiÒu
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Sö dông c¸c c«ng thøc ®∙ tr×nh bµy trong phÇn chung ë trªn, ta cã thÓ
nhËn ®−îc c¸c ma trËn cña phÇn tö h÷u h¹n nh− sau
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vµ ma trËn ®é cøng Ke cña phÇn tö cã d¹ng
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 (2.3.27)

Hai ma trËn trªn ®Òu ®èi xøng qua ®−êng chÐo nªn ta kh«ng cÇn viÕt c¸c
thµnh phÇn ®èi xøng.

§èi víi khung kh«ng gian th× viÖc ghÐp nèi c¸c ma trËn khèi l−îng vµ ®é
cøng phÇn tö thµnh c¸c ma trËn t−¬ng øng cña c¶ hÖ ®−îc tiÕn hµnh nh−
®∙ tr×nh bµy ë phÇn chung nªu trªn.

d) PhÇn tö tÊm chÞu t¶i träng ngang

Gi¶ thiÕt ®é vâng w(x,y) cña tÊm lµ nhá. NÕu gi¶ thiÕt r»ng ®é vâng
nµy ®éc lËp víi chuyÓn vÞ cña c¸c ®iÓm thuéc mÆt trung b×nh cña b¶n
u0(x,y) vµ v0(x,y), tøc lµ ®éc lËp víi tr¹ng th¸i øng suÊt trong mÆt trung
b×nh, th× viÖc x¸c ®Þnh ®é vâng nµy trë nªn ®¬n gi¶n h¬n. Tuy nhiªn khi
¸p dông ph−¬ng ph¸p PTHH cho bµi to¸n tÊm cã mét sè khã kh¨n

- NÕu trong c¸c bµi to¸n thanh vµ bµi to¸n tÊm ph¼ng chÞu t¶i träng
n»m trong mÆt ph¼ng trung b×nh, nghiÖm chuyÓn vÞ d−íi d¹ng ®a
thøc lµ duy nhÊt th× ng−îc l¹i trong bµi to¸n tÊm chÞu t¶i träng
ngang, nghiÖm chuyÓn vÞ d−íi d¹ng ®a thøc l¹i kh«ng ph¶i lµ duy
nhÊt dÉn ®Õn ma trËn ®é cøng thu ®−îc kh¸c nhau. Khi ®ã n¶y sinh
vÊn ®Ò ma trËn ®é cøng nµo lµ xÊp xØ tèt nhÊt víi nghiÖm chÝnh x¸c.
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- Yªu cÇu vÒ tÝnh liªn tôc cña c¸c ®¹o hµm cña ®é vâng t¹i c¸c ®−êng
biªn cña phÇn tö ®Ó ®¶m b¶o khi ghÐp c¸c phÇn tö kh«ng xuÊt hiÖn
c¸c vÕt g∙y ®∙ dÉn ®Õn nh÷ng khã kh¨n vÒ mÆt to¸n häc.

Tuy nhiªn, thùc tÕ tÝnh to¸n cho thÊy, nÕu chÊp nhËn ®iÒu kiÖn liªn
tôc cña ®é vâng vµ bá qua ®iÒu kiÖn liªn tôc cña c¸c ®¹o hµm hµm ®é
vâng t¹i c¸c ®−êng biªn cña phÇn tö (®−îc gäi lµ c¸c hµm ®é vâng “kh«ng
t−¬ng thÝch”) th× kÕt qu¶ thu ®−îc héi tô vÒ nghiÖm chÝnh x¸c khi t¨ng sè
phÇn tö h÷u h¹n. TÊt nhiªn, nÕu ta chän hµm ®é vâng tháa m∙n ®iÒu
kiÖn liªn tôc cña ®é vâng vµ ®iÒu kiÖn liªn tôc cña c¸c ®¹o hµm hµm ®é
vâng t¹i c¸c ®−êng biªn cña phÇn tö (®−îc gäi lµ c¸c hµm ®é vâng “t−¬ng
thÝch”) th× sè phÇn tö h÷u h¹n ph¶i chia sÏ nhá h¬n so víi viÖc chän hµm
®é vâng kh«ng t−¬ng thÝch ®Ó cã ®−îc cïng mét ®é chÝnh x¸c.

Khi tÝnh to¸n tÊm b»ng ph−¬ng ph¸p PTHH, ng−êi ta th−êng chia
tÊm thµnh c¸c phÇn tö ch÷ nhËt vµ phÇn tö h×nh tam gi¸c. T¹i mçi nót
cña phÇn tö cã 3 chuyÓn vÞ suy réng: 1 chuyÓn vÞ theo trôc z vµ 2 gãc
xoay quanh c¸c trôc x vµ y (h×nh 2.3.4). D−íi ®©y, ta dÉn ra 2 tr−êng hîp
lùa chän hµm d¹ng ®é vâng cho phÇn tö tÊm h×nh ch÷ nhËt.

Hµm d¹ng ®é vâng “kh«ng t−¬ng thÝch” ψi , i=1,2,..,12 víi 
b
y

a
x

== ηξ ;

 := ψ1  −  −  −  +  +  +  +  −  − 1 3 ξ2 ξ η 3 η2 2 ξ3 3 ξ2 η 3 ξ η2 2 η3 2 ξ3 η 2 ξ η3

 := ψ2 b ( ) −  −  +  +  − η ξ η 2 η2 2 ξ η2 η3 ξ η3

 := ψ3 a ( )−  +  +  −  −  + ξ ξ η 2 ξ2 2 ξ2 η ξ3 ξ3 η

H×nh 2.3.4  PhÇn tö tÊm h×nh ch÷ nhËt chÞu uèn ngang
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 := ψ4  +  −  −  −  +  + 3 η2 ξ η 2 η3 3 ξ η2 3 ξ2 η 2 ξ η3 2 ξ3 η

 := ψ5 b ( )−  +  +  − η2 η3 ξ η2 ξ η3

 := ψ6 a ( )−  +  − ξ η 2 ξ2 η ξ3 η

 := ψ7 −  +  +  −  − ξ η 3 ξ2 η 3 ξ η2 2 ξ3 η 2 ξ η3
(2.3.28)

 := ψ8 b ( )−  + ξ η2 ξ η3

 := ψ9 a ( ) − ξ2 η ξ3 η

 := ψ10  +  −  −  +  +  − 3 ξ2 ξ η 2 ξ3 3 ξ η2 2 ξ3 η 2 ξ η3 3 ξ2 η

 := ψ11 b ( ) −  + ξ η 2 ξ η2 ξ η3

 := ψ12 a ( ) −  −  + ξ2 ξ3 ξ2 η ξ3 η

Hµm d¹ng ®é vâng “t−¬ng thÝch” χi , i=1,2,..,12 víi 
b
y

a
x

== ηξ ;

 := χ1 ( ) + 1 2 ξ ( ) − 1 ξ 2 ( ) + 1 2 η ( ) − 1 η 2

 := χ2 ( ) + 1 2 ξ ( ) − 1 ξ 2 η ( ) − 1 η 2 b

 := χ3 −ξ ( ) − 1 ξ 2 ( ) + 1 2 η ( ) − 1 η 2 a

 := χ4 ( ) + 1 2 ξ ( ) − 1 ξ 2 ( ) − 3 2 η η2

 := χ5 −( ) − 1 2 ξ ( ) − 1 ξ 2 ( ) − 1 η η2 b

 := χ6 −ξ ( ) − 1 ξ 2 ( ) − 3 2 η η2 a

 := χ7 ( ) − 3 2 ξ ξ2 ( ) − 3 2 η η2
     (2.3.29)

 := χ8 −( ) − 3 2 ξ ξ2 ( ) − 1 η η2 b

 := χ9 ( ) − 1 ξ ξ2 ( ) − 3 2 η η2 a

 := χ10 ( ) − 3 2 ξ ξ2 ( ) + 1 2 η ( ) − 1 η 2

 := χ11 ( ) − 3 2 ξ ξ2 η ( ) − 1 η 2 b

 := χ12 ( ) − 1 ξ ξ2 ( ) + 1 2 η ( ) − 1 η 2 a

Ma trËn h×nh häc cã d¹ng  [ ]1221 BBBB L=  víi
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vµ Ni lµ c¸c hµm d¹ng “kh«ng t−¬ng thÝch” (2.3.28) hay “t−¬ng thÝch”
(2.3.29).

Ma trËn h»ng sè vËt lý cña phÇn tö cã d¹ng

[ ]


















−−
=

2
100

01
01

)1(12 2 ν
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ν
ED (2.3.31)

Tõ ®ã, ma trËn ®é cøng [Ke] vµ khèi l−îng [Me] cña phÇn tö cã d¹ng
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 (2.3.32)

[ ] [ ] 12,...,2,1,;
0 0

=== ∫ ∫ jidxdyNNhmM
a b

jiije ρ (2.3.33)

víi h lµ ®é dµy phÇn tö tÊm. C¸c tÝch ph©n (2.3.32), (2.3.33) cã thÓ thùc
hiÖn dÔ dµng nhê c¸c phÇn mÒm symbolic nh− Maple hay Matlab.

2.3.4. Mét sè vÝ dô

a) DÇm c«ng x«n chÞu uèn trong mÆt ph¼ng (Oxy) víi ®Çu tr¸i bÞ ngµm
chÆt vµ ®Çu ph¶i tù do. Khi ®ã U1=U2=0 vµ hai bËc tù do cßn l¹i lµ
chuyÓn vÞ ngang vµ gãc xoay t¹i ®Çu ph¶i, ký hiÖu )(),( 43 tUtU .

Tõ c¸c ma trËn khèi l−îng vµ ®é cøng (2.3.22) cña dÇm 2 chiÒu, khö
c¸c hµng vµ cét t−¬ng øng víi bËc tù do U1=U2=0, ta thu ®−îc ma trËn
khèi l−îng vµ ®é cøng cña dÇm c«ng x«n
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Ph−¬ng tr×nh tÇn sè dao ®éng riªng cã d¹ng
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hay ®¬n gi¶n lµ 0310235 2 =+− λλ .

Ph−¬ng tr×nh cuèi cho ta hai nghiÖm 885.2,02947.0 21 == λλ , tõ ®ã cã

thÓ tÝnh ®−îc hai tÇn sè b»ng

4241 8069.34,5327.3
FL
EI

FL
EI

ρ
ω

ρ
ω == .

So víi nghiÖm gi¶i tÝch

4241 034.22,516.3
FL
EI

FL
EI

ρ
ω

ρ
ω == ,

ta thÊy nghiÖm ®Çu tiªn cã ®é chÝnh x¸c t−¬ng ®èi tèt, cßn nghiÖm thø
hai cã sai sè lín. §ã lµ do trong vÝ dô trªn ta xem dÇm c«ng x«n chØ lµ
mét phÇn tö h÷u h¹n. Khi chia dÇm c«ng x«n thµnh nhiÒu phÇn tö
nhá h¬n th× kÕt qu¶ tÝnh tÇn sè sÏ ®¹t ®−îc ®é chÝnh x¸c cao h¬n. §iÒu
nµy ®−îc minh häa b»ng sè trong vÝ dô 1 cña môc (2.4.4.a) d−íi ®©y.

b) X¸c ®Þnh tÇn sè vµ d¹ng dao ®éng riªng cho khung ph¼ng (2.1.4.d)

Sö dông c«ng thøc (2.3.22), viÖc x¸c ®Þnh ma trËn ®é cøng K vµ viÖc
x¸c ®Þnh ma trËn khèi l−îng M theo ph−¬ng ph¸p thu gän khèi l−îng
hoµn toµn t−¬ng tù nh− ®∙ tr×nh bµy trong vÝ dô (2.1.4.d). NÕu sö
dông c«ng thøc (2.3.22), ta x¸c ®Þnh ma trËn khèi l−îng ®Çy ®ñ M
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víi chó ý r»ng tÝnh m11 ta cã kÓ ®Õn khèi l−îng khi dao ®éng däc cña
dÇm ngang lµ sè h¹ng (1.5m)(2L).

Tõ ®ã, ta x¸c ®Þnh ®−îc c¸c tÇn sè riªng cña khung lµ
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A
EI20.7124;

A
EI6.1791;

A
EI2.3032

232221 ρ
ω

ρ
ω

ρ
ω

LLL
===

vµ c¸c d¹ng dao ®éng riªng thÓ hiÖn trªn h×nh 2.3.5

NÕu sö dông ph−¬ng ph¸p thu gän khèi l−îng nh− trong vÝ dô 2.1.4.d
th× ta chØ x¸c ®Þnh ®−îc tÇn sè ®Çu tiªn cña khung lµ

A
EI2.4495

A
EI6

221 ρρ
ω

LL
==

vµ d¹ng dao ®éng riªng ®Çu tiªn t−¬ng tù nh− trªn h×nh 2.3.5.a.

c) VÝ dô khung kh«ng gian sÏ ®−îc xem xÐt trong phÇn ¸p dông m¸y
tÝnh ®iÖn tö vµo ph©n tÝch ®éng lùc häc c«ng tr×nh (2.4.4.b).

d) X¸c ®Þnh 4 tÇn sè riªng ®Çu tiªn cña tÊm h×nh vu«ng kÝch th−íc a×a
víi c¸c c¹nh tùa tù do khi sö dông c¸c hµm d¹ng ®é vâng “kh«ng
t−¬ng thÝch” (2.3.28). Khi ®ã c¸c tÇn sè riªng cã d¹ng

( )2

3

4 112
1

νρ
αω

−
=

Eh
haii

víi gi¸ trÞ αi theo c¸c ph−¬ng ¸n chän l−íi phÇn tö h÷u h¹n kh¸c
nhau ®−îc dÉn ra ë b¶ng 2.3.1. Râ rµng lµ khi chia t¨ng sè PTHH th×
tÇn sè riªng thu ®−îc cµng gÇn víi nghiÖm chÝnh x¸c h¬n.

B¶ng 2.3.1.

L−íi chia TÇn sè 1 TÇn sè 2 TÇn sè 3 TÇn sè 4

2×2 20.471 53.071 56.932 127.410

4×4 19.848 51.448 54.020 91.018

8×8 19.754 50.913 52.721 85.314

NghiÖm chÝnh x¸c 19.739 49.348 49.348 78.957

H×nh 2.3.5 C¸c d¹ng dao ®éng riªng cña khung

a) D¹ng 1 b) D¹ng 2 c) D¹ng 3
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2.4. Ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng

Ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n (PTHH), ®−îc tr×nh bµy tãm t¾t ë
trªn ®∙ lµm thay ®æi hoµn toµn bé mÆt cña c¬ häc kÕt cÊu, ®Æc biÖt lµ
®éng lùc häc c«ng tr×nh. Cã ng−êi cho r»ng khã cã thÓ cã mét ph−¬ng
ph¸p ph©n tÝch kÕt cÊu h÷u hiÖu h¬n ph−¬ng ph¸p PTHH. Cã lÏ ph¶i thÕ
hÖ tiÕp sau míi cã thÓ tr¶ lêi ®−îc c©u hái nµy. Tuy nhiªn, còng cã nhiÒu
ng−êi b¨n kho¨n víi ®é chÝnh x¸c cña ph−¬ng ph¸p PTHH. Hä cè g¾ng ®i
t×m mét ®¸nh gi¸ nµo ®ã vÒ sai sè cña ph−¬ng ph¸p. Nh−ng lµm sao mµ
®¸nh gi¸ ®−îc sai sè cña mét ph−¬ng ph¸p, mµ thùc chÊt lµ mét m« h×nh
khi chóng ta kh«ng biÕt ®−îc lêi gi¶i chÝnh x¸c. ChØ cã mét c¸ch duy nhÊt
®Ó m−êng t−îng sai sè cña ph−¬ng ph¸p PTHH lµ so s¸nh víi thùc
nghiÖm ®èi víi c¸c kÕt cÊu phøc t¹p. Trong tr−êng hîp kÕt cÊu ®¬n gi¶n
cã thÓ so s¸nh víi kÕt qu¶ gi¶i tÝch, nh−ng ®©y kh«ng thÓ lµ sai sè cña
ph−¬ng ph¸p PTHH bëi v× ph−¬ng ph¸p gi¶i tÝch còng cã sai sè cña nã.

ThËt lµ thó vÞ lµ gÇn ®©y, khi nghiªn cøu ph¸t triÓn ph−¬ng ph¸p
ma trËn ®é cøng ®éng cho c¸c hÖ liªn tôc, ng−êi ta ph¸t hiÖn ra r»ng,
ph−¬ng ph¸p PTHH chØ lµ mét sù gÇn ®óng cña ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é
cøng ®éng. ThËt vËy, trong c¶ quy tr×nh øng dông ph−¬ng ph¸p PTHH,
chØ cã mét chç duy nhÊt mµ chóng ta ph¶i "xÊp xØ" tr−êng chuyÓn vÞ
trong phÇn tö b»ng tr−êng chuyÓn vÞ tÜnh. Tøc lµ ®∙ bá qua yÕu tè ®éng
lùc häc cña tr−êng chuyÓn vÞ. NÕu c¸c hµm d¹ng trong ph−¬ng ph¸p
PTHH chän lµ tr−êng chuyÓn vÞ ®éng, th× ph−¬ng ph¸p PTHH kh«ng
ph¶i lµ ph−¬ng ph¸p gÇn ®óng mµ lµ mét ph−¬ng ph¸p chÝnh x¸c. Khi ®ã
kh«ng cÇn ph¶i ®¸nh gi¸ sai sè cña ph−¬ng ph¸p PTHH n÷a. ChÝnh
ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng cho kÕt cÊu ®∙ ra ®êi trªn c¬ së ý
t−ëng nµy. Nh− vËy, cã thÓ ®Þnh nghÜa rÊt ng¾n gän: Ph−¬ng ph¸p ma
trËn ®é cøng ®éng lµ ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n, trong ®ã c¸c hµm
d¹ng ®−îc chän lµ tr−êng chuyÓn vÞ ®éng cña phÇn tö. Tuy nhiªn, ®Ó cã
thÓ chän hµm d¹ng ®éng mét c¸ch ®¬n gi¶n vµ kh¶ thi, th× ta ph¶i xÐt
bµi to¸n ®éng cña phÇn tö trong miÒn tÇn sè, tøc lµ xÐt chuyÓn ®éng víi
biªn ®é phøc phô thuéc vµo tÇn sè. V× vËy, thùc chÊt quy tr×nh ph−¬ng
ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng vÒ h×nh thøc kh«ng kh¸c g× ph−¬ng ph¸p
PTHH, nh−ng ®Ó giíi thiÖu ph−¬ng ph¸p nµy còng cÇn thiÕt ph¶i nhÊn
m¹nh mét sè ®Æc ®iÓm riªng biÖt cña nã.

2.4.1. Kh¸i niÖm ma trËn ®é cøng ®éng
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Tr−íc hÕt ta xem xÐt kh¸i niÖm ma trËn ®é cøng ®éng ®èi víi hÖ
h÷u h¹n bËc tù do

)()()()( tPtKUtUCtUM =++ &&& .

cã d¹ng

KCiMK ++−= ωωω 2)(ˆ

§©y lµ ma trËn hµm cña tÇn sè vµ phô thuéc tuyÕn tÝnh vµo c¸c ma trËn
khèi l−îng, ®é cøng, hÖ sè c¶n. Cã thÓ chØ ra r»ng

KK =)0(ˆ

cã nghÜa lµ ma trËn ®é cøng ®éng t¹i gi¸ trÞ gèc cña tÇn sè cho ta ma trËn
®é cøng th«ng th−êng mµ tõ ®©y ta gäi lµ ma trËn ®é cøng tÜnh cho thªm
chØ sè 0 ë d−íi K0. H¬n n÷a, nÕu xÐt trong miÒn tÇn sè, tøc gi¶ sö

)(ˆ),(ˆ ωω PU  lµ biªn ®é phøc cña chuyÓn vÞ vµ t¶i träng, th× ta cã quan hÖ

)(ˆ)(ˆ)(ˆ ωωω PUK =                                         (2.4.1)

§©y chÝnh lµ mèi liªn hÖ gi÷a lùc t¸c dông vµ chuyÓn vÞ biÓu diÔn b¶n
chÊt cña ma trËn ®é cøng ®éng. Tõ ®©y, bµi to¸n ®éng lùc häc dÉn ®Õn
gi¶i ph−¬ng tr×nh ®¹i sè ®èi víi chuyÓn vÞ. ChØ cã ®iÒu, ph−¬ng tr×nh ®¹i
sè nµy ph¶i gi¶i trong miÒn tÇn sè, cã nghÜa lµ cho tÊt c¶ c¸c tÇn sè trong
mét d¶i tÇn nµo ®ã. T− t−ëng cña ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng cho

kÕt cÊu c«ng tr×nh chÝnh lµ thiÕt lËp mèi liªn hÖ (2.4.1), trong ®ã )(ˆ ωK  gäi

lµ ma trËn ®é cøng ®éng cho kÕt cÊu, cßn )(ˆ),(ˆ ωω PU  lÇn l−ît lµ biªn ®é

phøc cña chuyÓn vÞ nót vµ t¶i träng ®−a vÒ nót. Môc tiªu chÝnh lµ x©y

dùng  ma trËn  )(ˆ ωK  vµ vÐc t¬ )(ˆ ωP .

2.4.2. Quy tr×nh ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng cho kÕt cÊu

Quy tr×nh chung cña ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng ®−îc ph¸t
biÓu nh− sau:

B−íc 1. Chia vËt thÓ ®µn håi (hay kÕt cÊu c«ng tr×nh) thµnh c¸c
phÇn tö b»ng tËp hîp c¸c ®iÓm nót (l−íi) vµ chän vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót
U(t) nh− trong ph−¬ng ph¸p PTHH.

B−íc 2. XÐt tõng phÇn tö riªng biÖt víi vÐc t¬ chuyÓn vÞ nót phÇn tö
trong hÖ to¹ ®é ®Þa ph−¬ng Ue. Gi¶i bµi to¸n ®éng cho phÇn tö trong
miÒn tÇn sè víi ®iÒu kiÖn biªn lµ c¸c chuyÓn vÞ nót )(ˆ ωeU  ®Ó thiÕt lËp mèi

liªn hÖ
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)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ ωωωω eeee PUKN +=  (2.4.2)

trong ®ã )(ˆ ωeN  lµ biªn ®é phøc cña c¸c lùc ®Çu nót, )(ˆ ωeK  lµ ma trËn ®é

cøng ®éng vµ )(ˆ ωeP  lµ biªn ®é phøc cña t¶i träng cho phÇn tö trong hÖ

to¹ ®é ®Þa ph−¬ng. Thùc chÊt ë ®©y lµ x©y dùng ma trËn ®é cøng ®éng vµ

vÐc t¬ t¶i träng phÇn tö  )(ˆ ωeK  vµ )(ˆ ωeP .

B−íc 3. GhÐp nèi ma trËn ®é cøng ®éng vµ vÐc t¬ t¶i träng cho tÊt c¶
c¸c phÇn tö b»ng c¸ch chuyÓn ph−¬ng tr×nh (2.4.2) vÒ hÖ to¹ ®é tæng thÓ
vµ c©n b»ng tÊt c¶ c¸c lùc nót, tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn biªn. Cuèi cïng ta
®−îc ph−¬ng tr×nh (2.4.1) víi
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aKaK
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 (2.4.3)

Kh¸c víi ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n, ë ®ã sö dông nguyªn lý
n¨ng l−îng ®Ó thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng, quy tr×nh cña ph−¬ng
ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng t−¬ng tù nh− ph−¬ng ph¸p ®é cøng trong c¬
häc kÕt cÊu. Tuy nhiªn, kÕt qu¶ ghÐp nèi c¸c ma trËn ®é cøng ®éng phÇn
tö thµnh ma trËn ®é cøng ®éng tæng thÓ cho c¶ kÕt cÊu còng gièng nh−
trong ph−¬ng ph¸p PTHH.

2.4.3. Mét sè phÇn tö th«ng dông

a) PhÇn tö thanh kÐo nÐn vµ trôc xo¾n

XÐt mét phÇn tö thanh cã tiÕt diÖn lµ F, m«®ul ®µn håi E, mËt ®é
khèi ρ, chiÒu dµi 1−−= jjj xxl  (h×nh vÏ 2.4.1) chÞu mét t¶i ph©n bè Q(x, t).

Ph−¬ng tr×nh dao ®éng däc cña thanh cã d¹ng
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H×nh 2.4.1. ChuyÓn vÞ nót vµ lùc ®Çu nót cho phÇn tö thanh
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trong ®ã µ1 lµ hÖ sè c¶n nhít cña vËt liÖu, µ2 lµ hÖ sè c¶n cña m«i tr−êng.

B»ng c¸ch ®Æt:

ti

ti
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ω
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=
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víi u(x,ω) vµ q(x,ω) lµ biªn ®é cña chuyÓn vÞ däc trôc vµ t¶i träng däc trªn
thanh, ta thu ®−îc ph−¬ng tr×nh
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xqq
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ω

lµ tham sè ®éng lùc häc (ω lµ tÇn sè vßng - rad/gi©y) vµ

)1(ˆ
1ωµiEE +=

lµ modul ®µn håi phøc, d−íi ®©y ®Ó cho dÔ theo dâi ta vÉn dïng ký hiÖu E
nh− khi kh«ng cã c¶n.

ChuyÓn vÞ däc trôc tæng qu¸t cã d¹ng
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trong ®ã

jjj xxxxxx ≤≤−= −− 11;

víi  A , B lµ c¸c h»ng sè phô thuéc vµo c¸c ®iÒu kiÖn ë hai ®Çu nót.

Gi¶ sö c¸c chuyÓn vÞ nót lµ uj-1 vµ uj, c¸c lùc ®Çu phÇn tö lµ Nj-1 , Nj . C¸c
®iÒu kiÖn biªn sÏ lµ
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Tõ c¸c ®iÒu kiÖn nµy ta cã mèi liªn hÖ
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              (2.4.4)

trong ®ã ký hiÖu
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∫
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Tõ ph−¬ng tr×nh (2.4.4) ta cã thÓ rót ra c¸c quan hÖ









′








−

+















−

−
=







 −−

j

j

j

j

j

j

jj

jj

j

j

q
q

gEF
EF

u
u

g
g

EF
N
N

1cot
0sec

cotsec
seccot 11

l

l

ll

ll

λλ
λλ

λλ
λλ

λ

víi c¸c ký hiÖu
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coscot ==

Nh− vËy ma trËn ®é cøng ®éng vµ vÐc t¬ t¶i träng cho phÇn thö thanh
chÞu kÐo hay nÐn cã d¹ng
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(2.4.5)

DÔ dµng nhËn thÊy khi cho tÇn sè ω tiÕn ®Õn 0, ma trËn ®é cøng ®éng
cho ta ma trËn ®é cøng ®∙ nhËn ®−îc b»ng ph−¬ng ph¸p PTHH cña phÇn
tö thanh trong c«ng thøc (2.3.19), hay


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

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−
==

→ 11
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)(ˆlim
0

0

j
jj

EFKK
l

ω
ω

.

T−¬ng tù, trong tr−êng hîp xo¾n ma trËn ®é cøng ®éng vµ vÐct¬ t¶i ngoµi
vÉn cã d¹ng nh− (2.4.5), nh−ng thay vµo chç E lµ G, vµ chç cña F lµ I.

b) PhÇn tö dÇm hai chiÒu chÞu uèn

XÐt mét dÇm chÞu uèn trong mÆt ph¼ng xy (hÖ to¹ ®é ®Þa ph−¬ng,
H×nh 2.4.2.) cã c¸c tham sè: modul ®µn håi Ez, diÖn tÝch mÆt c¾t ngang F,
m«men qu¸n tÝnh tiÕt diÖn Iz , mËt ®é khèi l−îng ρ, chiÒu dµi dÇm L
trong mÆt ph¼ng Oxy cña hÖ to¹ ®é ®Þa ph−¬ng. Khi ®ã, ph−¬ng tr×nh
tæng qu¸t m« t¶ chuyÓn ®éng uèn cña dÇm cã d¹ng:
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trong ®ã µ1 lµ hÖ sè c¶n nhít cña vËt liÖu, µ2 lµ hÖ sè c¶n cña m«i tr−êng.

B»ng c¸ch ®Æt:
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extxw
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ω

ω

),(),(
),(),(

=

Φ=

víi Φ(x,ω) vµ q(x,ω) lµ biªn ®é cña chuyÓn vÞ ngang vµ t¶i träng ngang
trªn thanh, ta thu ®−îc ph−¬ng tr×nh
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ωωλ
ω xqx

dx
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=Φ−
Φ ,                         (2.4.6)

trong ®ã

zIE
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
 −= ii
IE
A

ω
µρ

ωλ

lµ tham sè ®éng lùc häc (ω lµ tÇn sè vßng - rad/gi©y), nÕu λ=0 tøc ω=0 ta
cã tr−êng hîp biÕn d¹ng tÜnh, víi ω≠0 th× Φ(x, ω) lµ biªn ®é chuyÓn vÞ
®éng vµ

)1(ˆ
1ωµiEE z +=

lµ modul ®µn håi phøc, d−íi ®©y ®Ó cho dÔ theo dâi ta vÉn dïng ký hiÖu E
nh− khi kh«ng cã c¶n.   

§−a vµo c¸c chuyÓn vÞ nót nh− sau

( ) ( ) ( ) ( ) ; ; 0 ; 0 4321 jj UUUU ll Φ′=Φ=Φ′=Φ=

Khi ®ã ta ®−îc vÐc t¬ to¹ ®é suy réng U={U1, U2, U3, U4}T, ngoµi ra, ta
®−a vµo c¸c lùc nót sau ®©y

x
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N1
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u4

u3

N3

H×nh 2.4.2

y
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lµ vÐc t¬ lùc ®Çu nót. B¶n chÊt c¬ häc cña c¸c lùc N vµ U ®−îc m« t¶
trong H×nh 2.4.2. Khi ®ã, ta cã nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh
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Khi ®ã theo ph−¬ng ph¸p ma trËn truyÒn ta cã
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                                          (2.4.7)

trong ®ã ma trËn
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Sö dông (2.4.7) ®Ó biÓu diÔn c¸c lùc ®Çu nót qua c¸c chuyÓn vÞ nót, t−¬ng
tù nh− trong môc tr−íc ta ®−îc
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  (2.4.8)

§©y chÝnh lµ ma trËn ®é cøng ®éng cña phÇn tö dÇm (chÞu uèn) hai
chiÒu. ThËt thó vÞ lµ cã thÓ sö dông MATLAB ®Ó t×m ®−îc ®−îc biÓu diÔn
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DÔ d¹ng nhËn thÊy hai ma trËn cuèi lµ ma trËn ®é cøng vµ ma trËn khèi
l−îng cña ph−¬ng ph¸p PTHH (c«ng thøc (2.3.22)).

c) PhÇn tö dÇm ba chiÒu

DÇm ba chiÒu thùc chÊt lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c tr−êng hîp sau
®©y: mét lµ biÕn d¹ng däc trôc, tøc lµ phÇn tö thanh nh− ®∙ x©y dùng ë
trªn; hai lµ biÕn d¹ng xo¾n; ba lµ uèn trong mÆt ph¼ng XOY, mµ thùc
chÊt lµ phÇn tö dÇm hai chiÒu ë trªn vµ bèn lµ uèn trong mÆt ph¼ng
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XOZ (nh− trong H×nh 2.3.3). Ma trËn ®é cøng ®éng vµ vÐc t¬ t¶i träng
cña phÇn tö dÇm ba chiÒu sÏ lµ kÕt qu¶ phÐp céng ®¹i sè cña c¸c ma trËn
t−¬ng øng cña c¸c phÇn tö ®−îc liÖt kª ë trªn.

§Ó cã thÓ thùc hiÖn phÐp céng nµy ta cÇn quy ®Þnh trËt tù cña c¸c
bËc tù do cña c¶ phÇn tö tæng hîp. §iÒu nµy ®−îc thùc hiÖn b»ng viÖc
chän c¸c bËc tù do cña phÇn tö dÇm ba chiÒu nh− sau

{ }TUUUUU 121121
ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ)(ˆ =ω ,

trong ®ã ý nghÜa c¬ häc cña c¸c bËc tù do nµy ®−îc chØ râ trong H×nh
2.3.3. Nh− vËy, c¸c phÇn tö thanh, xo¾n vµ phÇn tö dÇm 2 chiÒu trong
mÆt ph¼ng XOY ®∙ ®−îc x©y dùng. §Ó thuËn tiÖn vµ kh«ng nh¾c l¹i ta
®−a vµo c¸c ký hiÖu sau: Ma trËn ®é cøng ®éng cña phÇn tö thanh vµ
phÇn tö trôc xo¾n lÇn l−ît ®−îc ký hiÖu lµ
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Ma trËn phÇn tö dÇm hai chiÒu trong mÆt ph¼ng XOY ®−îc ký hiÖu lµ
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B©y giê, ta x¸c ®Þnh ma trËn ®é cøng ®éng cho phÇn tö dÇm hai
chiÒu trong mÆt ph¼ng XOZ. Tr−íc hÕt, ta cã thÓ t¸ch c¸c bËc tù do cña
phÇn tö nµy tõ phÇn tö dÇm ba chiÒu m« t¶ trong H×nh 2.3.3 vµ ta ®−îc
phÇn tö dÇm hai chiÒu trong mÆt ph¼ng XOZ trong H×nh 2.4.3. So víi
phÇn tö dÇm hai chiÒu ®−îc m« t¶ trong H×nh 2.4.2, ta thÊy ®èi víi phÇn
tö cuèi hai m«men ë hai ®Çu vµ hai gãc xoay ë hai ®Çu cã dÊu ng−îc l¹i.
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H×nh 2.4.3. Uèn trong mÆt ph¼ng xz
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V× vËy, cã thÓ chøng minh ®−îc ma trËn ®é cøng ®éng cña phÇn tö dÇm
trong mÆt ph¼ng XOZ nhËn ®−îc tõ ma trËn ®é cøng ®éng cña phÇn tö
dÇm trong mÆt ph¼ng XOY b»ng c¸ch thay vµo chç m«men qu¸n tÝnh
mÆt c¨t IZ b»ng IY vµ nh©n theo hai phÝa víi ma trËn dÊu nh− sau:
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§ång thêi, còng nh− ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n ta ®−îc ma trËn ®é
cøng ®éng cña phÇn tö dÇm ba chiÒu ë d¹ng
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BiÓu thøc cña c¸c thµnh phÇn ma trËn ®é cøng ®éng nªu trªn ®∙ ®−îc
x¸c ®Þnh trong c¸c phÇn tr−íc.

ThuËt to¸n cho ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng nµy ®∙ ®−îc lËp
tr×nh trªn ng«n ng÷ MATLAB ë d¹ng mét ch−¬ng tr×nh m¸y tÝnh mang
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tªn DIALAB. ViÖc sö dông ch−¬ng tr×nh nµy ®−îc minh ho¹ trong c¸c vÝ
dô tÝnh to¸n d−íi ®©y.

2.4.4. Mét sè vÝ dô tÝnh to¸n

a) DÇm ®µn håi

Sè liÖu cña dÇm ngµm mét ®Çu (c«ng x«n) cã chiÒu dµi L = 0.25 (m),
tiÕt diÖn ngang F = 0.02 × 0.01 (m2), ρ=7827.1011 (kg/m3), E=1.999×1011

(N/m), hÖ sè Poisson υ=0.3.

KÕt qu¶ tÝnh to¸n 10 tÇn sè riªng ®Çu tiªn cña dÇm c«ng x¬n nªu
trªn b»ng DIALAB,  SAP2000 vµ so s¸nh víi nghiÖm gi¶i tÝch ®−îc cho
trong B¶ng 2.4.1. Nh×n vµo b¶ng ta thÊy ®èi víi dÇm ®µn håi ph−¬ng
ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng cho kÕt qu¶ trïng víi nghiÖm gi¶i tÝch (sai sè
xÊp xØ 0.01%). So víi ph−¬ng ph¸p PTHH, cã sai sè cµng lín ®èi víi c¸c
tÇn sè cµng cao (tÇn sè thø 10 cã thÓ lªn ®Õn trªn 6%), th× ph−¬ng ph¸p
ma trËn ®é cøng ®éng chÝnh x¸c h¬n nhiÒu.

B¶ng 2.4.1.

TS ANAL(rad/s) DIALAB(rad/s) ERROR SAP2000(rad/s) ERROR
1 8.2079 8.207031 0.01059% 8.1694 0.4713%
2 16.415 16.41406 0.00573% 16.338 0.4688%
3 51.435 51.43258 0.00470% 50.625 1.6008%
4 102.87 102.8652 0.00470% 101.23 1.6211%
5 144.02 144.0127 0.00506% 140.32 2.6384%
6 282.23 282.2074 0.00799% 272.06 3.7372%
7 288.03 288.0254 0.00159% 280.50 2.6842%
8 466.59 466.5091 0.01733% 444.65 4.9351%
9 564.43 564.4149 0.00268% 543.26 3.8963%

10 696.95 696.8839 0.00949% 655.07 6.3929%

B¶ng 2.4.2.

TÇn
sè

DIALAB
(Hz)

ERROR
(%)

SAP2000
(Hz)

ERROR
(%)

Experiment
(Hz)

1 10.8117 0.8101% 10.5141 3.540% 10.9
2 15.8112 1.3538% 15.6958 0.614% 15.6
3 17.7506 0.8557% 17.5473 0.299% 17.6
4 32.7207 0.6791% 31.9227 1.776% 32.5
5 51.1946 1.5766% 45.7036 9.318% 50.4
6 64.7437 0.5473% 61.4723 5.573% 65.1
7 68.6828 0.5605% 65.8906 3.528% 68.3
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8 79.5393 0.2016% 73.1075 8.272% 79.7
9 93.6771 0.3435% 85.7103 8.819% 94

10 95.6737 0.7534% 88.4760 8.220% 96.4

b) Khung kh«ng gian

XÐt mét khung kh«ng gian ®∙ ®−îc chÕ t¹o vµ thö nghiÖm. C¸c tÇn
sè ®o cña khung trong b¶ng 2.4.2 ®−îc cho ë cét cuèi cïng. KÕt qu¶ tÝnh
to¸n b»ng DIALAB (ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng) vµ SAP2000
(ph−¬ng ph¸p PTHH) ®èi víi khung ®−îc so s¸nh víi thùc nghiÖm (B¶ng
2.4.2) cho thÊy, trong tr−êng hîp nµy ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng
vÉn cho nghiÖm chÝnh x¸c h¬n ph−¬ng ph¸p PTHH rÊt nhiÒu. Sai sè cña
DIALAB nãi chung lµ d−íi 1%, trong khi SAP2000 cã sai sè gÇn 10%.
Nh÷ng kÕt qu¶ nµy còng ®∙ ®−îc so s¸nh víi kÕt qu¶ tÝnh to¸n cña mét
t¸c gi¶ n−íc ngoa× dïng ph−¬ng ph¸p ma trËn chuyÓn tiÕp vµ ph−¬ng
ph¸p PTHH víi sè l−îng phÇn tö kh¸c nhau. KÕt qu¶ cho thÊy DIALAB
®¹t ®−îc ®é chÝnh x¸c nh− cña t¸c gi¶ ®∙ nªu.

H×nh 2.4.4

1

Z

X

Y

30



§éng lùc häc c«ng tr×nh                                                                                     NguyÔn TiÕn Khiªm

97

2.5. C«ng cô m¸y tÝnh trong ®éng lùc häc c«ng tr×nh

2.5.1. Ch−¬ng tr×nh ph©n tÝch kÕt cÊu SAP2000

a) S¬ l−îc vÒ SAP 2000

SAP2000 (Structural Analysis Program) lµ phÇn mÒm ph©n tÝch kÕt cÊu
b»ng ph−¬ng ph¸p PTHH, ®−îc ph¸t triÓn tõ SAP90. Ch−¬ng tr×nh
SAP2000 lµ phiªn b¶n ®Çu tiªn cña SAP hoµn thiÖn viÖc tÝch hîp cïng
víi phÇn mÒm Windows. ThÕ m¹nh ®Çu tiªn cña SAP2000 lµ giao diÖn
®å ho¹ cïng víi viÖc t¹o ra m« h×nh, thùc hiÖn qu¸ tr×nh ph©n tÝch, kiÓm
tra vµ tèi −u ho¸ trong thiÕt kÕ, ®Òu ®−îc thùc hiÖn trªn cïng mét giao
diÖn. Kh¶ n¨ng ph©n tÝch cña ch−¬ng tr×nh còng lµ mét thÕ m¹nh, ®−îc
bæ xung kÕt qu¶ nghiªn cøu gÇn ®©y nhÊt cña kü thuËt sè.  So víi
SAP90, SAP2000 cã thªm phÇn tö phi tuyÕn vµ cã kh¶ n¨ng kiÓm tra, tèi
−u ho¸ trong vÊn ®Ò thiÕt kÕ.

HiÖn nay cã 3 d¹ng ch−¬ng tr×nh SAP2000  (SAP2000 E, SAP2000
PLUS, SAP2000 Nonlinear) cïng sö dông mét d¹ng giao diÖn då häa,
nh−ng tÝnh n¨ng cña mçi ch−¬ng tr×nh kh¸c nhau. LÇn l−ît lµ Phiªn b¶n
dïng trong viÖc gi¶ng d¹y; tiÕp ®Õn lµ thÓ hiÖn míi cña SAP90; cuèi
cïng, SAP2000 Nonlinear, lµ phiªn b¶n më réng cña SAP2000 PLUS cã
thªm phÇn tö phi tuyÕn.

SAP2000 tÝnh to¸n vµ ph©n tÝch cho 6 lo¹i phÇn tö chÝnh: PhÇn tö
thanh hai nót FRAME ;  PhÇn tö tÊm, vá, vá máng 3 chiÒu 3,4 hoÆc 8 nót
SHELL; PhÇn tö ph¼ng ba chiÒu 4 nót PLATE ; PhÇn tö khèi hai chiÒu 3
®Õn 9 nót ASOLI; PhÇn tö khèi ba chiÒu x¸c ®Þnh th«ng qua 8 nót
SOLID; NLLINK - phÇn tö phi tuyÕn.

b) Nh÷ng thao t¸c c¬ b¶n khi sö dông SAP 2000

C«ng viÖc ®Çu tiªn ®Ó mét ng−êi kü s− b¾t ®Çu víi SAP2000 ®ã
chÝnh lµ m« h×nh hãa kÕt cÊu cho bµi to¸n cÇn ph©n tÝch. ViÖc m« h×nh
hãa kÕt cÊu trªn giao diÖn ®å häa SAP2000 cã thÓ thùc hiÖn theo c¸c
b−íc sau: §Þnh d¹ng hÖ trôc to¹ ®é, l−íi ph©n chia, ®¬n vÞ ®o l−êng ;
Khai b¸o ®Æc tr−ng vËt liÖu; Khai b¸o nót phÇn tö vµ thµnh phÇn phÇn
tö cã trong kÕt cÊu; Khai b¸o tÝnh chÊt ®Æc biÖt cña nót (Restrains, springs,
mass..); Khai b¸o t¶i t¸c ®éng ®èi víi kÕt cÊu vµ tæ hîp t¶i träng. Tuy
nhiªn SAP2000 cã s½n mét sè m« h×nh, ta cã thÓ lùa chän, sau ®ã chØnh
söa cho phï hîp víi m« h×nh cña m×nh. §iÒu nµy lµm cho viÖc thiÕt lËp
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mét kÕt cÊu trë nªn ®¬n gi¶n vµ nhanh chãng. ViÖc chØnh söa l−íi còng
rÊt ®¬n gi¶n (Draw/Edit Grid  'cho tham sè theo c¸c trôc X, Y, Z'). Mét
tÝnh chÊt cña SAP2000 trong vÊn ®Ò t¹o m« h×nh mµ ng−êi sö dông cÇn
chó ý, ®ã lµ kh¶ n¨ng ph¸t sinh. §èi víi SAP 90 viÖc ph¸t sinh phÇn tö
cho phÐp hoµn thiÖn m« h×nh nhanh chãng h¬n, nhÊt lµ ®èi víi c¸c kÕt
cÊu cã phÇn tö gièng nhau. SAP2000 ngoµi viÖc ph¸t sinh phÇn tö, nã
cßn cho phÐp ph¸t sinh c¶ mét cÊu tróc.

Khi c«ng viÖc t¹o m« h×nh ®∙ hoµn thiÖn, viÖc tiÕp theo lµ ph©n tÝch
vµ hiÓn thÞ kÕt qu¶. ViÖc ph©n tÝch kÕt qu¶ cña bµi to¸n ®èi víi SAP2000
thùc hiÖn trªn cïng mét giao diÖn, ®©y lµ mét ®iÒu rÊt tiÖn lîi cho víi
ng−êi sö dông. §èi víi SAP90 ViÖc ph©n tÝch bµi to¸n g©y rÊt nhiÒu khã
kh¨n (mÊt thêi gian) bëi viÖc ph©n tÝch ph¶i thùc hiÖn trªn m«i tr−êng
MS-DOS. Tr−íc khi ph©n tÝch ta cÇn ph¶i chän kiÓu ph©n tÝch vµ ®−a ra
kÕt qu¶. §iÒu nµy lµ rÊt cÇn thiÕt, nhÊt lµ ®èi víi kÕt cÊu cã nhiÒu tæ hîp
t¶i. Thùc hiÖn lùa chän th«ng qua Analysis/Set Options. Sau khi ®∙ lùa
chän kiÓu ph©n tÝch thÝch hîp, ta thùc hiÖn ph©n tÝch bµi to¸n
Analysis/Run. Trong khi ch−¬ng tr×nh thùc hiÖn ph©n tÝch, ta cã thÓ
nh×n qu¸ tr×nh ph©n tÝch trªn mµn h×nh vµ khi ch−¬ng tr×nh thùc hiÖn
ph©n tÝch xong ta cã thÓ xem trùc tiÕp b¸o lçi cña ch−¬ng tr×nh do ®ã ta
cã thÓ chØnh söa lçi cña bµi to¸n.

PhÇn hiÓn thÞ cña SAP2000 rÊt tiÖn Ých,  bao gåm viÖc kiÓm tra m«
h×nh vµ hiÓn thÞ kÕt qu¶ ph©n tÝch. KiÓm tra m« h×nh ®∙ thiÕt lËp lµ
kh©u hÕt søc quan träng vµ cÇn thiÕt ®èi víi ng−êi sö dông, tr¸nh nh÷ng
sai sãt cho qu¸ tr×nh ph©n tÝch. M« h×nh cã thÓ ®−îc kiÓm tra vÒ mÆt
h×nh häc còng nh− sè liÖu th«ng qua c¸c lÖnh: Display/Show
Underformed Shape, Show Load, Show Input Tables '. §èi víi
SAP90 sau khi thùc hiÖn ph©n tÝch, muèn hiÓn thÞ kÕt qu¶ ph¶i thùc
hiÖn qua mét ch−¬ng tr×nh kh¸c vµ viÖc hiÓn thÞ kh«ng ®¬n gi¶n.
SAP2000 cho phÐp hiÓn thÞ trªn giao diÖn ®å häa vµ viÖc hiÓn thÞ kÕt qu¶
nµy thÓ hiÖn sù tiÖn Ých cña ch−¬ng tr×nh. Ch−¬ng tr×nh cho phÐp hiÓn
thÞ tÊt c¶ c¸c ®Æc tr−ng c¬ häc cña kÕt cÊu còng nh− cña phÇn tö:  C¸c
d¹ng dao ®éng riªng, biÕn d¹ng cña kÕt cÊu;  ChuyÓn vÞ cña nót;  C¸c ®Æc
tr−ng søc bÒn cña phÇn tö(néi lùc, øng suÊt); §−êng ¶nh h−ëng .

c) Kh¶ n¨ng ph©n tÝch ®éng lùc häc kÕt cÊu c«ng tr×nh cña SAP 2000
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Nãi chung kh¶ n¨ng ph©n tÝch cña SAP2000 còng t−¬ng tù SAP90,
nã chØ thªm phÇn ph©n tÝch phi tuyÕn cho phÇn tö phi tuyÕn. Ngoµi phÇn
ph©n tÝch tÜnh quen thuéc, phÇn ph©n tÝch ®éng lùc häc cña SAP2000
gåm ba lo¹i:

C1. Ph©n tÝch d¹ng dao ®éng (modal analysis for vibration modes)
®−îc hiÓu lµ ph©n tÝch dao ®éng riªng cña kÕt cÊu. KÕt qu¶ cña bµi to¸n
nµy lµ d¹ng dao ®éng vµ tÇn sè riªng cña kÕt cÊu. C¸c d¹ng dao ®éng thÓ
hiÖn øng xö cña kÕt cÊu, chóng còng ®−îc sö dông lµ nÒn t¶ng cho ph©n
tÝch phæ ph¶n øng (response spectrum) vµ miÒn thêi gian (time history).
Trong SAP2000 sö dông hai thuËt to¸n Ritzvector vµ Eigenvector ®Ó ph©n
tÝch d¹ng dao ®éng riªng. ThuËt to¸n Ritzvector cho phÐp tÝnh to¸n xÊp
xØ trÞ riªng vµ vector riªng theo ph−¬ng ph¸p Lanczoc. ThuËt to¸n
Eigenvector lµ viÖc gi¶i bµi to¸n trÞ riªng  0)( 2 =ΦΩ− MK , trong ®ã Ω lµ

c¸c gi¸ trÞ riªng vµ Φ lµ vector riªng b»ng ph−¬ng ph¸p ®Þnh thøc hoÆc
kh«ng gian con tuú theo kÝch th−íc bµi to¸n.

C2. Ph©n tÝch ph¶n øng ®éng trong miÒn thêi gian, lµ viÖc t×m ph¶n
øng cña kÕt cÊu (chuyÓn vÞ vµ néi lùc) d−íi t¸c ®éng cña t¶i träng bÊt kú.
Ph−¬ng ph¸p chñ yÕu lµ chång chÊt d¹ng dao ®éng ®−îc tr×nh bµy trong
ch−¬ng 1 cho ph−¬ng tr×nh

( ) ( ) ( ) )(tPtUMtUCtKU =++ &&& .

C3. Ph©n tÝch phæ ph¶n øng ®Þa chÊn, thùc chÊt lµ gi¶i ph−¬ng tr×nh

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tUmtUmtUmtUMtUCtKU gzzgyygxx ++=++ &&& .

t×m phæ ph¶n øng theo nghÜa ®−îc tr×nh bµy trong ch−¬ng 3. Phæ ph¶n
øng ®éng ®éng ®Êt nµy kh«ng ph¶i lµ biªn ®é phøc cña chuyÓn vÞ, néi lùc
nh− ®∙ tr×nh bµy trong phÇn ph−¬ng ph¸p ma trËn ®é cøng ®éng. ViÖc
ph©n tÝch phæ ph¶n øng ®éng cña kÕt cÊu c«ng tr×nh ®óng theo nghÜa cña
nã ®−îc tr×nh bµy d−íi ®©y, sau phÇn minh ho¹ sö dông SAP 2000.

2.5.2. Ph©n tÝch ®éng lùc häc kÕt cÊu khung b»ng SAP2000.

Ta sÏ minh ho¹ cho c¶ viÖc sö dông SAP2000 lÉn ph−¬ng ph¸p
PTHH trong ph©n tÝch ®éng lùc häc khung kh«ng gian víi m« h×nh ®−îc
m« t¶ trong H×nh  2.5.1. Khung bao gåm 8 phÇn tö dÇm(4 cét vµ 4 thanh
gi»ng) vµ 8 nót, trong ®ã 4 nót 1, 3, 5, 7 ®−îc ngµm chÆt. TÊt c¶ c¸c phÇn
tö cã ®Æc tr−ng vËt liÖu E=2.482.1010 N/m2, ρ=2400kg/m3, υ=0.2 vµ tiÕt
diÖn A=0.25x0.25m2. ChiÒu dµi cña c¸c cét 1,2,3,4 vµ thanh gi»ng 5,6
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b»ng 2m. C¸c thanh cßn l¹i 7,8 cã chiÒu dµi 2.5m. Ta nghiªn cøu bµi to¸n
dao ®éng riªng vµ ph¶n øng thêi gian cña kÕt cÊu d−íi t¸c dông cña t¶i
träng P=1000 sint (N) ®Æt t¹i nót 2, theo ph−¬ng cña phÇn tö 5.

C¸c b−íc tiÕn hµnh ph©n tÝch ®éng lùc häc trªn SAP 2000 nh− sau.

B−íc 1: §Þnh d¹ng hÖ trôc täa ®é, l−íi ph©n chia, ®¬n vÞ ®o l−êng. Tr−íc
tiªn ta chän ®¬n vÞ ®o l−êng ë phÝa d−íi gãc tr¸i ‘N - m’ .Trªn menu chÝnh
(H×nh 2.5.1) chän File>New Model vµ chän c¸c tham sè ®Þnh d¹ng hÖ
trôc vµ l−íi ph©n chia dùa theo m« h×nh kÕt cÊu. C¸c tham sè cña m«
h×nh ®−îc thÓ hiÖn trªn cöa sæ, cô thÓ lµ

- Sè kho¶ng chia l−íi: theo c¸c trôc X, Y, Z ;

- B−íc chia l−íi: trôc X lµ 2,5m cßn l¹i theo hai trôc Y, Z lµ 2m.

KÕt qu¶ lµ ta ®−îc mét l−íi chia lµ mét khèi ch÷ nhËt c¹nh 2,5x2x2.

B−íc 2: Khai b¸o ®Æc tr−ng vËt liÖu. ViÖc khai b¸o th«ng qua  Define >
Materials, trong bµi to¸n sö dông vËt liÖu ThÐp do ®ã ta chän Steel vµ

chän Modify/Show Material, sau ®ã thay ®æi c¸c th«ng sè cho phï hîp

- VËt liÖu ®¼ng h−íng ‘Isotropic’.

- Modul ®µn håi E =2.428e+10 N/m ‘Modulus of Elasticity’.

1
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H×nh 2.5.1. M« h×nh khung kh«ng gian
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- HÖ sè Poisson ν = 0.2  ‘Poisson’s Ratio’.

- Khèi l−îng riªng ρ = 2400kg/m3  ‘Mass per unit Volume’.

- Träng l−îng riªng γ =9.8*ρ   ‘Weight per unit Volume’.

- C¸c tham sè kh¸c chän mÆc ®Þnh nh− hÖ sè d∙n në nhiÖt, m«®un
tr−ît.

B−íc 3: ThiÕt lËp c¸c phÇn tö kÕt cÊu. ViÖc khai b¸o mét phÇn tö ®Çy ®ñ
trªn giao diÖn SAP2000 th«ng qua 3 b−íc:

- Khai b¸o tiÕt diÖn phÇn tö, ®Æc tr−ng phÇn tö Define> Frame
Section/Modify

- T¹o (vÏ) phÇn tö trªn giao diÖn Draw>Frame hoÆc  Draw>Quick
draw Frame (H×nh 2.5.1)

- G¸n ®Æc tr−ng mÆt c¾t cho phÇn tö  Assign>Frame>Section. NÕu
kÕt cÊu chØ cã mét lo¹i tiÕt diÖn th× ch−¬ng tr×nh mÆc ®Þnh lu«n ®Æc
tr−ng cña c¸c phÇn tö võa ®−îc thiÕt lËp theo b−íc trªn lµ lo¹i tiÕt
diÖn ®∙ ®−îc khai b¸o. Do ®ã trong tr−êng hîp bµi to¸n nµy ta cã thÓ
bá qua b−íc nµy.

Qua 3 b−íc trªn ta ®∙ thiÕt lËp ®−îc h×nh d¸ng cña m« h×nh

H×nh 2.5.1
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B−íc 4:  Khai b¸o rµng buéc hoÆc t¶i träng t¹i nót phÇn tö. Dïng con trá
®¸nh dÊu  c¸c nót 1,3,5,7 råi chän Assign/Joint/Restraints sÏ hiÖn lªn
cöa sæ cho phÐp ta lùa chän rµng buéc theo hai c¸ch: thø nhÊt lµ ®¸nh
dÊu vµo c¸c « ®Ó h¹n chÕ bËc tù do hoÆc chän biÓu t−îng gåm 4 lo¹i
ngµm, gèi, tùa vµ tù do. KÕt qu¶ ë c¸c nót 1,3,5,7 lµ ngµm chÆt.

B−íc 5: Khai b¸o t¶i träng cña kÕt cÊu. Hµm t¶i träng F=1000sinωt t¸c
®éng vµo nót 2 theo ph−¬ng X, ®−îc t¸ch thµnh 2 thµnh phÇn: hµm cña
kh«ng gian vµ hµm cña thêi gian F=P(x).G(t). Hµm kh«ng gian P(x) phô
thuéc vµo vÞ trÝ cña t¶i träng, ®−îc khai b¸o lµ t¶i träng tÜnh tËp trung
(th«ng th−êng nã chÝnh lµ biªn ®é cña t¶i träng) th«ng qua c¸c viÖc:

- §Þnh nghÜa t¶i träng b»ng Define/Static Load Case/ sau ®ã khai
b¸o c¸c tham sè cÇn thiÕt (tªn t¶i ‘load’, kiÓu t¶i ‘type’, hÖ sè träng
l−îng b¶n th©n). Khi ®ã cÇn chó ý r»ng khi ph©n tÝch ®éng lùc häc t¶i
träng b¶n th©n cÇn ®−îc khai b¸o Self Weight Multiplier = 1.

- G¸n gi¸ trÞ t¶i träng: chän nót 2 sau ®ã thùc hiÖn: Assign> Join
Static Loads> Force, trong b−íc nµy cÇn chó ý ph−¬ng chiÒu cña lùc
t¸c dông, P(x)=1000, cßn l¹i b»ng 0.

Hµm t¶i thêi gian G(t) ®−îc thiÕt lËp b»ng viÖc §Þnh nghÜa hµm t¶i:
Define> Time History Function>Add New Function. Bµi to¸n xÐt

t¸c ®éng trong mét chu kú T=2π ta cã thÓ nhËp trùc tiÕp tõng gi¸ trÞ (mét
cét lµ gi¸ trÞ t¹i c¸c nót thêi gian ‘time’, vµ mét cét lµ gi¸ trÞ sinωt ‘value’)
ngoµi ra ta cã thÓ nhËp tõ file text ®∙ ®−îc thiÕt lËp theo ®óng quy c¸ch.

Sau khi ®∙ cã hai hµm t¶i theo kh«ng gian vµ thêi gian, t¶i träng tæng
hîp ®−îc t¹o thµnh nhê viÖc x¸c ®Þnh tr−êng hîp t¶i Define/ Time
History Cases. C¸c tham sè cÇn ®−îc khai b¸o trong cöa sæ nµy lµ
Analysis Type: Periodic

Load Assignments

- Load : ChØ ®Þnh hµm t¶i kh«ng gian ®∙ ®−îc khai b¸o ë trªn ‘Load1’

- Function : ChØ ®Þnh hµm t¶i thêi gian ‘FC’

- Scale Factor: HÖ sè nh©n cho gi¸ trÞ cña hµm t¶i träng ‘1’

- Arrival time: Thêi ®iÓm ban ®Çu t¸c ®éng (0)

- Number of Output Time Steps: b−íc thêi gian tÝnh to¸n ‘20’
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- Output Time Steps size: Kho¶ng chØ ®Þnh ∆t=π/10= 0.31416

B−íc 7: Ph©n tÝch dao ®éng: §iÒu ®Çu tiªn lµ chän kiÓu bµi to¸n ph©n

tÝch, ®−îc thùc hiÖn lùa chän th«ng qua Analysis/Set Options. ë ®©y ta

chän Dynamic Analysis vµ Set Dynamic Parametes ®Ó  khai b¸o c¸c
tham sè: Sè l−îng modes; Ph−¬ng ph¸p Eigenvector hay Ritsvector; TÇn
sè trung t©m; TÇn sè cùc ®¹i, sai sè,... . §Ó xuÊt kÕt qu¶ cÇn chän
Generate Output vµ Select Output Options. §Ó b¾t ®Çu gi¶i bµi to¸n
ta chän  Analysis/Run(hoÆc F5).

B−íc 8. HiÓn thÞ kÕt qu¶ ph©n tÝch. a) Xem  c¸c d¹ng dao ®éng riªng
(mode) ®−îc thùc hiÖn nhê Display/Show Mode Shape. Trong ®ã
Scale factor lµ hÖ sè khuÕch ®¹i hiÓn thÞ; Mode Number – sè hiÖu

d¹ng dao ®éng cÇn hiÓn thÞ; Wire Shadow - thÓ hiÖn b»ng ®−êng mê kÕt
cÊu ch−a biÕn d¹ng.... Trªn h×nh vÏ d¹ng riªng cã kÌm theo chu kú t−¬ng
øng cña nã. Nh−ng nÕu muèn xem gi¸ trÞ c¸c tÇn sè riªng ®ång thêi ta
ph¶i vµo file kÕt qu¶ .out vµ lÊy ra b¶ng gi¸ trÞ tÇn sè nh− trong b¶ng
2.5.1. b) BiÓu diÔn kÕt qu¶ ph©n tÝch ®¸p øng b»ng viÖc chän Display/
Show Time History Traces. BiÓu diÔn ®å thÞ cña hµm t¶i träng, chuyÓn
vÞ, vËn tèc.. theo hµm thêi gian: F(t) vs t hoÆc gi÷a c¸c hµm víi nhau:

F(t) vs F(t). ë ®©y  cÇn khai b¸o Time range- miÒn thêi gian ®Ó biÓu

diÔn; Axis range override - miÒn gi¸ trÞ biÓu diÔn trªn trôc; Define
Function - chØ ®Þnh hµm cÇn biÓu diÔn; Line Option -  chØ ®Þnh ®−êng

cong thÓ hiÖn; Line Color - chØ ®Þnh mµu cña ®−êng cong thÓ hiÖn;
Scale Factor - hÖ sè phãng ®¹i ®−êng cong thÓ hiÖn; Axis Labels - ghi
chó trªn c¸c trôc to¹ ®é.

B¶ng 2.5.1.

MODE PERIOD FREQUENCY FREQUENCY

(TIME) (CYC/TIME) (RAD/TIME) (RAD/TIME)**2

1 0.050112 19.955207 125.382264

2 0.048829 20.479569 128.676925

3 0.045175 22.13631 139.086537

4 0.027501 36.362876 228.47469

5 0.004981 200.751464 1261.359

6 0.004964 201.462361 1265.825
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7 0.004951 201.964527 1268.981

8 0.004927 202.974334 1275.325

9 0.003929 254.496013 1599.046

10 0.003917 255.300014 1604.097

Lùa chän c¸c hµm hiÓn thÞ: b»ng Define Functions. VÝ dô, ®Ó hiÓn thÞ
®¸p øng cña nót 8, Chän Add Joint Disps/Forces> , ta ®−îc cöa sæ
trong ®ã chän sè hiÖu nót Joint ID vµ dïng Vector Type ®Ó hiÓn thÞ
ph¶n øng (chuyÓn vÞ – Disp, vËn tèc – Vel, gia tèc Accel víi c¸c h×nh thøc
kh¸c nhau) hoÆc lùc c¨ng lß xo – Spring Force, ph¶n lùc Reaction). Cuèi
cïng lµ chän h−íng cña ®¸p øng còng nh− cña lùc b»ng Component. c)
HiÓn thi øng suÊt néi lùc cña kÕt cÊu Display>Show Element
Forces/Stresses. Trªn cña sæ Member Force Diagram for frame chän
lo¹i lùc cÇn hiÓn thÞ nh− Axxial Force – lùc däc trôc, Shear 2-2 hoÆc

Shear 3-3 theo c¸c mÆt c¾t, c¸c m«men xo¾n vµ uèn. BiÓu ®å ®−îc hiÖn
ra ngay bªn c¹nh.
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 Ch−¬ng 3

Mét sè bµi to¸n thùc tÕ
cña §éng lùc häc c«ng tr×nh

Trong ch−¬ng nµy ta nghiªn cøu mét sè bµi to¸n c¬ b¶n cña §éng lùc
häc c«ng tr×nh th−êng gÆp trong thùc tÕ. B¾t ®Çu tõ bµi to¸n dao ®éng cña
dÇm cÇu ®¬n gi¶n d−íi t¸c ®éng cña t¶i träng di ®éng. §©y lµ vÊn ®Ò rÊt
quan träng trong viÖc thiÕt kÕ còng nh− sö dông c¸c cÇu giao th«ng trong
thùc tÕ. ViÖc gi¶i bµi to¸n nµy cho phÐp ta x¸c ®Þnh ®−îc hÖ sè ®éng cña
dÇm cÇu, vËn tèc tíi h¹n cho phÐp cña c¸c ph−¬ng tiÖn giao th«ng trªn cÇu
®Ó tr¸nh céng h−ëng vµ hiÓu ®−îc mét sè hiÖn t−îng lý thó cÇn ph¶i l−u ý
trong thùc tÕ sö dông khai th¸c cÇu. Bµi to¸n thø hai lµ viÖc nghiªn cøu
ph¶n øng cña c¸c c«ng tr×nh d−íi t¸c dông cña ®éng ®Êt, mét vÊn ®Ò còng
kh«ng kÐm phÇn quan träng ®Ó x©y dùng c¸c c«ng tr×nh trong vïng ®éng
®Êt. TiÕp theo chóng ta xem xÐt bµi to¸n ®éng lùc häc c«ng tr×nh d−íi t¸c
dông cña sãng ®ang rÊt ®−îc quan t©m hiÖn nay trong viÖc x©y dùng c¸c
c«ng tr×nh biÓn. Cuèi cïng, chóng t«i xin giíi thiÖu tãm l−îc vÒ øng dông
®éng lùc häc c«ng tr×nh trong chÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh.

3.1. Dao ®éng cña dÇm cÇu d−íi t¸c dông cña t¶i träng di  ®éng

§Ó ®¬n gi¶n vµ hiÓu râ b¶n chÊt vÊn ®Ò, ta xÐt mét nhÞp cÇu ®−îc m«
h×nh  ho¸ nh− mét dÇm ®µn håi cã c¸c ®Æc tr−ng vËt liÖu vµ h×nh häc nh−
sau: m«dun ®µn håi E, hÖ sè c¶n néi µ, c¶n ngo¹i c, mËt ®é khèi ρ, tiÕt diÖn
ngang F, m«men qu¸n tÝnh tiÕt diÖn Ι vµ chiÒu dµi L. C¸c ®iÒu kiÖn biªn lµ
gèi tùa ®¬n gi¶n. T¶i träng di ®éng ®−îc xÐt nh− mét lùc h»ng sè t¸c dông
lªn dÇm cã ®iÓm ®Æt di ®éng víi vËn tèc v.

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh dao ®éng uèn cña dÇm cã d¹ng
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trong ®ã W lµ ®é vâng cña dÇm, vtxta += 0)( , )(xδ  lµ hµm §ir¾c.

§iÒu kiÖn biªn cã d¹ng

0),(),0(),(),0( =′′=′′== tLWtWtLWtW

Nh− trong phÇn 1.5.2 ta ®∙ x¸c ®Þnh ®−îc tÇn sè vµ d¹ng dao ®éng riªng
cña dÇm gèi tùa ®¬n gi¶n b»ng
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NÕu t×m nghiÖm ph−¬ng tr×nh (3.1.1) ë d¹ng
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ta sÏ ®−îc c¸c ph−¬ng tr×nh ®Ó t×m to¹ ®é suy réng q ë d¹ng
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Tõ ®ã nghiÖm dõng (sau khi dao ®éng riªng t¾t) cña ph−¬ng tr×nh (3.1.2) lµ
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Cuèi cïng ®é vâng ®éng lùc häc cña dÇm sÏ lµ
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Tim«shenk« ®∙ chØ ra ®−îc r»ng nÕu t¶i träng ®øng yªn t¹i vÞ trÝ x0 th×
chuyÓn vÞ tÜnh cña dÇm sÏ ®−îc x¸c ®Þnh tõ c«ng thøc (3.1.3) b»ng c¸ch
thay vµo ®ã vËn tèc v = 0. Khi ®ã
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Trong viÖc nghiªn cøu ®éng lùc häc cÇu, ng−êi ta quan t©m nhiÒu ®Õn hÖ sè
®éng lùc häc, ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch gi¶i tÝch b»ng tû sè
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Do ®ã biÓu thøc tæng qu¸t cña hÖ sè ®éng lùc häc cã d¹ng
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Trong thùc tÕ hÖ sè ®éng ®−îc tÝnh nh− lµ gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hÖ sè ®éng lý
thuyÕt theo thêi gian. Khi ®ã hÖ sè ®éng sÏ phô thuéc vµo tõng vÞ trÝ trªn
cÇu, cô thÓ lµ ®èi víi d¹ng dao ®éng c¬ b¶n t¹i vÞ trÝ lùc t¸c dông ta cã
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C«ng thøc cuèi cho thÊy:

- HÖ sè ®éng kh«ng x¸c ®Þnh t¹i c¸c ®Çu dÇm vµ nhËn gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i
vÞ trÝ gi÷a dÇm.

- §èi víi vËn tèc cña t¶i träng th× hÖ sè ®éng lín nhÊt khi 
L
av π0= .

- HÖ sè ®éng cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc nÕu biÕt tÇn sè dao ®éng riªng vµ hÖ sè
c¶n cña dÇm.

KÕt luËn cuèi cã ý nghÜa thùc tÕ rÊt cao, bëi v× ®Ó x¸c ®Þnh hÖ sè ®éng thùc
tÕ cña dÇm cÇu kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i thö t¶i tÜnh vµ ®éng, mµ cã thÓ b»ng
c¸ch ®o tÇn sè riªng vµ hÖ sè c¶n cña nã lµ ®ñ.

Ngoµi hÖ sè ®éng nªu trªn, trong thùc tÕ cÇn ph¶i quan t©m ®Õn hiÖn t−îng
céng h−ëng cña cÇu x¶y ra do tèc ®é cña phu¬ng tiÖn giao th«ng ®i trªn
cÇu. Theo c«ng thøc (3.1.3) ta thÊy biªn ®é dao ®éng cña dÇm cÇu sÏ rÊt lín
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nÕu vËn tèc cña t¶i träng gÇn víi mét trong c¸c tÇn sè dao ®éng riªng (céng
h−ëng), tøc lµ khi

,...3,2,1,0 =≈ j
L
jav π

Trong thùc tÕ ®Ó kh«ng x¶y ra céng h−ëng, vËn tèc cña ph−¬ng tiÖn giao
th«ng trªn cÇu kh«ng ®−îc v−ît qu¸ giíi h¹n

F
EI

LL
av

ρ
ππ

== 0ˆ                                           (3.1.7)

Râ rµng lµ cÇu cµng cøng vµ cµng ng¾n th× vËn tèc giíi h¹n cµng cao. CÇu

cµng nÆng th× vËn tèc cho phÐp cµng bÐ. ë ®©y chóng ta kh«ng xÐt ®Õn hiÖu
øng t¸c dông cña giã, trong vµi tr−êng hîp cã thÓ còng dÉn ®Õn céng h−ëng
lµm nguy hiÓm cho cÇu. Trong thùc tÕ, ®Ó cã thÓ quy ®Þnh tèc ®é cho phÐp
®èi víi mét cÇu cô thÓ, cÇn ph¶i tÝnh ®Õn nhiÒu yÕu tè kh¸c n÷a nh− t¸c
®éng cña giã, cña nhiÒu ph−¬ng tiÖn cïng mét lóc vµ c¶ hÖ sè an toµn nµo
®ã. V× thÕ tèc ®é cho phÐp thùc tÕ nhá h¬n nhiÒu so víi tèc ®é tÝnh ®−îc tõ
c«ng thøc (3.1.7).

Mét ®iÒu lý thó n÷a khi nghiªn cøu ®éng lùc häc dÇm cÇu lµ hiÖn
t−îng “céng h−ëng chËm” sau ®©y. Theo (3.1.3), chu kú dao ®éng c−ìng bøc
cña dÇm cÇu b»ng

T
jjv

LT
j

c
222

===
ν
π                                    (3.1.8)

trong ®ã T lµ thêi gian t¶i träng ®i hÕt chiÒu dµi dÇm cÇu. §èi víi d¹ng dao
®éng thø nhÊt, khi t¶i träng ®i hÕt chiÒu dµi dÇm cÇu th× dao ®éng cña cÇu
míi thùc hiÖn ®−îc nöa chu kú céng h−ëng vµ thêi ®iÓm nguy hiÓm nhÊt
còng lµ lóc nµy. Nh− vËy, thêi ®iÓm nguy hiÓm nhÊt kh«ng ph¶i lµ lóc t¶i
träng ë gi÷a cÇu mµ lµ lóc t¶i träng ®∙ ®i hÕt chiÒu dµi cÇu.

B»ng ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù, chóng ta cã thÓ nghiªn cøu c¸c bµi to¸n
phøc t¹p h¬n vÒ dao ®éng cña dÇm cÇu d−íi t¸c ®éng cña t¶i träng di ®éng.
Cô thÓ nh− trong tr−êng hîp t¶i kh«ng ph¶i lµ h»ng sè, mµ lµ hµm cña thêi
gian hay lµ vËt thÓ cã khèi l−îng ®Æt trªn bé gi¶m chÊn di ®éng trªn dÇm.
Hay bµi to¸n phøc t¹p h¬n n÷a lµ viÖc nghiªn cøu dao ®éng cña cÇu d−íi
t¸c dông cña tæ hîp t¶i träng ph©n bè di ®éng. Nh÷ng bµi to¸n phøc t¹p
nµy cho ®Õn nay vÉn ch−a gi¶i quyÕt ®−îc trän vÑn mµ ®ang tiÕp tôc ®−îc
nghiªn cøu.
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3.2. Ph¶n øng cña c«ng tr×nh trong ®éng ®Êt

3.2.1. S¬ l−îc vÒ ®éng ®Êt.

§éng ®Êt lµ mét hiÖn t−îng ®Æc biÖt cña tù nhiªn, ®∙ ®−îc biÕt ®Õn tõ
thêi cæ ®¹i. §éng ®Êt rÊt nguy hiÓm ®èi víi c¸c c«ng tr×nh x©y dùng. Cã rÊt
nhiÒu vÝ dô minh chøng cho t¸c h¹i cña ®éng ®Êt ®Õn cuéc sèng cña con
ng−êi, gÇn ®©y nhÊt lµ c¸c trËn ®éng ®Êt ë Armeni, Thæ NhÜ Kú, K«bª
(NhËt b¶n). Cho ®Õn nay ®éng ®Êt vÉn lµ mét hiÖn t−îng kh«ng thÓ dù b¸o
sím ®−îc. V× vËy, khi thiÕt kÕ x©y dùng c¸c c«ng tr×nh quan träng trong
vïng ®éng ®Êt b¾t buéc ph¶i tÝnh ®Õn kh¶ n¨ng ®éng ®Êt cã thÓ x¶y ra.

Nguyªn nh©n s©u xa cña ®éng ®Êt còng vÉn ch−a ®−îc s¸ng tá. Ng−êi
ta chØ biÕt r»ng ®éng ®Êt x¶y ra khi ë mét vÞ trÝ nµo ®ã trong lßng ®Êt ph¸t
ra mét n¨ng l−îng v« cïng lín lµm c¸c líp vá tr¸i ®Êt tr−ît t−¬ng ®èi so víi
nhau. T©m ®iÓm x¶y ra sù ph¸t t¸n n¨ng l−îng nµy gäi lµ chÊn t©m
(Epicentre). N¨ng l−îng ph¸t ra ®−îc ®Æc tr−ng bëi mét tham sè gäi lµ
c−êng ®é ®éng ®Êt, mµ ng−êi ta cã thÓ sö dông c¸c thang ®o kh¸c nhau.
HiÖn nay th«ng dông nhÊt lµ ®é Richter. T¸c ®éng cña ®éng ®éng ®Êt ®Õn
c«ng tr×nh th−êng ®−îc ®¸nh gi¸ bëi c¸c tham sè nh− h−íng ®éng ®Êt,
chuyÓn dÞch, gia tèc cña ®Êt vµ cuèi cïng lµ kho¶ng thêi gian x¶y ra ®éng
®Êt còng nh− tÇn suÊt cña nã.

3.2.2. TÝnh to¸n ph¶n øng ®éng cña c«ng tr×nh ®èi víi ®éng ®Êt - m«
h×nh rêi r¹c

Nh− ta ®∙ nãi ë trªn, t¸c dông cña ®éng ®Êt lªn c«ng tr×nh chñ yÕu
th«ng qua sù chuyÓn dÞch ngang cña nÒn ®−îc ®Æc tr−ng bëi gia tèc nÒn ®Êt
t¹i ch©n c«ng tr×nh. XÐt m« h×nh ®¬n gi¶n cña c«ng tr×nh trong ®éng ®Êt

cho trong H×nh 3.2.1. ë ®©y, ta chän n = 1 khèi l−îng b»ng m ®−îc gi¶ thiÕt

tËp trung t¹i ®Ønh c«ng tr×nh, c lµ hÖ sè c¶n néi vµ 3

3
L
EIk =  lµ ®é cøng t−¬ng

®−¬ng, x0(t) lµ dÞch chuyÓn ngang cña nÒn g©y ra do ®éng ®Êt.

Víi nh÷ng gi¶ thiÕt nh− vËy ta cã ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña hÖ

)()()()( 0 txmtkxtxctxm &&&&& −=++ (3.2.1)

Ph−¬ng tr×nh nµy cã thÓ ®−a vÒ d¹ng chuÈn ho¸ nh− sau:

)()()(2)( 0
2
00 txtxtxtx &&&&& −=++ ωζω                       (3.2.2)

trong ®ã ω0 lµ tÇn sè riªng cña hÖ khi kh«ng cã c¶n, ζ lµ chØ sè c¶n tíi h¹n
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m
k

=0ω  , 
m
c

02ω
ζ =

NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh cuèi b»ng tæng nghiÖm riªng vµ nghiÖm tæng
qu¸t cña ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt t−¬ng øng. ChØ sè c¶n tíi h¹n ζ  phô
thuéc vµo d¹ng kÕt cÊu vµ b¶n chÊt cña vËt liÖu x©y dùng. Nh− ®∙ biÕt
trong lý thuyÕt dao ®éng, trong tr−êng hîp ζ = 1 vµ ζ >1 th× hÖ c¬ häc sÏ
chuyÓn ®éng t¾t dÇn kh«ng dao ®éng. NÕu ζ <1 th× nghiÖm riªng cña
ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt t−¬ng øng biÓu diÔn dao ®éng t¾t dÇn vµ sÏ mÊt
®i trong thêi gian ng¾n.

V× vËy, ë ®©y ta chØ xÐt nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh (3.2.2) nã biÓu diÔn
dao ®éng b×nh æn d−íi t¸c ®éng cña ®éng ®Êt. NghiÖm nµy ®−îc biÓu diÔn
d−íi d¹ng tÝch ph©n Duhamel

∫ −−= ∗−−
∗

t
t dtextx

0

)(
0 )(sin)(1)( 0 ττωτ

ω
τζω&&  (3.2.3)

§¹o hµm liªn tiÕp (3.2.3) theo thêi gian sÏ thu ®−îc vËn tèc t−¬ng ®èi vµ gia
tèc tuyÖt ®èi cña khèi l−îng m

[ ]∫ −+−−= ∗∗∗−−
t

t dttextx
0

)(
0 )(sin)(cos)()( 0 ττωζτωτ τζω&&&      (3.2.4)

[ ]∫ −+−−=+ ∗∗−−∗
t

t dttextxtx
0

*2*)(
00 )(cos2)(sin)1()()()( 0 ττωζτωζτω τζω&&&&&&    (3.2.5)

víi

)(0 tx

)(1 tx

)(2 tx

)(3 tx

)(txn

H×nh 3.2.1.
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2*2
0

* 1/;1 ζζζζωω −=−=

Thùc tÕ ®èi víi nhiÒu hÖ kÕt cÊu, hÖ sè c¶n tíi h¹n kh¸ nhá (<10%) vµ do ®ã
cã thÓ lÊy gÇn ®óng

ω* ≈ ω0 ; ζ* ≈ ζ

Trªn c¬ së c¸c c«ng thøc nµy ta cã thÓ x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng sau

- Phæ ®¸p øng tùa dÞch chuyÓn

)(),( txMaxS td =ζω . (3.2.6)

- Phæ ®¸p øng tùa vËn tèc vµ phæ ®¸p øng tùa gia tèc ®−îc x¸c ®Þnh theo
c¸c c«ng thøc sau

                         ),()(),( ζωωωζω dtv StxMaxS ==                (3.2.7)

),()(),( 22 ζωωωζω dta StxMaxS ==              (3.2.8)

Nh− vËy, øng víi gia tèc ®o ®−îc cña ®éng ®Êt vµ víi mét hÖ sè c¶n
nhít ®∙ cho, ng−êi ta cã thÓ x¸c ®Þnh tùa phæ ®¸p øng nh− lµ mét hµm sè
cña tÇn sè riªng cña hÖ dao ®éng. Mét vÝ dô minh ho¹ cho phæ tùa dÞch
chuyÓn ®−îc tr×nh bµy trong H×nh 3.2.2.

Sau khi x¸c ®Þnh ®−îc c¸c phæ ph¶n øng, ta cã thÓ tÝnh ®−îc mét lùc tÜnh
t−¬ng ®−¬ng theo nghÜa thay lùc tÜnh t¸c dông lªn hÖ ®Ó g©y nªn dÞch
chuyÓn b»ng dÞch chuyÓn cùc ®¹i mµ lùc ®éng g©y nªn Fs = k.xmax = mSa .

T−¬ng tù cã thÓ thiÕt lËp m« h×nh h÷u h¹n bËc tù do cho c«ng tr×nh (vÝ
dô b»ng ph−¬ng ph¸p PTHH), khi ®ã ta ®−îc ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng
cña c«ng tr×nh cã d¹ng vÐc t¬

H×nh 3.2.2.  Phæ ®¸p øng tùa dÞch chuyÓn cña trËn ®éng ®Êt El-Centro
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[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } )(1 0 txMUKUCUM &&&&& =++                            (3.2.9)

trong ®ã c¸c ma trËn M, C, K ®∙ biÕt, cã thÓ x©y dùng ®−îc b»ng mét trong
c¸c ph−¬ng ph¸p ®∙ tr×nh bµy ë ch−¬ng 2, vÐc t¬ { }1  biÓu diÔn h−íng t¸c

dông cña ®éng ®Êt, tøc h−íng dÞch chuyÓn ngang cña nÒn ®Êt. NÕu t×m
nghiÖm ph−¬ng tr×nh cuèi ë d¹ng

{ } [ ] { }qU ⋅Φ=

trong ®ã [ ]Φ  lµ ma trËn d¹ng riªng vµ  { } { }TN tqtqq )(),...,(1=  lµ vÐc t¬ to¹ ®é suy

réng, ta sÏ ®−îc ph−¬ng tr×nh

)()()(2)( 0
2 txftqtqtq iiiiiii &&&&& =++ ωωζ

víi c¸c ký hiÖu

j

j
j

jj

j
j

j

j
j M

F
f

KM

C
M
K

=== ;
2

;2 ζω

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }1;;; MFKKCCMM T
iii

T
iii

T
iii

T
ii Φ=ΦΦ=ΦΦ=ΦΦ=

Theo kÕt qu¶ ë phÇn trªn, ®èi víi mçi to¹ ®é chÝnh ta cã thÓ x¸c ®Þnh phæ
tùa dÞch chuyÓn b»ng

),()(),( kkdkktkk
q
k SftqMaxS ζωζω ==

HiÓn nhiªn ®©y kh«ng ph¶i lµ phæ ®¸p øng tùa dÞch chuyÓn cña c«ng tr×nh.
VÒ nguyªn t¾c, ®Ó t×m phæ ®¸p øng nµy chóng ta ph¶i tÝnh biªn ®é cùc ®¹i
cña ph¶n øng c«ng tr×nh t¹i mét nót k nµo ®ã tõ biÓu thøc

∫ =



∑ −Φ= −−

t

k
k

t
kjkkj Njdtefxtq kk

0

)(
0 ,....,1;)(sin)/1()()( ττωωτ τωζ&&

V× vËy, cã hai c¸ch ®¬n gi¶n ®Ó t×m phæ ®¸p øng mét c¸ch gÇn ®óng tõ phæ
cña to¹ ®é suy réng. Thø nhÊt, cã thÓ tÝnh

∑==
k

kjkjj StqMaxS ),()(),( 2 ζωζω                        (3.2.10)

trong ®ã

),(),( kk
q
kjkkkjk SS ζωζω Φ=

C¸ch thø hai cã kÓ ®Õn t−¬ng quan gi÷a c¸c d¹ng riªng

∑=
nm

nn
q
mmm

q
mmnj SSQS

,
),(),(),( ζωζωζω (3.2.11)
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trong ®ã Qmn lµ c¸c hÖ sè t−¬ng quan gi÷a c¸c d¹ng riªng.

3.2.2. TÝnh to¸n ph¶n øng ®éng cña c«ng tr×nh ®èi víi ®éng ®Êt –
m« h×nh liªn tôc

XÐt mét cét ®øng, nh− mét dÇm ®µn håi víi c¸c ®Æc tr−ng LFIE ,,,,ρ ,

ngµm mét ®Çu vµo nÒn ®Êt. Mét c¸ch tæng qu¸t, chuyÓn ®éng cña nÒn trong
®éng ®Êt ®−îc gi¶ thiÕt theo h−íng xiªn, t¹o víi ph−¬ng n»m ngang mét
gãc α  vµ cã ®é lín b»ng )(tζ . Khi ®ã thµnh phÇn n»m ngang vµ thµnh phÇn

th¼ng ®øng cña chuyÓn vÞ nÒn lÇn l−ît cã d¹ng:

αζαζ sin)()(;cos)()(0 ttvttu == .                       (3.2.12)

Kh«ng khã kh¨n cã thÓ thay thÕ chuyÓn vÞ c−ìng bøc th¼ng ®øng cña nÒn
b»ng lùc nÐn däc ph©n bè ®Òu trªn dÇm víi mËt ®é ph©n bè b»ng

αζρ sin)()( tFtp &&−=

Nh− vËy, nÕu coi ),( txu  lµ ®é uèn ngang cña cét (chuyÓn vÞ ngang t−¬ng ®èi

cña dÇm so víi nÒn, th× ph−¬ng tr×nh (1.4.4), ch−¬ng 1 tÝnh thªm c¶n ngoµi
cho ta:

)(),(),(),(),( 02

2

2

2
tuF

x
txup

xt
txuc

x
txuEI

x
txuF &&&& ρρ −=





∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
+









∂
∂

∂
∂

+       (3.2.13)

Víi ®iÒu kiÖn biªn

0)0(),(0),()(),()(),(
3

3

2

2

====
∂

∂
==

∂
∂

==
∂

∂ xtxux
x
txuLx

x
txuLx

x
txu

ph−¬ng tr×nh (3.2.13) cã thÓ nghiªn cøu b»ng ph−¬ng ph¸p Bópnèp-
Galerkin vµ sÏ dÉn tíi viÖc nghiªn cøu t¸c ®éng ®ång thêi cña ngo¹i lùc vµ
kÝch ®éng tham sè, mét bµi to¸n phi tuyÕn v−ît ra ngoµi khu«n khæ néi
dung cña gi¸o tr×nh nµy. §©y lµ mét vÊn ®Ò nghiªn cøu ¶nh h−ëng cña dÞch
chuyÓn ®øng trong ®éng ®Êt ®Õn c«ng tr×nh, ®éc gi¶ cã thÓ t×m hiÓu trong
c¸c tµi liÖu hoÆc tù gi¶i quyÕt.

NÕu bá qua thµnh phÇn chuyÓn dÞch ®øng cña ®éng ®Êt, ta ®−îc bµi to¸n
dao ®éng uèn cña dÇm víi lùc tËp ph©n bè ®Òu trªn c¶ dÇm víi mËt ®é lµ
qu¸n tÝnh cña dÇm

)(),(),(),( 02

2

2

2
tuF

x
txuEI

xt
txuctxuF &&&& ρρ −=









∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
+
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Lêi gi¶i cña bµi to¸n nµy ®∙ cho ë môc 1.5.3, cô thÓ lµ hµm mËt ®é phæ cña
chuyÓn vÞ ngang (®é uèn) cña dÇm b»ng

)()()()()(),(
,

*
0

xxHHrrSxS kj
kj

kjkjuw φφωωωω ∑= && (3.2.14)

trong ®ã )(
0
ωuS &&  lµ mËt ®é phæ cña gia tèc nÒn theo ph−¬ng ngang vµ

1;)(;]2[)(
0

122 −=∫=+−= − idxxriH
L

jjjjjj φωωςωωω

Hµm mËt ®é phæ (3.2.14) kh«ng ph¶i lµ phæ tùa dÞch chuyÓn ®∙ nghiªn cøu
ë trªn. §©y lµ hµm mËt ®é phæ cña chuyÓn vÞ ngang, phô thuéc vµo to¹ ®é
trªn dÇm vµ tÇn sè kÝch ®éng. DÜ nhiªn, còng gièng nh− tùa phæ ®¸p øng
nªu trªn, mËt ®é phæ ®¸p øng phô thuéc c¶ vµo tÇn sè riªng vµ hÖ sè c¶n
cña c«ng tr×nh. TÝnh ph−¬ng sai cña dÞch chuyÓn ngang b»ng

)()()()()()()(

),(),,(

,,

*

2

0
xxSxrxrdHHS

dxSx

kj
kj

jkkkjj
kj

kju

wjjw

φφφφωωωω

ωωςωσ

∑∑ ∫

∫

=







=

==

∞+

∞−

+∞

∞−

&&

trong ®ã







∫=
+∞

∞−
ωωωω dHHSrrS kjukjjk )()()( *

0&&

Cuèi cïng, ®é lÖch trung b×nh b×nh ph−¬ng cña chuyÓn vÞ cã d¹ng

∑=
kj

kjjkw xxSx
,

)()(),,( φφςωσ

t−¬ng ®−¬ng víi phæ tùa dÞch chuyÓn ®∙ tÝnh mét c¸ch gÇn ®óng ë trªn.
NÕu tÝnh ®é lÖch trung b×nh b×nh ph−¬ng cña chuyÓn vÞ t¹i x = xn vµ ký
hiÖu ),(),,( ςωσςωσ nnw x = th× c«ng thøc (3.2.15) ®óng lµ t−¬ng tù nh− c«ng

thøc (3.2.11). ChØ cã ®iÒu c«ng thøc (3.2.15) lµ chÝnh x¸c, cßn (3.2.11) chØ lµ
gÇn ®óng. Tuy nhiªn c«ng thøc (3.2.15) chØ nhËn ®−îc ®èi víi kÕt cÊu dÇm,
cßn c«ng thøc (3.2.11) cã thÓ nhËn ®−îc cho c¶ kÕt cÊu khung, dµn,...

3.3. §éng lùc häc c«ng tr×nh biÓn

3.3.1. C¸c ®Æc tr−ng c¬ b¶n cña sãng biÓn.

Sãng biÓn chñ yÕu ®−îc g©y ra bëi giã, lµ kÕt qu¶ cña sù t−¬ng t¸c gi÷a
giã (khÝ quyÓn) vµ mÆt n−íc biÓn. V× vËy, sãng biÓn ®−îc ®Æc tr−ng chñ yÕu
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bëi h×nh d¹ng mÆt sãng – nguyªn nh©n c¬ b¶n g©y nªn chuyÓn ®éng sãng
cña n−íc biÓn. §Ó tÝnh to¸n t¸c ®éng cña sãng lªn c¸c c«ng tr×nh biÓn,
th«ng th−êng ng−êi ta gi¶ thiÕt chÊt láng lµ lý t−ëng, kh«ng nÐn ®−îc vµ
kh«ng cã chuyÓn ®éng xo¸y. ChuyÓn ®éng ®−îc coi lµ cã thÕ.

XÐt tr−êng hîp sãng ph¼ng trong mÆt ph¼ng XOZ (H×nh 3.3.1). Gi¶ sö
),( txz ξ=  lµ ph−¬ng tr×nh mÆt sãng. Khi n−íc lÆng t−¬ng øng lµ z = 0. Ký

hiÖu wu,  lµ chuyÓn dÞch cña h¹t chÊt láng cã to¹ ®é (x, z), theo ph−¬ng x vµ

z, ),,( tzxφ lµ hµm thÕ vËn tèc, tøc

dt
dz

zt
ww

dt
dx

xt
uu

=
∂
∂

=
∂
∂

=

=
∂
∂

=
∂
∂

=

φ

φ

&

&

Víi nh÷ng gi¶ thiÕt nªu trªn ta cã c¸c ph−¬ng tr×nh

0)(1][
2
1

0

0
2

2

2

2

2

=+−++
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=∆

gzppgrad
t

zx

ρ
φ

φ

φφ
φ

                             (3.3.1)

Ph−¬ng tr×nh ®Çu lµ ph−¬ng tr×nh Laplas m« t¶ tÝnh liªn tôc cña chÊt láng,
ph−¬ng tr×nh thø hai lµ tÝch ph©n ®Çu Bernoulli.

T¹i mÆt tho¸ng (mÆt biÓn tiÕp gi¸p víi khÝ quyÓn) ),( txz ξ= , ta cã

tx
u

tdt
dx

xz
w

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

=
ξξξξφ

&&                                (3.3.2)

H×nh 3.3.1. Mét sãng biÓn ®iÒu hßa

H

x

§¸y biÓn

λ

a

z

w

u

x

z

d
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vµ t¹i ®¸y biÓn z=-d

0=
∂
∂

=
z

w φ
&  (3.3.3)

NÕu coi ),( txz ξ= lµ nhá vµ bá qua c¸c thµnh phÇn bËc hai, kÕt hîp ph−¬ng

tr×nh thø hai trong (3.3.1) vµ ph−¬ng tr×nh (3.3.2), t¹i z=0 ta ®−îc

0

0

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

=+
∂
∂

z
g

t

g
t

φφ

ξ
φ

                             (3.3.4)

Nh− vËy, vÊn ®Ò dÉn tíi viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh Laplace trong (3.3.1) cïng
víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn (3.3.3),(3.3.4).

XÐt tr−êng hîp sãng ®iÒu hoµ, nghiÖm cña bµi to¸n biªn t×m ë d¹ng

{ })(exp)(),,( tkxizftzx ωφ −−=                            (3.3.5)

Khi ®ã hµm f(z) sÏ tho¶ m∙n

0)(

0)()( 2
2

2

=−′

=−

df

zfk
dz
zfd

VËy

)(cosh)( dzkAzf +=

víi A lµ h»ng sè. Sö dông ®iÒu kiÖn (3.3.4), ta cã

0)sinhcosh()0()0( 22 =−=−′ kdkdgkAffg ωω

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc

kdgk tanh=ω

gäi lµ tÇn sè sãng vµ

ω
π2

=T

gäi lµ chu kú sãng.

Theo ®Þnh nghÜa, b−íc sãng b»ng 
k
π

λ
2

= , do ®ã vËn tèc truyÒn sãng b»ng

kd
k
g

kkTT
c tanh2

====
ωπλ
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víi k lµ sè sãng. XÐt tr−êng hîp ∞→d , khi ®ã 1tanh →kd  vµ do ®ã

k
gc

gk
Tgk === ;2; π

ω

TÝnh ®Õn ®iÒu kiÖn (3.3.4), ta cã

{ } { })(exp.)(exp.cosh1),( 0 tkxiatkxikd
g
Ai

tg
tx z ωω

ωφ
ξ −−=−−−=

∂
∂

−= =   (3.3.5)

trong ®ã

kd
g
AiHa cosh

2
ω

−==

gäi lµ biªn ®é sãng vµ H lµ chiÒu cao sãng.

Khi ®ã, hµm thÕ vËn tèc cã d¹ng

{ } ),(
cosh

)(cosh)(exp
cosh

)(cosh),,( tx
kd
dzkigtkxi

kd
dzkigatzx ξ

ω
ω

ω
φ

+
=−−

+
=      (3.3.6)

Tõ ®©y ta cã thÓ tÝnh ®−îc vËn tèc, gia tèc vµ quü ®¹o chuyÓn ®éng cña h¹t
chÊt láng trong sãng

{ }

{ } ),(
cosh

)(sinh)(exp
cosh

)(sinh),,(

),(
cosh

)(cosh)(exp
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)(cosh),,(
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ω
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ξ
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ω
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=
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{ } ),(
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)(sinh)(exp
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)(sinh),,(

),(
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)(cosh)(exp
cosh
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kd

dzkigkatzxu
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&&

&&

  (3.3.7)

{ }

{ } ),(
cosh

)(sinh)(exp
cosh

)(sinh),,(

),(
cosh

)(cosh)(exp
cosh

)(cosh),,(
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ω
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ξ
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ω
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+
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=−−
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Tõ hai ph−¬ng tr×nh cuèi trong (3.3.7), ta thÊy quü ®¹o cña h¹t chÊt láng
trong chuyÓn ®éng sãng lµ h×nh elip khi n−íc n«ng vµ h×nh trßn khi n−íc
s©u ∞→d .

3.3.2. C«ng thøc Morison.

VÊn ®Ò quan träng trong ®éng lùc häc c«ng tr×nh biÓn lµ x¸c ®Þnh ®−îc
t¶i träng sãng t¸c ®éng lªn c«ng tr×nh. BiÕt tr−êng vËn tèc cña chÊt láng
trong chuyÓn ®éng sãng cã thÓ tÝnh to¸n ®−îc t¸c dông cña sãng lªn mét
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vËt thÓ n»m trong n−íc. C«ng thøc Morison cho phÐp ta tÝnh ®−îc lùc t¸c
dông cña sãng trªn mét ®¬n vÞ chiÒu dµi h×nh trô th¼ng ®øng còng chuyÓn
®éng víi vËn tèc vµ gia tèc ),(),,( tzutzu &&& . Gi¶ thiÕt sãng vÉn chØ truyÒn theo

ph−¬ng x, h×nh trô cã trôc th¼ng ®øng trïng víi trôc z vµ ®−êng kÝnh lµ D.
Theo Morison, t¶i träng sãng t¸c dông vµo cét ë l©n cËn mÆt c¾t z cña h×nh
trô sÏ gåm hai thµnh phÇn: mét lµ lùc x« cña chÊt láng g©y ra do qu¸n tÝnh
cña chÊt láng khi cã vËt ch¾n ®−êng (gäi lµ lùc qu¸n tÝnh) vµ hai lµ lùc ma
s¸t gi÷a chÊt láng vµ vËt gäi lµ lùc c¶n nhít, phô thuéc vµo vËn tèc t−¬ng
®èi gi÷a vËt vµ chÊt láng. Morison ®∙ tÝnh ®−îc lùc qu¸n tÝnh b»ng lý
thuyÕt vµ ®Ò nghÞ c«ng thøc tÝnh lùc c¶n b»ng thùc nghiÖm. Ta sÏ x©y dùng
c¸c c«ng thøc nµy theo quan ®iÓm cña Morison, dùa trªn sãng ®iÒu hoµ ®∙
tr×nh bµy ë trªn.

a) Lùc qu¸n tÝnh.

VÉn xÐt bµi to¸n ph¼ng trong mÆt ph¼ng XOY, hµm thÕ vËn tèc vÉn
tho¶ m∙n ph−¬ng tr×nh

0),,( =∆ tyxφ

víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn gåm ë xa cét ∞→∞→ yx ,

0

0

=
∂
∂

=

=
∂
∂

=

y
u

u
x

u

y

x

φ

φ

&

&&

vµ ®iÒu kiÖn tiÕp xóc gi÷a chÊt láng vµ cét trô m« t¶ chÊt láng kh«ng thÓ
x©m nhËp vµo h×nh trô, ®−îc biÓu diÔn lµ vËn tèc cña chÊt láng chiÕu lªn
ph−¬ng ph¸p tuyÕn cña mÆt h×nh trô b»ng 0.

NÕu xÐt bµi to¸n trªn trong hÖ to¹ ®é cùc

θθθ sin,cos:),( ryrxr ==

ph−¬ng tr×nh Laplas nªu trªn cã d¹ng

011
2

2

22

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

θ
φφφ

rrrr
                                   (3.3.8)

vµ ®iÒu kiÖn biªn ë xa v« cïng r→∞

0cossin
sincos 0

=+=
=−=

θθ
θθ

θ

θ

uuu
uuuu

ry

rx

&&&

&&&&

trong ®ã
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θ
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θ ∂
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1; &&

lµ vËn tèc ph¸p vµ vËn tèc quay cña chÊt láng. Tõ c¸c quan hÖ trªn ta thÊy
®iÒu kiÖn ë xa v« cïng lµ

0)sin(lim

0)cos(lim

0

0

=+
∂
∂

=−
∂
∂

∞→

∞→

θ
θ
φ

θ
φ

ru

u
r

r

r

&

&

              (3.3.9.a)

T¹i bÒ mÆt cña h×nh trô 
20
Drr == , ta cã ®iÒu kiÖn

0cos =− θuur &&

suy ra

θcosu
r

&=
∂
Φ∂ (3.3.9,b)

DÔ dµng nhËn thÊy ph−¬ng tr×nh (3.3.8) víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn (3.3.9) cho
nghiÖm

θθφ cos)(),,( 02

2
0

0 ruu
r
r

utr











−+= &&&                        (3.3.10)

Sö dông tÝch ph©n Bernoulli, tÝnh ¸p lùc sãng lªn bÒ mÆt h×nh trô ë trong
mét ®¬n vÞ chiÒu cao:

].cos)(2)([
2
1cos]2[

][
2
1)()(

00
2

0
2
000

2
0

θρθρ

φρ
φ

ρθ

uuuuuuruu

grad
t

prrp

&&&&&&&&&& −+−+−−−=

=−
∂
∂

−===

LÊy tæng theo chu vi h×nh trô, ta ®−îc

∫ −=−=−=
π

ρρπθθθ
2

0
00

2
0 )2()2(.cos)( uuAuurrdpqM &&&&&&&&

víi 2
0rA ρ=  lµ diÖn tÝch mÆt c¾t ngang h×nh trô.

ViÕt l¹i c«ng thøc cho lùc qu¸n tÝnh ë d¹ng

)(),( 00 uuACuAtzq aM &&&&&& −+= ρρ                                (3.3.11)

víi Ca lµ hÖ sè ®−a vµo ®Ó ®iÒu chØnh h×nh d¸ng cña tiÕt diÖn ngang (b»ng 1
®èi víi h×nh trßn), aACρ  gäi lµ khèi l−îng n−íc kÌm, 0u&&  lµ gia tèc chuyÓn
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®éng cña chÊt láng, u&&  lµ gia tèc chuyÓn ®éng cña vËt thÓ h×nh trô. Lùc
qu¸n tÝnh gåm hai thµnh phÇn, thµnh phÇn thø nhÊt chØ phô thuéc vµo
qu¸n tÝnh cña chÊt láng, thµnh phÇn cßn l¹i tû lÖ víi gia tèc t−¬ng ®èi gi÷a
vËt vµ chÊt láng th«ng qua hÖ sè n−íc kÌm.

b) Lùc c¶n

Morison ®Ò nghÞ lùc c¶n tÝnh theo c«ng thøc

)(
2
1

00 uuuuDCq DD &&&& −−= ρ

víi D=2r0 hay kÝch th−íc ®Æc tr−ng cho mÆt ch¾n sãng lín nhÊt, CD lµ hÖ sè
x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm. §©y lµ lùc phi tuyÕn ®èi víi vËn tèc t−¬ng ®èi.

§Ó ®¬n gi¶n th−êng ng−êi ta tuyÕn tÝnh ho¸ thµnh phÇn lùc nµy thµnh

)(
2
1

0 uuDCq DD && −= ρ

víi DC  lµ h»ng sè ®−îc tÝnh theo ph−¬ng ph¸p tuyÕn tÝnh ho¸ thèng kª.

Tãm l¹i ta ®−îc mËt ®é ph©n bè lùc sãng t¸c dông vµo h×nh trô th¼ng
®øng vu«ng gãc víi h−íng truyÒn sãng b»ng

)(
2
1)(),(),( 000 uuDCuuACuAtzqtzqq DaDM &&&&&&&& −+−+=+= ρρρ .           (3.3.11)

®−îc gäi lµ c«ng thøc Morison tuyÕn tÝnh.

NÕu chÊt láng ®øng yªn, 000 == uu &&& , ta ®−îc

uDCuACtzqtzqq DaDM &&& ρρ
2
1),(),( −−=+= .                    (3.3.12,a)

Khi cét ®øng yªn, 0== uu &&& , ta cã

00

00

2
1

2
1)1(),(),(

uDCuCA

uDCuCAtzqtzqq

DM

DaDM

&&&

&&&

ρρ

ρρ

+=

=++=+=
                   (3.3.12,b)

víi aM CC += 1 .

3.3.3. T¸c ®éng cña sãng ®Õn c«ng tr×nh.

a) Cét th¼ng ®øng

XÐt ph¶n øng cña mét cét th¼ng ®øng ngµm chÆt víi ®¸y biÓn nh− mét
dÇm c«ng x¬n, chiÒu dµi L, m«dul ®µn håi E, tiÕt diÖn A, m«men qu¸n tÝnh
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mÆt c¾t I, mËt ®é khèi ρ. Trªn ®Çu cäc cã vËt r¾n nÆng M0 kg, chiÒu s©u
mùc n−íc biÓn d. NÕu ký hiÖu u(z,t) lµ chuyÓn vÞ ngang cña cét t¹i mÆt c¾t
z (®é uèn cña dÇm), th× ph−¬ng tr×nh dao ®éng uèn cña cét cã d¹ng

),(),(),()1(

),(),(),(

002

2

2

2

4

4

tzuCtzuCA
t
tzuCA

z
tzuN

t
tzuC

z
tzuEI

hMM

h

&&& +=
∂

∂
++

+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂

ρρ

trong ®ã

gMNCDC Dh 0;
2
1

== ρ

Gi¶ thiÕt gèc to¹ ®é t¹i ®¸y biÓn, tøc lµ t¹i ®¸y biÓn z = 0, cßn ë trªn ®Çu cäc
z = L. Cïng víi ph−¬ng tr×nh trªn ta cã ®iÒu kiÖn biªn

0),(),(),0(),0( =′′′=′′=′= tLutLututu

MÆt kh¸c, t¹i bÒ mÆt cña cäc coi 0≈x , vËn tèc cña h¹t chÊt láng 0u&  lµ

tiezgkatzgktzu ωη
ω

ξη
ω

)()()(),(0 ==&

víi tiae ωξ = ; 
kd
kzz

cosh
cosh)( =η . Tõ ®ã

tiezigkatzikgtzu ωηξη )()()(),(0 ==&&

vµ vÕ ph¶i ph−¬ng tr×nh trªn cã thÓ viÕt gän l¹i b»ng

ti
hM ezquCuCA ωρ )(ˆ

00 =+ &&&

víi

)()()( zCAiCgkazq Mh ηωρ
ω

+=

Ph−¬ng tr×nh dao ®éng ë trªn ®−îc viÕt vÒ d¹ng chuÈn nh− sau
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Mh ezq

t
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∂         (3.3.13)

Ta sÏ t×m nghiÖm ë d¹ng phøc

tiezUtzu ω)(ˆ),( =

Khi ®ã, biªn ®é phøc chuyÓn vÞ ngang cña cét tho¶ m∙n ph−¬ng tr×nh
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NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh (3.3.14) cã thÓ viÕt ë d¹ng
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lµ nghiÖm ph−¬ng tr×nh (3.3.14) víi vÕ ph¶i b»ng 0 vµ cã tÝnh chÊt

1)0(,0)0()0()0( =′′′=′′=′= KKKK

¸p dông ®iÒu kiÖn biªn cho nghiÖm tæng qu¸t nªu trªn ta sÏ ®−îc

∫ −+−+−=
z

dqzKzzBzzBzU
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1
12211 )(ˆ)()sin(sinh)cos(cosh)(ˆ τττλ

λ
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λλλ   (3.3.15)

víi c¸c h»ng sè B1, B2 lµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh ®¹i sè tuyÕn tÝnh
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)(ˆ)()sinsinh()coscosh(

)(ˆ)()sinsinh()coscosh(
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Nh− vËy, (3.3.15) cho ta biªn ®é phøc cña cét th¼ng ®øng d−íi t¸c ®éng cña
sãng ®iÒu hoµ.

b) T¸c ®éng cña sãng lªn cét xiªn

ë c¸c phÇn trªn chóng ta chØ xÐt tr−êng hîp cét th¼ng ®øng vµ h−íng
sãng trïng víi h−íng trôc x. §iÒu nµy cã nghÜa lµ sãng chØ t¸c dông trªn
mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi trôc cña cét. C«ng thøc Morison còng chØ ¸p dông
cho tr−êng hîp khi vËn tèc vµ gia tèc cña h¹t chÊt láng cã h−íng ph¸p
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tuyÕn víi bÒ mÆt cña phÇn tö. ChuyÓn ®éng däc theo trôc cña cét kh«ng

g©y nªn ¸p lùc sãng. ý t−ëng nµy cho phÐp ta tÝnh lùc sãng t¸c dông lªn
mét thanh xiªn.

Gi¶ sö thanh h×nh trô n»m nghiªng t¹o thµnh mét vÐc t¬ ®Þnh h−íng
so víi c¸c trôc to¹ ®é lµ ),,( zyx CCC . Sãng vÉn truyÒn theo h−íng trôc x, khi

®ã vËn tèc h¹t n−íc vÉn cã hai thµnh phÇn theo trôc x vµ z t−¬ng øng lµ

wu &&, . Gi¶ sö vÐc t¬ vËn tèc h¹t n−íc lµ { }Twuv &&
r ,0,= .  Ký hiÖu tv

r  lµ thµnh phÇn

vÐc t¬ vËn tèc h−íng däc theo trôc thanh, khi ®ã

CCvvt
rrrr ),(=

Cßn thµnh phÇn vËn tèc ph¸p tuyÕn víi trôc thanh b»ng

tn vvv rrr
−=

vµ cã c¸c thµnh phÇn theo c¸c trôc to¹ ®é lµ









+−=

+−=
+−=

zzxnz

yzxny

xzxnx

CCwCuwv

CCwCuv
CCwCuuv

)(

)(
)(

&&&

&&

&&&

Quy ®Þnh trôc x trong hÖ to¹ ®é ®Þa ph−¬ng cña thanh trïng víi h−íng cña

nv
r , c«ng thøc Morison cho ta vÐc t¬ lùc sãng t¸c dông lªn mét ®¬n vÞ chiÒu

dµi thanh b»ng

)(5.0)( rnDrnann vvDCvvACvAf rr&r&r&r
r

−+−+= ρρρ ,

trong ®ã rr vv &rr ,  lµ vËn tèc vµ gia tèc ph¸p tuyÕn cña thanh. Nh− vËy trong hÖ

to¹ ®é tæng thÓ, lùc sãng vÉn t¸c dông lªn thanh theo c¶ ba h−íng (nh−ng
trong hÖ to¹ ®é ®Þa ph−¬ng th× chØ cã theo ph−¬ng ph¸p tuyÕn víi trôc
thanh). §©y lµ c¬ së ®Ó tÝnh t¶i träng sãng t¸c dông lªn c«ng tr×nh khung
phøc t¹p.

§èi víi c¸c c«ng tr×nh biÓn, t¶i träng sãng trong khu«n khæ ph−¬ng
ph¸p phÇn tö h÷u h¹n, ®∙ ®−îc tÝnh to¸n nhiÒu. §∙ cã nh÷ng ch−¬ng tr×nh
tÝnh sãng chuÈn ë ViÖt Nam. ViÖc tÝnh t¶i träng sãng theo ph−¬ng ph¸p ma
trËn ®é cøng ®éng ®∙ ®−îc ®Ò cËp ®Õn trong c«ng tr×nh [9]. Tuy nhiªn mét
quy tr×nh vµ phÇn mÒm hoµn chØnh vÉn ch−a cã ®−îc mµ cßn ph¶i nghiªn
cøu tiÕp.
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3.4. Bµi to¸n ChÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh

3.4.1. ChÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh.

Trong thùc tÕ kü thuËt hiÖn nay, vÊn ®Ò ®¸nh gi¸ chÊt l−îng c¸c c«ng
tr×nh míi x©y tr−íc khi ®−a vµo sö dông vµ ®¸nh gi¸ kh¶ n¨ng lµm viÖc an
toµn, hiÖu qu¶ cña c¸c c«ng tr×nh cò trë nªn v« cïng cÊp thiÕt ë n−íc ta.
Môc ®Ých chÝnh vÉn lµ ®¶m b¶o hiÖu qu¶ vµ an toµn trong khai th¸c, duy tu
vµ söa ch÷a c¸c c«ng tr×nh x©y dùng. B¶n chÊt khoa häc cña c¸c vÊn ®Ò
trªn chÝnh lµ viÖc ®¸nh gi¸ tr¹ng th¸i kü thuËt c«ng tr×nh.

NÕu tr¹ng th¸i kü thuËt c«ng tr×nh ®−îc hiÓu lµ tr¹ng th¸i kÕt cÊu vµ
kh¶ n¨ng lµm viÖc cña c«ng tr×nh, th× viÖc ®¸nh gi¸ tr¹ng th¸i kü thuËt
c«ng tr×nh ®−îc chia lµm hai b−íc.

- B−íc mét lµ chÈn ®o¸n h− háng kÕt cÊu c«ng tr×nh, tøc ®¸nh gi¸ nh÷ng
thay ®æi cña kÕt cÊu c«ng tr×nh so víi mét thêi ®iÓm nµo ®ã tr−íc ®Êy
(th«ng th−êng lµ tr¹ng th¸i kÕt cÊu khi ®−a vµo sö dông). §iÒu nµy cã
nghÜa lµ ph¶i x¸c ®Þnh m« h×nh thùc tr¹ng cña kÕt cÊu t¹i thêi ®iÓm cÇn
®¸nh gi¸. C«ng viÖc nµy vÒ néi dung chÝnh lµ bµi to¸n nhËn d¹ng kÕt
cÊu (structure identification).

- B−íc sau chØ lµ ®¸nh gi¸ c¸c chØ tiªu sö dông cña c«ng tr×nh nh− lµ ®é
bÒn, tuæi thä, ®é an toµn,... cña c«ng tr×nh dùa trªn c¬ së m« h×nh thùc
tr¹ng ®∙ ®−îc x¸c ®Þnh.

Nh− vËy, vÊn ®Ò mÊu chèt cña chÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh chÝnh lµ
bµi to¸n nhËn d¹ng kÕt cÊu, hay cßn gäi lµ bµi to¸n chÈn ®o¸n h− háng
(structural damage detection). §©y lµ mét bµi to¸n ng−îc cña C¬ häc: Tõ
nh÷ng th«ng tin thu thËp ®−îc vÒ t¶i träng còng nh− vÒ ph¶n øng cña c«ng
tr×nh, x¸c ®Þnh m« h×nh kÕt cÊu cña nã. §Çu vµo cña bµi to¸n ng−îc nµy
chÝnh lµ c¸c th«ng tin vÒ t¶i träng vµ ph¶n øng cña c«ng tr×nh. C¸c tham sè
chÝnh nµy cã thÓ lµ tÜnh, nÕu c¸c ph−¬ng tr×nh ®−îc sö dông tÜnh häc hoÆc
lµ ®éng lùc häc nh− ®∙ ®−îc nghiªn cøu kh¸ chi tiÕt trong gi¸o tr×nh nµy.

Trªn c¬ së nh÷ng kiÕn thøc ®∙ ®−îc tr×nh bµy ë trªn vÒ ®éng lùc häc, ta
cã thÓ kh¼ng ®Þnh r»ng c¸c tham sè ®éng lùc häc cña c«ng tr×nh, ®Æc biÖt lµ
c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc cña kÕt cÊu chøa rÊt nhiÒu th«ng tin vÒ b¶n
th©n kÕt cÊu, h¬n lµ c¸c tham sè tÜnh häc. ChÝnh v× thÕ, ®éng lùc häc c«ng
tr×nh ®∙ trë thµnh nÒn t¶ng cña ChÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh. §©y còng
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lµ lý do ®Ó cã sù bæ sung bµi to¸n chÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh vµo gi¸o
tr×nh ®éng lùc häc c«ng tr×nh nµy nh− mét øng dông cña nã.

3.4.2. Ph−¬ng ph¸p rung ®éng trong chÈn ®o¸n c«ng tr×nh.

ViÖc chÈn ®o¸n h− háng kÕt cÊu c«ng tr×nh dùa trªn c¬ së c¸c th«ng tin
thu thËp ®−îc vÒ c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc cña c«ng tr×nh ®ang tån t¹i
®−îc gäi lµ chÈn ®o¸n h− háng c«ng tr×nh b»ng c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc,
hay gäi t¾t lµ chÈn ®o¸n ®éng c«ng tr×nh. C¸ch tiÕp cËn nµy gäi lµ ph−¬ng
ph¸p rung ®éng trong chÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh. S¬ ®å nguyªn lý cña
bµi to¸n chÈn ®o¸n ®éng c«ng tr×nh ®−îc m« t¶ trong H×nh vÏ 3.4.1.

Cã lÏ cÇn thiÕt ph¶i dõng l¹i ®«i chót ®Ó gi¶i thÝch néi dung c«ng viÖc
theo ph−¬ng ph¸p rung ®éng cña chÈn ®o¸n kü thuËt c«ng tr×nh, ®−îc tr×nh
bµy trong h×nh vÏ 3.4.1. VÒ néi dung, cã ba bµi to¸n cÇn ph¶i gi¶i quyÕt.

1. Mét lµ m« pháng kÕt cÊu c«ng tr×nh thùc b»ng c¸ch x©y dùng m« h×nh
kÕt cÊu víi nh÷ng kh¶ n¨ng cña c¸c h− háng cã thÓ x¶y ra ®èi víi c«ng
tr×nh. §©y lµ c«ng viÖc m« h×nh ho¸ kÕt cÊu thùc víi nh÷ng kh¶ n¨ng cã
thÓ x¶y ra víi c«ng tr×nh nh− nh÷ng thay ®æi vÒ h×nh häc: h×nh d¸ng tiÕt
diÖn, ¨n mßn, nøt, g∙y, cong mÐo, c¸c lç rçng,...., vÒ vËt liÖu: m«dul ®µn
håi, ph©n bè khèi l−îng, liªn kÕt gi÷a c¸c phÇn tö hay gi÷a c«ng tr×nh vµ
nÒn mãng ... Môc ®Ých lµ x©y dùng mét tËp c¸c m« h×nh dù tr÷, m« t¶
nh÷ng kh¶ n¨ng h− háng cã thÓ x¶y ra cña c«ng tr×nh. TËp m« h×nh dù
tr÷ ®−îc x©y dùng ë d¹ng mét m« h×nh phô thuéc vµo mét tËp c¸c tham
sè h− háng. Gi¸ trÞ kh«ng cña c¸c tham sè nµy t−¬ng øng víi tr¹ng th¸i
nguyªn vÑn cña kÕt cÊu. BÊt kú mét tr¹ng th¸i h− háng nµo kh¸c ®−îc
m« t¶ b»ng gi¸ trÞ cô thÓ cña tËp tham sè h− háng.

B»ng c¸ch nh− vËy, tËp m« h×nh dù tr÷ cña c«ng tr×nh ®−îc thay b»ng
mét m« h×nh tham sè cña kÕt cÊu c«ng tr×nh thùc (cã h− háng) vµ viÖc
x¸c ®Þnh m« h×nh thùc tr¹ng cña kÕt cÊu c«ng tr×nh trë thµnh bµi to¸n
x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tËp tham sè h− háng øng víi tr¹ng th¸i kü thuËt
thùc cña c«ng tr×nh.

Sau khi x©y dùng ®−îc m« h×nh tham sè cña kÕt cÊu c«ng tr×nh, viÖc
tiÕp theo lµ tÝnh to¸n c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc cña c«ng tr×nh ®∙ ®−îc chän
lµ c¸c dÊu hiÖu ®Ó chÈn ®o¸n h− háng, vÝ dô nh− c¸c tÇn sè riªng, c¸c
d¹ng dao ®éng riªng hay c¸c ®Æc tr−ng phæ kh¸c nh− hµm truyÒn, trë
kh¸ng c¬ häc,...phô thuéc vµo c¸c tham sè h− háng lµm c¬ së d÷ liÖu cho
viÖc chÈn ®o¸n h− háng.
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2. Hai lµ viÖc tiÕn hµnh thö nghiÖm ®éng trªn c«ng tr×nh ®ang tån t¹i. Tøc
lµ tiÕn hµnh mét sè thÝ nghiÖm vÒ ®éng lùc häc c«ng tr×nh t¹i hiÖn
tr−êng: T¹o ra c¸c t¶i träng lµm cho c«ng tr×nh vµo tr¹ng th¸i lµm viÖc
®éng theo mong muèn cña m×nh vµ dïng c¸c thiÕt bÞ ®o ®¹c ®¸p øng cña
c«ng tr×nh víi nh÷ng t¶i träng ®∙ g©y ra. Dùa trªn c¸c sè liÖu nµy, cÇn
tiÕn hµnh ph©n tÝch, xö lý ®Ó rót ra c¸c gi¸ trÞ thùc tÕ cña c¸c ®Æc tr−ng
®éng lùc häc ®∙ ®−îc chän lµm dÊu hiÖu chÈn ®o¸n.

DÊu hiÖu ®Ó chÈn ®o¸n ®−îc chän lµ tÇn sè dao ®éng riªng v× ®Æc tr−ng
nµy dÔ dµng ®o ®−îc nhÊt víi ®é chÝnh x¸c chÊp nhËn ®−îc. H¬n n÷a c¸c
tÇn sè riªng ph¶n ¸nh trung thùc nhÊt b¶n chÊt c¬ häc (khèi l−îng vµ ®é
cøng) cña hÖ kh«ng phô thuéc vµo c¸c yÕu tè bªn ngoµi. Thö nghiÖm
®éng lµ c¶ mét d∙y c¸c  c«ng viÖc  phøc t¹p, ph¶i sö dông c¸c thiÕt bÞ ®o
®¹c, c«ng cô xö lý sè liÖu hiÖn ®¹i. Riªng thö nghiÖm ®éng ®∙ lµ mét
ngµnh ®ang ®−îc nghiªn cøu vµ øng dông nhiÒu trªn thÕ giíi hiÖn nay.

3. Sau khi ®∙ thu thËp ®−îc c¸c sè liÖu ®o ®¹c tõ c«ng tr×nh thùc vÒ c¸c ®Æc
tr−ng ®éng lùc häc cña c«ng tr×nh, cïng víi c¬ së d÷ liÖu ®∙ x©y dùng
trong phÇn m« pháng, gi¶i bµi to¸n ®¸nh gi¸ tham sè (parameter
estimation), ta thu ®−îc c¸c gi¸ trÞ cña tham sè h− háng, t−¬ng øng víi
tr¹ng th¸i thùc cña c«ng tr×nh. So s¸nh c¸c gi¸ trÞ nµy cña tham sè h−

M« h×nh Thö nghiÖm ®éng

C¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc
häc tÝnh to¸n (c¬ së d÷

liÖu chÈn ®o¸n)

C¸c ®Æc tr−ng ®éng
lùc häc ®o ®¹c ®−îc

§¸nh gi¸ tham sè
(nhËn d¹ng h− háng)

H− háng

M« h×nh thùc tr¹ng
kÕt cÊu c«ng tr×nh

H×nh vÏ 3.4.1
S¬ ®å gi¶i bµi to¸n chÈn ®o¸n h− háng b»ng ph−¬ng ph¸p rung ®éng
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háng víi c¸c gi¸ trÞ gèc, ta cã thÓ rót ra vÒ t×nh tr¹ng h− háng c«ng tr×nh
vµ ®Ò xuÊt c¸c gi¶i ph¸p söa ch÷a kÞp thêi. §ång thêi ta còng cã ngay
®−îc m« h×nh thùc tr¹ng cña kÕt cÊu c«ng tr×nh, cã thÓ sö dông tiÕp ®Ó
®¸nh gi¸ kh¶ n¨ng lµm viÖc tiÕp theo cña nã.

§Õn ®©y bµi to¸n chÈn ®o¸n h− háng kÕt cÊu ®∙ ®−îc hoµn tÊt.

3.4.3. VÝ dô minh ho¹

A. ChÈn ®o¸n vÕt nøt trong dÇm ®µn håi.

XÐt mét dÇm ®µn håi cã m«®un ®µn håi E, mËt ®é khèi ρ, hÖ sè Poatson
ν, tiÕt diÖn A=b×h ( h lµ chiÒu cao dÇm), m«men tiÕt diÖn I vµ chiÒu dµi L,
nh− ®∙ m« t¶ trong ch−¬ng 1. KÕt cÊu nµy cã thÓ m« t¶ mét dÇm cÇu ®ang
lµm viÖc. Mét vÊn ®Ò ®Æt ra lµ h∙y x¸c ®Þnh xem dÇm cã bÞ nøt ngang ë ®©u
®ã kh«ng, nÕu cã th× vÞ trÝ ë ®©u vµ ®é s©u cña vÕt nøt nh− thÕ nµo. §©y lµ
bµi to¸n chÈn ®o¸n h− háng ®Ých thùc cña mét kÕt cÊu c«ng tr×nh ®¬n gi¶n.

C¸c tham sè h− háng lµ vÞ trÝ vµ ®é s©u vÕt nøt cc ax , . M« h×nh tham sè

cña vÕt nøt chÝnh bao gåm: Mét lµ m« h×nh cña vÕt nøt, ®−îc x©y dùng trªn
c¬ së gi¶ thiÕt vÕt nøt ®−îc thay thÕ b»ng mét lß xo quay t−¬ng ®−¬ng t¹i vÞ
trÝ vÕt nøt víi ®é cøng liªn hÖ víi ®é s©u vÕt nøt b»ng c«ng thøc:
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Víi c¸c hµm F0, F1 lµ c¸c hµm sè ®−îc x¸c ®Þnh trªn c¬ së ®iÒu kiªn biªn ë
hai ®Çu [14]. HiÓn nhiªn lµ, m« h×nh tham sè nµy cho ta x¸c ®Þnh tÇn sè
riªng cña dÇm phô thuéc vµo c¸c tham sè vÕt nøt cc ax , . §Æc biÖt lµ khi ®é

s©u vÕt nøt b»ng kh«ng (t−¬ng øng víi gi¸ trÞ β = 0) ta ®−îc ph−¬ng tr×nh
tÇn sè cña dÇm kh«ng cã vÕt nøt. Nh− vËy tham sè β cã thÓ coi lµ ®¹i diÖn
cho chiÒu s©u vÕt nøt hay møc ®é h− háng. Nghiªn cøu sù phô thuéc cña
tÇn sè riªng (®óng h¬n lµ tham sè tÇn sè λ ) vµo ®é s©u vµ vÞ trÝ vÕt nøt
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trªn c¬ së m« h×nh ®∙ lËp, cho thÊy ®é s©u cña vÕt nøt cµng lín th× tÇn sè
riªng cµng gi¶m, nh−ng ®é nh¹y c¶m cña tÇn sè lóc míi xuÊt hiÖn vÕt nøt
lín h¬n so víi lóc vÕt nøt ®∙ ®¹t mét ®é s©u nµo ®ã. H¬n n÷a tån t¹i mét sè
vÞ trÝ trªn dÇm mµ nÕu vÕt nøt xuÊt hiÖn t¹i ®ã cã mét sè tÇn sè riªng
t−¬ng øng kh«ng phô thuéc vµo ®é s©u vÕt nøt. §iÒu nµy qu¶ lµ cã ý nghÜa
trong viÖc chÈn ®o¸n vÕt nøt vÒ sau.

VÊn ®Ò tiÕp theo lµ thö nghiÖm ®éng trªn dÇm. DÊu hiÖu chÈn ®o¸n
tÊt nhiªn lµ ph¶i chän tÇn sè riªng. V× thÕ môc tiªu thö nghiÖm ®éng lµ x¸c
®Þnh c¸c tÇn sè riªng thùc tÕ cña dÇm. C«ng viÖc nµy kh¸ ®¬n gi¶n ®èi víi
c¸c chuyªn gia vÒ thö nghiÖm ®éng ®èi víi mét dÇm ®µn håi. Chóng ta
kh«ng cã nhiÒu thêi gian ®Ó xem xÐt vÊn ®Ò nµy ë ®©y mµ chØ dõng l¹i ë

mét ý t−ëng ®¬n gi¶n trong viÖc c¸c tÇn sè ®o ®−îc lµ { }**
1 ,..., mωω=Ω .

Th«ng th−êng, víi c¸c thiÕt bÞ thÝ nghiÖm ®éng hiÖn ®¹i chóng ta cã
thÓ ®o ®−îc hµm phæ cña dÞch chuyÓn, vËn tèc hay gia tèc cña c«ng tr×nh t¹i
mét sè vÞ trÝ nµo ®ã. Hµm phæ nµy thùc chÊt lµ hµm truyÒn nh− ®∙ nãi ®Õn
nhiÒu trong c¸c ch−¬ng tr−íc, phô thuéc vµo vÞ trÝ ®iÓm ®o vµ tÇn sè.
Nh÷ng nghiªn cøu lý thuyÕt cho thÊy trªn ®å thÞ cña hµm truyÒn theo tÇn
sè c¸c ®Ønh t−¬ng øng víi c¸c tÇn sè riªng. Nãi ®óng h¬n, c¸c tÇn sè riªng
nãi chung n»m trong l©n cËn cña c¸c ®Ønh. Tuy nhiªn tÇn sè riªng kh«ng
hoµn toµn trïng víi tÇn sè ®Ønh v× hÖ sè c¶n lµm tÇn sè ®Ønh (tÇn sè céng
h−ëng) lÖch khái tÇn sè riªng. §é lÖch nµy phô thuéc vµo hÖ sè c¶n ®−îc
biÓu hiÖn b»ng bÒ réng (®é nhän) cña ®Ønh. §èi víi c¸c c«ng tr×nh thÐp, c¶n
nhá, nãi chung c¸c ®Ønh rÊt nhän, nh−ng ®èi víi c¸c c«ng tr×nh n»m trong
®Êt th× c¸c ®Ønh rÊt tï. Nh− vËy, viÖc x¸c ®Þnh tÇn sè riªng dùa trªn ®å thÞ
cña hµm truyÒn chØ cÇn ®Õn tÇn sè ®Ønh vµ ®é nhän (hÖ sè c¶n) cña c¸c
®Ønh. Nh−ng viÖc s¾p xÕp bè trÞ trËt tù trong c¸c tÇn sè riªng theo thø tù
t¨ng dÇn lµ mét viÖc kh¸ phøc t¹p, cÇn ®Õn kÕt qu¶ ph©n tÝch d¹ng riªng
tr−íc khi ®o vµ vÞ trÝ ®o.

Cuèi cïng lµ x¸c ®Þnh c¸c tham sè h− háng. Tõ c¸c tÇn sè ®o, ta cã thÓ
cã ®−îc c¸c tham sè tÇn sè t−¬ng øng sè liÖu ®o { }**

1,..., mλλ=Λ , tÝnh theo c«ng

thøc (3.4.2). VÒ nguyªn t¾c, nÕu sè liÖu ®o lµ chÝnh x¸c vµ m« h×nh m« t¶
®óng sù lµm viÖc cña dÇm thùc tÕ, ta cã thÓ x¸c ®Þnh hai tham sè vÕt nøt xc

vµ  β  tõ c¸c ph−¬ng tr×nh

mjxFxF cjcj ,...,1;0),(),( *
0

*
1 ==+ λβλ (3.4.3)
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HiÓn nhiªn lµ ®Ó x¸c ®Þnh ®−îc 2 Èn sè, ta cÇn Ýt nhÊt lµ 2 ph−¬ng tr×nh vµ
do ®ã sè l−îng tÇn sè ®o Ýt nhÊt ph¶i lµ 2, tøc m = 2. Khi ®ã, ®Ó hÖ hai
ph−¬ng tr×nh (3.4.3) cã nghiÖm ®èi víi β , cÇn ph¶i tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

0),(),(),(),( *
10

*
21

*
20

*
11 =− cccjc xFxFxFxF λλλλ                        (3.4.4)

§©y lµ ph−¬ng tr×nh ®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ vÕt nøt xc , cã thÓ gi¶i b»ng mét
ph−¬ng ph¸p sè thÝch hîp. Sau khi gi¶i ph−¬ng tr×nh cuèi, víi nghiÖm lµ

cx , ta cã thÓ tÝnh tiÕp møc ®é h− háng
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NÕu sè l−îng tÇn sè ®o ®−îc nhiÒu h¬n 2 vµ do c¸c sai sè kh«ng thÓ tr¸nh
khái trong ®o ®¹c vµ m« h×nh ho¸, ta ph¶i gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (3.4.2) b»ng
ph−¬ng ph¸p gÇn ®óng – ph−¬ng ph¸p b×nh ph−¬ng tèi thiÓu
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víi ®iÒu kiÖn
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Nh− vËy, (3.4.7) lµ ph−¬ng tr×nh ®Ó x¸c ®Þnh vÞ trÝ vÕt nøt. Sau khi gi¶i
ph−¬ng tr×nh siªu viÖt mét Èn sè nµy ®−îc cx~ , råi thay nã vµo (3.4.6) ta x¸c

®Þnh ®−îc møc ®é h− háng ph¶i t×m.

B. ChÈn ®o¸n h− háng khung kh«ng gian sö dông m« h×nh PTHH.

§èi víi kÕt cÊu c«ng tr×nh phøc t¹p h¬n, chóng ta kh«ng thÓ sö dông
c¸ch tiÕp cËn gi¶i tÝch nh− trªn, mµ ph¶i cÇn ®Õn mét trong c¸c ph−¬ng
ph¸p m« pháng ®∙ tr×nh bµy ë ch−¬ng hai. V× ph−¬ng ph¸p PTHH ®∙ vµ
®ang ®−îc dïng phæ biÕn nªn chóng t«i sÏ tr×nh bµy mét vÝ dô n÷a vÒ øng
dông §LHCT trong chÈn ®o¸n h− háng cña khung trªn c¬ së ph−¬ng ph¸p
PTHH.

M« h×nh tham sè cña kÕt cÊu c«ng tr×nh ®−îc x©y dùng dùa trªn c¬ së
ph−¬ng ph¸p PTHH. Cô thÓ lµ t×m c¸ch ®−a c¸c tham sè h− háng vµo c¸c
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ma trËn khèi l−îng vµ ®é cøng ®Ó cuèi cïng nhËn ®−îc )(),( ββ KM , trong ®ã

β lµ vÐc t¬ tham sè h− háng. ViÖc x©y dùng c¸c ma trËn nµy tuú thuéc vµo
tõng quan ®iÓm vÒ h− háng vµ cã nhiÒu d¹ng kh¸c nhau. VÝ dô, ®èi víi mét
phÇn tö dÇm hai chiÒu cã mét vÕt nøt, ma trËn khèi l−îng vÉn gi÷ nguyªn
v× nãi chung vÕt nøt kh«ng lµm thay ®æi khèi l−îng, cßn ma trËn ®é cøng
®−îc x©y dùng dùa trªn c¸c hµm d¹ng lµ chuyÓn vÞ tÜnh (theo ph−¬ng ph¸p
PTHH) cña dÇm cã mét vÕt nøt. KÕt qu¶ nhËn ®−îc ma trËn ®é cøng phÇn
tö cã d¹ng
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DÔ dµng nhËn thÊy nÕu ®é s©u vÕt nøt b»ng 0 ta ®−îc ma trËn ®é cøng cña
phÇn tö dÇn hai chiÒu cæ ®iÓn. Nh− vËy ta ®−îc ma trËn ®é cøng lµ hµm
cña hai tham sè h− háng vÞ trÝ vµ ®é s©u vÕt  nøt. V× dÊu hiÖu chÈn ®o¸n
®−îc chän lµ c¸c tÇn sè riªng, nªn c¬ së d÷ liÖu cho chÈn ®o¸n nãi chung
®−îc x©y dùng tõ ®é nh¹y c¶m cña chóng ®èi víi c¸c tham sè h− háng. ThËt
vËy, xuÊt ph¸t tõ ph−¬ng tr×nh c¬ b¶n cña bµi to¸n trÞ riªng

]0)()( =Φ−βλβMK

                                      (3.4.8)

ta cã thÓ tÝnh ®−îc

[]0)(=∂−+Φ∂−∂−∂βλββλββMKM

Nh©n v« h−íng tõ bªn ph¶i ph−¬ng tr×nh cuèi víi vÐc t¬ d¹ng riªng ΦT, sö
dông tÝnh chÊt ®èi xøng cña c¸c ma trËn vµ ph−¬ng tr×nh (3.4.8), ta ®−îc

0=ΦΦ∂∂−Φ∂∂Φ−Φ∂∂Φ=MMKTTTβλβλβ

Tõ ®©y ta cã thÓ tÝnh ®−îc
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)()()()( jMjjKjDTkTkjkkkΦΦ∂−ΦΦ∂==∂∂βββλ

                     (3.4.9)

C«ng thøc cuèi m« t¶ sù thay ®æi cña trÞ riªng (hay tÇn sè riªng) theo tham
sè h− háng ®−îc gäi lµ ®é nh¹y c¶m cña trÞ riªng. §©y lµ c«ng cô chñ yÕu ®Ó
nghiªn cøu thiÕt kÕ còng nh− chÈn ®o¸n h− háng c«ng tr×nh.

Gi¶ sö kÕt qu¶ cña thö nghiÖm ®éng c«ng tr×nh khung lµ m tÇn sè
riªng, vµ do ®ã ta cã m trÞ riªng ®o ®−îc 

{}1, . . . ,mλλ=Λ

. VÒ nguyªn t¾c ta cã

. . . .ββDD+Λ≈++Λ=Λ

trong ®ã

]nkmjDDjk, . . . ,1;. . . ,1===

lµ ma trËn ®é nh¹y c¶m cña c¸c trÞ riªng ®∙ ®−îc x©y dùng ë trªn vµ

{}1, . . . ,mλλ=Λ

 lµ trÞ riªng cña kÕt cÊu c«ng tr×nh kh«ng cã h− háng.

§−a vµo ký hiÖu

Λ−Λ=b

bµi to¸n chÈn ®o¸n h− háng ®−îc thay b»ng bµi to¸n ®¸nh gi¸ tham sè
tuyÕn tÝnh

bD=β

víi D lµ ma trËn cÊp m×n, n lµ sè l−îng c¸c tham sè h− háng, b lµ vÐc t¬ sè
liÖu ®o ®¹c. Bµi to¸n ®¸nh gi¸ tham sè c¬ b¶n nµy cho ta nghiÖm b×nh
ph−¬ng tèi thiÓu

]bDDDTT=β

.

Nh− vËy, bµi to¸n chÈn ®o¸n h− háng vÒ nguyªn t¾c lµ gi¶i xong. Tuy
nhiªn nghiÖm nµy chØ lµ gÇn ®óng. §é chÝnh x¸c cña nã phô thuéc nhiÒu
vµo ma trËn ®é nh¹y c¶m D. Cã nhiÒu c¸ch ®Ó chÝnh x¸c ho¸ còng nh− ®Ó
v−ît qua tÝnh kú dÞ cña bµi to¸n kh«ng chØnh, tuy nhiªn chóng v−ît ra
ngoµi khu«n khæ gi¸o tr×nh nµy, nªn kh«ng ®−îc tr×nh bµy ë ®©y.
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mét sè ®Ò bµi kiÓm tra

1. H∙y thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh tÇn sè ®ao ®éng uèn cña dÇm ®µn håi cã
c¸c ®Æc tr−ng E, F, J, L, ρ kh«ng ®æi trong tr−êng hîp dÇm c«ng-x¬n
(mét ®Çu ngµm, mét ®Çu tù do).

2. Chøng minh r»ng hai d¹ng riªng kh¸c nhau cña mét dÇm ®µn håi
trùc giao.

3. Nªu kh¸i niÖm, ý nghÜa c¬ häc vµ biÓu thøc gi¶i tÝch cña hµm truyÒn
th«ng qua c¸c ®Æc tr−ng ®éng lùc häc ®èi víi dÇm ®µn håi.

4. Chøng minh r»ng c¸c d¹ng riªng cña hÖ c¬ häc h÷u h¹n bËc tù do
trùc giao theo ma trËn khèi l−îng vµ ®é cøng.

5. ThiÕt lËp ma trËn ®é cøng vµ khèi l−îng trong hÖ to¹ ®é ®Þa ph−¬ng
cña mét phÇn tö dÇm hai chiÒu b»ng ph−¬ng ph¸p phÇn tö h÷u h¹n.

6. Cho mét hÖ c¬ häc nh− trong H×nh vÏ P1. C¸c vËt cã cïng khèi l−îng
m vµ kho¶ng c¸ch gi÷a chóng vµ ®Õn ®Çu mót tr¸i ®Òu b»ng L . C¸c
thanh nèi cã cïng c¸c ®Æc tr−ng c¬ häc nh− modul ®µn håi E vµ m«
men qu¸n tÝnh J. Bá qua khèi l−îng cña c¸c thanh nèi, kÝch th−íc c¸c
vËt vµ chØ xÐt chuyÓn ®éng th¼ng ®øng cña c¸c vËt, dïng ph−¬ng
ph¸p tËp trung khèi l−îng h∙y:

a. X¸c ®Þnh bËc tù do vµ ThiÕt lËp ma trËn khèi k−îng M cña hÖ (2
®iÓm).

b. Cho lùc P=1 t¸c dông lªn vËt 2 (h×nh vÏ), x¸c ®Þnh chuyÓn vÞ tÜnh
cña hai vËt (3 ®iÓm).

c. X©y dùng ma trËn ®é mÒm F vµ ma trËn ®é cøng K=F-1 cña hÖ (3
®iÓm).

d. X¸c ®Þnh c¸c tÇn sè riªng vµ d¹ng dao ®éng riªng cña hÖ (2 ®iÓm).

P

H×nh P1
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7. DÇm cã khèi l−îng tËp trung. ThiÕt lËp ph−¬ng tr×nh tÇn sè cho kÕt
cÊu ®−îc m« t¶ trong H×nh P2 NÕu biÕt mét sè tÇn sè riªng cña hÖ,
h∙y tÝnh khèi l−îng tËp trung.

8. DÇm cã mét vÕt nøt. Cho mét dÇm ®µn håi, cã mét vÕt nøt më t¹i x0

(H×nh P3) víi ®é s©u a. VÕt nøt ®−îc m« t¶ b»ng mét lß xo xoay ®é
cøng K, phô thuéc vµo ®é s©u vÕt nøt. ThiÕt lËp phwong tr×nh tÇn sè
cña hÖ. NÕu biÕt mét tÇn sè vµ vÞ trÝ vÕt nøt, h∙y t×m ®é s©u.

m
x = 0 x = L

x

H×nh P2

ha

x = x0

x = 0 x = L

K

H×nh P3
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