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Mé déau

Bdt ddu ti nam 1999, Trung tém Hop tdc dao tao va boi duong
Co hoc thuéc Dai hoc quéc gia Ha N6i moi toi giang chuyén dé 45
tiét vé Dong luc hoc cong trinh cho hoc vién cao hoc nganh Co hoc
vat rdn. Voi luong thoi gian rdt it phdi trinh bay mét vén dé réng
lon, toi budc phai lva chon noi dung cua cdac bai giang.

Trudc hét, phai phan biét Péng luc hoc cong trinh vdi Ly thuyét
dao déng néi chung va véi Dao dong ky thudt néi riéng. Ly thuyét
dao dong noi chung la co sé ly thuyét vé cdc qud trinh cé tinh chu ky,
thuong gdp trong nhiéu nganh khoa hoc, ky thudt khdc nhau nhu
Vat ly, Co hoc, Ché tao may, Giao théng, Xay dung,... ¢ ddy nghién
cttu nhitng khdi niém vé dao déng va cdc phuwong phdp dé nghién
citu, phdt hién cdc qud trinh dao dong trong thuc té. Dao dong ky
thudt la mét su cu thé hod ly thuyét dao déng, nham cung cép cho
cdc ky su sw hidu biét can thiét dé'ly gidi va xi ly cde hién tuong dao
dong trong ky thudt. Péng luc hoc cong trinh khong thé ding lai &
dol tuong ky thudt néi chung, ma tdp trung vao nghién ciu doi
tuong cu thé la cong trinh nhw mét hé co hoc dan hoi. Tuy nhién
cing khong thé hiéu déng luc hoc cong trinh nhu b6 mén Dao dong
cua cdc hé dan hoi, mdc du trong mot vai truong hop cing khé ma
phén biét ré rang. Néu doi tuong ctia Ly thuyét dao déng cdc hé dan
héi la cde mé hinh todn hoc cia cdc vdt thé dan hoi mang tinh téng
qudt, thi Dong luc hoc cong trinh tdp trung vao nhitng doi tuong
thuc té& c¢é6 thé dude moé phong nhu cdc hé dan héi - cong trinh. Bén
canh dé, néu ly thuyét dao dong cdc hé co hoc, do tinh téng qudt, cé
thé khong can quan tdm nhiéu dén viéc mé hinh hod cdc hé co hoc,
thi Dong luc hoc cong trinh, nhu la mét b phdn cua Déng luc hoc
néi chung can phdi bat ddu chinh ti viéc xdy dung mo hinh todn
hoc cho mét déi tuong thuc té. Khi dé mon Péng luc hoc céng trinh
ciing phdi cung cdp cd nhitng cong cu dé mé hinh hod cdc déi tuong
(cong trinh) cua minh. VJi tw duy nhu vdy, nhitng bai giang cua toi
duwoc hinh thanh. Trong do6 méi mét tiét dugc trinh bay mot cdch
tron ven tuw viéc mé hinh hod cho dén nhitng loi gidi, két ludn co6 y
nghia cu thé. Tuy nhién muc dich ciing chi dé cung cdp cho hoc vién
nhitng y tudng dé cé thé tw minh gidi cdc bai todn cé thé gdp trong
thuc té.

Noé6i dung ma téi muén truyén dat chinh la nhitng khdi niém co
ban, nhitng phuong phdp can thiét va nhitng ung dung co tinh minh
hoa. Mot sé tinh todn phiic tap khong duoc trinh bay chi tiét boi vi



toi muon danh mét sé cong viéc cho nguoi doc tu lam nhw nhitng bai
tdp, tham gia vao qud trinh truyén dat kién thie. Cé thé néi, ddc
diém riéng dé phan biét gido trinh nay vdi nhitng tai liéu da cong bé’
la & tinh c6 dong va cdch tiép cdn cde ddc trung phé déi vdi cdc bai
toan quen thudc.

Chuong 1 danh cho viéc trinh bay nhitng kién thiic co ban bao
goém cdc khdi niém, cdc mé hinh don gidn, cdc phuong phdp gidi tich
co ban. Néi dung chuong nay gan giong nhu ly thuyét dao déng cdc
hé dan hoi, nhung dugc trinh bay nhu nhitng khdi niém co bdn.

Chuong 2 trinh bay nhitng phuong phdap mé hinh hoa hién dai,
ma thuc chdt la cdc phuong phdp roi rac hod hé lién tuc vdi muc
dich xay dung moé hinh hitu han, da dugc nghién citu ¢ chuong 1,
cho két cdu cong trinh.

Chuong 3 bao gom viéc trinh bay mét sé bai todn thuc té clia
déng luc hoc cong trinh nhu tinh todn cdu khi c6 tai di dong, tinh
todn tdc dong cua déng dat, song bién lén cong trinh. Cuéi cung tdc
gid b xung thém mot tiét (khong cé trong dé cuong) nham gidi thiéu
sw ing dung Déng luc hoc cong trinh trong Chan dodn ky thudt cong
trinh, mot linh vuc kha mdi trong ky thudt hién dai.

Xin cam on Trung tém HTDT&BD Co hoc, Chuong trinh
nghién cttu co ban Nha nude vé khoa hoc tu nhién da tao diéu kién
va ung ho cd vé tai chinh lén tinh thdan trong viéc hoan thanh quyén
sdch nho nay. Pdc biét xin cam on cdc GS. TSKH. Pao Huy Bich
(Chi tich Hoi dong dao tao Trung tam HTPT&BD Co hoc), GS.
Nguyén Cao Ménh (Chu tich Héi dong xét duyét cho xudt bdn gido
trinh nay), GS. Nguyén Vin Phé va PGS.TSKH. D6 Son (nhitng
phan bién) da doc ky va cho nhiéu y kién rat xdc dang vé néi dung
ciing nhu cdch trinh bay ma tdc gid da cé giang sta lai theo y kién
ctia ho. Téi ciing xin cdm on cdc dong nghiép va hoc tro trong Phong
Chdn dodn ky thudt cong trinh, Vién Co hoc da hé trg trong viéc
tinh todn minh hoc bang sé, vé hinh,...

Cuén sdch nay chdc cing khéng tranh khéi nhitng sai sét,
mong rang sé nhan duoc nhitng gép y cua cdc dong nghiép.

Moi y kién gop y luon duge dén nhédn mét cdch tran trong va xin gui
vé: Vien Co hoc, 264 Doi Can Ha Noi.

Tdc gia



MUC LUC

Trang

Mé dau
Chuong 1. Nhitng khai niém co ban cua Pong luc hoc cong trinh

1.1 Khai niém vé Dong luc hoc cong trinh

1.2 Hé mot bac tu do

1.3 Hé hiiu han bac tu do

1.4 Truyén séng trong thanh dan héi

1.5 Dao doéng udn cua ddm dan hoi.

Chuong 2. Nhitng phuong phap tinh toan co ban cua DPong luc

hoc cong trinh

2.1 Phuong phap ma tran hé s6 anh hudng

2.2 Phuong phap ma tran truyén

2.3 Phuong phap phan ti hitu han

2.4 Phuong phap ma tran do cting dong luc

2.5 Cong cu may tinh trong dong luc hoc cong trinh
Chuong 3. Mot so6 bai toan thuc té cia Pong luc hoc cong trinh

3.1 Dao dong cta ciu duéi tac dong cta tai trong di dong

3.2 Dong luc hoc cong trinh trong dong dat

3.3 Pong luc hoc coéng trinh bién

3.4 Bai toan Chéin doan ky thuat céng trinh
Mot s6 dé bai kiém tra

Tai liéu tham khao
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Chuong 1
NHUNG KHAI NIEM CO BAN
CUA PONG LUC HOC CONG TRINH

1.1. Khai niém vé dong luc hoc c¢ong trinh

1.1.1. Khdi niém vé déng luc hoc.

Cd hoc néi chung 14 khoa hoc vé chuyén dong va su can bing duéi tac
dung cta cac luc khac nhau. Néu chi xét cac trang thai cAn bang cua vat
thé duéi tac dung cta luc ngoai ta c6 bai toan cta tinh hoc. Trang thai can
bing dudc hiéu 1a khong cé chuyén dong, ttc khi d6 vat thé cé gia toc va
van toc bang khéng. Suy luan nay théng thuong sé dan dén mot quan niém
cho riang tinh hoc da bo qua yéu t6 thoi gian khi nghién ctu trang thai can
bing cua cac vat thé. Va do d6, déng luc hoc dude hiéu 1a b phan cua co
hoc, trong d6 c6 ké dén yéu t& thsi gian. Thuc chit, quan diém nay chua
diy du. Yé&u t6 thoi gian chi 1a diéu kién can chii chua du cua dong luc hoc.

Pong luc hoc la mét bé phdn cia co hoc nghién ciu chuyén déng cua
cdc vat thé c6 ké dén qudn tinh cia ching.

Quan tinh 13 mot thuoc tinh ctia vat chat, c6 xu huéng bao ton trang
thai dang ton tai, ch6ng lai nhiing tac déng bén ngoai nhim thay doi trang
thai sdn c6 cia chiing. Quan tinh dugc dac trung bdi khoi lugng va luc quan
tinh dudc tinh bang khéi lugng nhan véi gia toc cua vat thé trong chuyén
dong. Nhu vay, qudn tinh la ddu hiéu cét 16i ctia dong luc hoc. N&u bd qua
quan tinh, ttc cho gia toc bang khong, thi bai toan khong con 1a dong luc
hoc nita méc di van c6 thé né dang chuyén dong déu.

Néu tinh hoc c¢6 lich st 1au dai cung v6i Co hoc, thi dong luc hoc chi
thuc su tré thanh mot bd phan cia Co hoc nhd nhiing phat minh caa
Niuton. Ba dinh luat co ban cta Niuton trd thanh nhiing vién gach dau
tién x4y nén bé mon dong luc hoc ¢6 dién. Trong cac dinh luat nay, quan
trong nhat 1a dinh luat tht hai “Téng hop tdt cd cdc luc ngodi tdc dung lén
mét vdt cé khoi luong m bang ma, vdi a la gia téc cia vdt”. Tu tudng co ban

nay cua dong luc hoc van con y nghia cho dén ngay hém nay trong Co hoc.
1.1.2. Khdi niém vé céng trinh.

Trong Co hoc ¢6 dién cta Niuton, ngudi ta chi xét dén cac chat diém.
Sau nay c6 nghién ctiu dén cac vat ran tuyét doi. Pay la d6i tugng chinh
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cua co hoc 1y thuyét ma da c6 thoi tré thanh mot mon hoc co ban cua sinh
vién cac nganh khoa hoc tu nhién va k§ thuat. Trong su phat trién caa co
hoc sau nay ngudi ta dd md rong d6i tugng sang cac vat thé c6 thé bién
dang. Cac vat thé nay thudng x4c dinh bang cdc ham s6 phu thudc khong
chi vao thoi gian ma con ca toa d6 trong khong gian chiia vat thé d6. Vi vay
cac vat thé bién dang tao thanh hé co hoc véi cic tham s6 phan bé lién tuc
va thuong dudc goi 1a hé lién tuc hay hé vo so bac tu do.

Cong trinh la mét hé co hoc gom nhiéu vdt thé bién dang lién két vdi
nhau tao thanh mot chinh thé thuc hién mot sé chize nang dinh san.

Vi 12 mot hé co hoc phtic tap gom nhiéu thanh phan khac nhau lién
két lai thanh mot do1 tugng c6 hinh dang kich thudc, nén cong trinh thuc
chat 12 mot hé vo sé bac tu do. M6 hinh co hoc ctia cong trinh duge goi 1a
két cadu cong trinh. Cac tham sd cua két cidu coéng trinh bao gom cac tham
s6 hinh hoc, vat liéu, lién két giiia cac phan ti va v6i méi trudng.

Nhu vay dong luc hoc cong trinh la khoa hoc nghién ciu cdac ddc trung
dong luc hoc va trang thdi ung sudt, bién dang cua céng trinh dudi tdc
dung cua cdc tdi trong ngodi cé ké dén qudn tinh ctua ching.

1.1.3. Cdac phuong phap moé hinh hoa cong trinh

Viéc tinh todn dong luc hoc cong trinh tré nén phitic tap do su phu
thudc vao luc quan tinh cua cong trinh ma chinh luc quan tinh nay lai phu
thudc vao khéi lugng va chuyén vi caa cong trinh. Cac coéng trinh 14 cac hé
co hoc c6 khéi lugng phan bé lién tuc trong khéng gian nén luyc quan tinh
cling 14 mot truong véc to phan bo trong khong gian, do d6 bai toan dong
luc hoc cong trinh thuong duge mo ta bdi cac phuong trinh vi phan dao ham
riéng rat phec tap.

a) Phuong phdp tdp trung khéi luong

Néu ta chap nhan gan dung rang su phan bo khoi lugng lién tuc trong
khong gian caa cong trinh dude quy vé tap trung tai mot s6 diém nao dé thi
bai toan dong luc hoc cong trinh tré nén don gian hon vi luc quan tinh dude
xac dinh tai cac diém khoi luong tap trung. Lic nay, bai toan dong luc hoc
cong trinh duge mé ta bdi hé cac phuong trinh vi phan thudng. Tuy nhién,
viéc tap trung bao nhiéu khéi lugng va viéc quy déi khoi lugng tai tiing
diém nhu thé nao dé dam bao d6 chinh x4c cua két qua phan tich dong luc
hoc phu thudc vao kinh nghiém va su hiéu biét cta ting chuyén gia déi véi
ting loai cong trinh cu thé.
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Hinh 1.1.1. DAm don gian va mo hinh cac khéi lugng tap trung thay thé
b) Phuong phap toa doé suy rong

Dua trén gia thiét rdng chuyén vi ctia hé c6 thé biéu dién & dang tong
chudi vé6 han cac ham truc giao ¥,(x,y,z) da biét thoa man cac diéu kién
bién hinh hoc

u(x, y,2,1) = ibn (O, (x,y,2) = i(B;’ cos(e, 1) + B. sin(w,) ¥, (x, 7,2)
" B " (1.1.1)
= an cos(w,t+a,)¥, (x,y,2)
n=1

P6i v6i mbi dang chuyén vi cho trude ¥, (x,y,z), dang dao déng cua cong
trinh phu thudc vao bién d6 B, dudc xem 1a cac toa do suy rong cua cong
trinh. Do chinh x4c cia phuong phép toa do suy rong sé ting 1én néu ta 1ay
nhiéu s6 hang ctia chudi xap xi, tuy nhién khi d6 khéi lugng tinh toan ciing
tang lén dang ké.

¢) Phuong phdp phan té hitu han (PTHH)

DPay 1a mét phuong phap co ban, hién dai va théng dung nhat dung dé
mo hinh ho4 va phan tich tinh, dong luc hoc cac cong trinh. Noi dung cua
phuong phap PTHH nhu sau: Chia cong trinh thanh mot s6 hiiu han cac
phan tt c6 kich thude tuy § dudc lién két véi nhau tai cac diém nut c6 toa
d6 xac dinh trong khéng gian. Trang thai tng suét, bién dang tai cac diém
bén trong phin ti c6 thé xac dinh dude théng qua cac ham dang 14 cac ham
chuyén vi cho trudc va cac véc to chuyén vi nut. Sau d6 ti cac dinh luat,
nguyén ly cd ban cta cd hoc thiét 1ap dugc hé phuong trinh vi phan thuong
d6i véi cac chuyén vi nit. Phuong phap PTHH thuc chit 14 moét dang dac
biét ciia phuong phap toa doé suy rong nhung né td ra vu viét hon vi tinh
chat tu dong hoéa khi tinh to4n ciing nhu khéi lugng tinh toan giam nhiéu
so v61 phuong phap toa do suy rong.

1.1.4. Cdc dang tai trong tdc dong lén cong trinh

Trong qua trinh st dung, cac cong trinh chiu nhiéu loai tai trong khac
nhau. Tai trong tinh dit 1én hé mot cach ti ti, ém dém trong mot thoi gian
dang ké gay ra gia téc bién dang bé c6 thé bo qua luc quan tinh. Tai trong
dong bao gdm tai trong tuan hoan, xung tic thoi hay tai trong dang bat ky
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theo thoi gian gay ra gia téc bién dang 16n, khong thé bé qua luc quan tinh.
Tai trong tuan hoan 1a tai trong ldp lai trong mot khodng thoi gian nhat
dinh nhu tai trong phat sinh khi d4t mo to c6 do léch tAm 1én coéng trinh,
tai trong séng... St dung khai trién chudi Fourie, viéc tinh toan coéng trinh
chiu tai trong tuan hoan bat ky din vé viéc tinh cong trinh chiu tai trong
diéu hoa don gian dang sin, cos. Tai trong xung tiic thoi nhu tai trong do né
min, déng coc bing bua, do va dap xay ra trong mét thdi gian ngin gay ra
su thay déi van toc bién dang tai cdc diém vat chit ciia coéng trinh. Céc
dang tai trong trén day xem nhu 1a da xac dinh dudc vé dang va vé gia tri,
viéc xét dén tinh ngiu nhién cua cac tham s va dang tai trong ndm ngoai
pham vi trinh bay cua tai liéu nay.

1.1.5. Cdc nguyén ly co ban cua déng luc hoc cong trinh.

Niuton da dua ra dinh luat co ban dé thiét lap phuong trinh chuyén
doéng cua hé co hoc, tuy nhién dinh luat nay kho6 ap dung cho cac hé phiic
tap, vi du nhu hé chiu rang budc. Dé thuén tién cho viéc thiét lap phuong
trinh chuyén déng cia cac hé co hoc, nhiing nguyén ly khac nhau, ma thuc
chat 1a su m6 ta khac caa dinh luat co ban, da dugc nghién ctu va phat
trién. Duéi day xin giéi thiéu mot s6 nguyén 1y co ban tng dung trong déng
luc hoc cong trinh.

a) Nguyén ly Dalamber

Nguyén ly nay xudt phat tit dinh luat thi hai cia Niuton va duge phat
biéu nhu sau

“Téng véc to cdc luc tdc dung lén vdt thé nam & trang thdi can bang, ké
cd luc qudn tinh, bang khong”.

Trong bai toan déng luc hoc cong trinh, luc tac dung lén vat thé gdbm

- F,1a luc quan tinh bing khoi lugng nhan véi gia toc va 18y dau trir.

- F,1a luc dan héi trong vat thé chéng lai su bién dang cta cong trinh

thuong dugc mé hinh nhu 1a 16 xo véi do cling 10 xo da biét.

- F,la luc can trong vat thé tiéu hao mot phan néng lugng, chuyén thanh
nhiét... thuong dugc mé6 hinh nhu can nhét ty 1& véi van téc bién dang.

- F,la luc ngoai tac dong lén hé. Khi dé theo nguyén ly Dalamber

!

2
A F 4+ F, +F, =0, F, ?ﬁiw (1.1.2)
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Thuc chat, nguyén 1y nay da dua bai toan dong luc hoc vé mot bai toan tinh
hoc nhé khai niém luc quan tinh. Nguyén 1y nay chi 4p dung khi tat ca céc
luc ngoai déu c6 thé tinh dudc.

b) Nguyén ly cong kha di

Nguyén 1y Palamber néu trén 1a buée dau phat trién dinh luat Niuton
va phat hién ra rang thuc chit phuong trinh chuyén déng ctia déng luc hoc
ciing 1a su can bang cac luc. Nhung ciac phuong trinh vin 6 dang vécto va
né6i chung khé ap dung cho céc hé bi rang budc. Su phat trién tiép theo cac
nguyén ly dong luc hoc 1a nguyén 1y cong kha di. Nguyén ly nay dua trén
khai niém dich chuyén kha di, tic 1a nhiing chuyén vi c¢6 thé, thoa méan cac
rang budc ciia hé, dudc phat biéu nhu sau

“P6i vdi vdt thé nam J trang thdi can bang, cong cua t6t cd cde luc tdce
dong lén vt thé trén cdc dich chuyén khd di bang khong.”

Trong bai toan dong luc hoc cong trinh, nguyén 1y cong kha di c6 dang

jETUdV=jﬁVT(fV —p%‘}n/ + @] f;ds + i) 1! (1.1.3)
v v s J
v6i p 1a mat do khéi lugng; o 1a trudng tng suét phat sinh trong vat thé;
£ fo.fe 1a cac luc khoi, lyc mat va luc tap trung tac dong 1én heé;
g,il,,ilg,i, 1a cac bién dang va chuyén vi kha di thda mén cac lién két hinh
hoc bén trong vat thé, trén bé méit va tai cac diém dat luc tap trung.

Thuc chit ddy van 1a su can bing cta cac luc, nhung dudc xét trong khong
gian cac dich chuyén kha di. Uu diém néi bat cta nguyén 1y nay la cho
phép thiét 1ap phuong trinh chuyén dong cta cic hé chiu rang budc va thay
vi phai tinh toan cac dai luong vécto thi 6 day chi can tinh mot dai lugng vo
huéng 1a cong cua cac luc.

c) Nguyén ly bién phan

Du nguyén 1y céng kha di da dudc phat trién thém mét bude so véi
nguyén ly Dalamber, nhung né van khé ap dung cho cac hé véi khéi lugng
phan bo. Dé giai quyét khé khan nay, cac nguyén 1y bién phan da dudc
quan tdm phat trién. Tu tudng coi ngudn cua chung, theo ching téi, xuét
phat ti nguyén ly Dirichle trong tinh hoc: Tai céc vi tri cAn bing 6n dinh,
thé nang cta hé dat gia tri cuc tiéu. Cac nguyén 1y bién phan ciing din dén
tim cuyc tiéu ctia mot phi€m ham biéu dién cac dic trung co hoc cta hé.
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Chinh vi thé ma phuong trinh thu dudgc cling 12 mot dang phuong trinh can
bing. Pai dién cho cac nguyén 1y bién phan 14 nguyén 1y tac dung t6i thidu
cia Hamilton, dugec xdy dung dua trén nhiing tinh toan bién phan cta
ning lugng trong mot khoang thoi gian [t,,t,] bat ky

]2-5[T(t) V)t + Té‘W(t)dt =0 (1.1.4)

trong d6 T 1a dong nang; V 1a ham thé ning cua cac luc bdo toan bao gom
thé ning bién dang va thé ning ctua cac luc ngoai bao toan; W 1a céng cta
cac luc khong bao toan nhu luc can, cac luc ngoai khong c6 thé; 51a toan ti
bién phan.

Ap dung nguyén ly nay cho mot hé da dude roi rac hoa, ta duge hé

phuong trinh Lagrang
d| oT or ov
alog |Tog Ty "9
1 9 A (1.1.5)
0, = Wi om

trong d6 q;, j=1,...,n 1 céc toa dd suy rong cua hé; T'la dong ning; V 1a thé
nang; @; 1a Iuc suy rong tuong ting véi toa do suy rong q;. Phuong trinh nay
14 co s6 dé nghién ctu dong luc hoc ctia nhiéu hé co hoc khac nhau, trong d6
c6 ca hé phan bd, tic ca cong trinh.

Ca ba nguyén ly trén day déu cé gia tri tuong duong nhau va cuing dan
vé mot hé phuong trinh chuyén déng, viéc lua chon cach xay dung nhu thé
nao tuy thudc dang bai toan va nguosi khao sat lya chon.

1.2. Hé mot bac tu do

1.2.1. Khdi niém béc tu do

Bac tu do ctia mot hé co hoc 14 tap hop cac tham sé doc 1ap t6i thiéu du
dé xac dinh vi tri va hinh dang ban than hé mot cach duy nhat trong khéng
gian. Cac tham s6 nay dugc goi 1a cac bac tu do hay toa d6 suy rong cua hé.
S6 lugng cac tham s6 trong tap hdp néu trén goi 1a s6 bac tu do cua hé. Hé
c6 hoc ¢6 thé ¢6 mot, nhiéu hay vé6 s6 bac tu do. Trén hinh 1.2.1.a 1a ddm
khong khoi lugng mang vat niang m, dé xac dinh vi tri cla vat ning ta can
biét do vong y tai tiét dién dit vat ning, khi d6 hé dude xem 1a 1 bac tu do.
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Tuy nhién, néu chuyén vi doc truc ctia dam x4p xi chuyén vi ngang cta tiét
dién thi can 2 tham s6 méi xac dinh vi tri khéi lugng m, khi d6 hé dugdec xem
12 ¢6 2 bac tu do. Trén hinh 1.2.1.b 12 hé 2 thanh khong c6 khéi lugng mang
mot vat nang m nhung cin hai thong s6 méi xac dinh dudge vi tri cta khoi
lugng m & trang thai bién dang, nhu vay hé dude xem 12 ¢6 2 bac tu do.

a) b)

p(H)

n
P~ & 7707
y

Hinh 1.2.1 X4c dinh s6 bac tu do: a) Hé 1 bac tu do, b) Hé 2 bac tu do

Trong Co hoc, ngudi ta thuong phan biét hai dang hé theo s6 lugng bac
tu do. D6 14 cac hé hitu han bac tu do va hé vo s6 bac tu do. Viéc chon cac
bac tu do (hay toa do suy rong) phu thudc vao chu thé nghién ctu cta déi
tugng. S6 bac tu do néi chung 1a cac s6 tu nhién, tuy nhién ciing c6 khi phai
dung dén ca cac s61é nhu 1+1/2 d& mé ta s6 bac tu do cia cac hé phic tap.
Nhiing hé hiitu han bac tu do déng vai tro co sé dé nghién ciiu cac hé vé s6
bac tu do va do d6 cling thudc cac khai niém co ban cua dong luc hoc cong
trinh. Ching ta sé bit ddu tim hiéu mén Pong luc hoc cong trinh bing cach
nghién ctu cac hé hiiu han bac tu do.

1.2.2. Khdi niém vé dao déng

Ta nghién ctu chuyén dong cta mot con lic toan hoc don gian nhu
trong Hinh 1.2.2. Chait diém c6 khéi lugng m, tap trung & dau day khéng
trong lugng d6 dai L dudc ¢d dinh dau kia tai mot diém A nao dé. Vi tri caa
chét diém trong mit phing dude xac dinh bing hai toa d6 x va y. Nhung vi
mot dau day cé dinh va khoang cach tir vat dén vi tri A khong d6i bang L
nén hé sé chi c6 mot bac tu do, d6 1a goc gitia doan day tao v6i phuong
théng dtng, ky hiéu 1a ¢.

Chon hé toa do nhu trong hinh vé, ta c6

x=Lsing,y=L(l1-cosp)

Khi d6 dong ning va thé ning ctia vat bang:

_l 2 .2 _l 2.2
T—2m(x +y )—sz(p (1.2.1)

V =mgy = mgL(1-cosp)

10
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Hinh 1.2.2. Dao ddng cta con lic don gian

Bd qua nhiing luc khéc, phuong trinh Lagriang cua hé c6 dang
@+(g/L)sing =0
trong d6 g 1a gia toc trong truong. DAy 12 mot phuong trinh vi phan bac hai

phi tuyén va sau khi khai trién Taylor ham sin, c6 dang

a)2 g
.. 2
g0+a)§¢)—70¢)3+...——0; W, =—

Néu chi xét thanh phin bac nhit ta duge phuong trinh co ban biéu
dién dao dong diéu hoa

¥+wex =0 (1.2.2)

Phuong trinh nay cho ta nghiém
x = asin(wyt + 0) (1.2.3)
biéu dién mét dao dong diéu hoa véi a duge goi 1a bién do dao dong, o, 1a

tan s6 dao déong va € 1a pha ban dau (Hinh 1.2.3). Dao ddng diéu hoa nay
6 thé biéu dién ¢ dang phc

X = Re{Ae’""”’}

trong d6 A goi la bién d6 phtc ctia dao dong diéu hoa 4 =aie™ va

a:|A

; t9=—argA+% (1.2.4)

Vi vay thong thuong ta st dung dang phtic ctia dao dong diéu hoa
X = Ae™™ (1.2.5)

11
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Trong truong hop dao dong tu do khong can ciia hé mot bac tu do, bién
dd va pha ban dau dugc xac dinh bang diéu kién dau x(0) = x,,x(0) =x, , ttic

2
a= x§+x—2, 6’=arctg(x°_w°J (1.2.6)
an X9
(0 2%
P @, »
0 0
-——  (t+—)
0 @,

Hinh 1.2.3. Dao dong tu do khong c6 can
Khi ké dén luc can nhét ty 1& véi van téc, dao dong tu do ciia hé mot
bac tu do c6 can dugc mo ta bang phuong trinh
¥+ 20wk +wpx =0 (1.2.7)
Nghiém phuong trinh biéu dién mét dao déng tdt dan
x = ae ™" sin(wpt + 6) (1.2.8)

w, =wy\J1-¢°

X0

Hinh 1.2.4. Dao déng tu do c¢6 can nho

12
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v6i € 1a mot s6 duong va duge goi 1a hé sé'tdt dan dao dong, dac trung cho
luc can nhét, wp 12 tAn s6 dao dong cua hé c¢6 can (Hinh 1.2.4). Trong khuén
khd dao dong ching ta chi xét truong hgp hé s6 tit ddn nhé hon 1 (0<¢ < 1).
Bién d6 a va pha ban d4u 6 cta hé c6 can dudc xac dinh bang diéu kién dau
x(0) = x,,x(0) =x,c6 dang

. 2
a:\/xg +(x0+4’+x0)’ Hzarctg[&} (1.2.9)
Xy + Wy X,

@p

Ky hiéu x, va x,,,; 1a hai dinh duong lién tiép ctia dao dong tai cac thoi diém

n2Z va (n +1)2—7T; 514 hé s6 suy gidm dao dong logarit & =In—2. Khi d6 ta
a)D a)D xn+1

c6 thé xac dinh hé s6 tit dan dao dong ¢t phuong trinh

2r¢
J1-¢72

1.2.3. Dao déng cudng biic ctia céng trinh chiu tdi trong tudn hoan

5= (1.2.10)

Xét hé co hoc duge mo ta trong Hinh 1.2.5. Gia st nén bi dich chuyén
v6i gia téc j(r) va chuyén dich tuyét déi ctia vat 1a z(¢). Chon goc toa do
tuong tng véi diém can bing tinh cua 10 xo, khi d6 dong nang va thé ning
cta hé bang

T=%mf; V=%k@—yy (1.2.11)

Luc suy rong la luc can bang O = —¢(z - y). Phuong trinh Lagrang cho ta

mz+c(z—y)+k(z—y)=0 (1.2.12)

qu
|
k%% i Ty@

i

Hinh 1.2.5. Dao ddng cia hé mot bac tu do c6 xét dén
anh hudng cta chuyén vi nén.

13
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DPua vao toa d6 suy rongx=z-y 1a chuyén vi tuong déi ciia vat thé so véi
nén, ta dugc phuong trinh

mx + ¢ x + kx = —myp(t) (1.2.13)
Nhu vay, bai toan dao dong ctia hé 1 bac tu do c6 nén bi dich chuyén véi gia
toc ¥(7) 1a mot truong hop riéng cia bai toan dao dong ctia hé 1 bac tu do
chiu tai trong b4t ky nhu trén Hinh 1.2.6 ¢6 dang

mx + ¢ x + kx = P(1) (1.2.14)
hay la
54 20w, &+ wix =20 (1.2.15)
trong do
k <
®, = \/%, = T (1.2.16)
(t)
40 P()
— — — f] (t)
<50 Sho TLO
2 2

Hinh 1.2.6. Dao dong ctia hé mot bac tu do ¢6 can chiu tai trong ngoai

Xét phuong trinh dao dong (1.2.14). Gia su tai trong ngoai 1a qua trinh
dao dong diéu hoa P(r)=Pe™ véi bién dd phic P, va tan sd ». Khi d6,
nghiém day da ctaa (1.2.15) c¢6 dang

it

x=x.()+x,()= ae " sin(wyt + 0) + Ae
2

0] —0° +2ilw,o

A=A(w)=

trong do

14
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- xg(t) 1a nghiém tong quat phu thudc vao diéu kién dau x(0) = x,,(0) =x,,
12 dao dong diéu hoa tat dan. x(t) dudc goi 1a qud trinh chuyén tiép.

- xp(t) 12 nghiém riéng khéng phu thudc vao diéu kién ban dau, 1a dao
dong diéu hoa c6 tan s bang tan s6 luc kich déng o va bién dd phic
A(w) 12 mot ham cta tin s6 kich dong. xp() dudc goi 1a dao déng cuong
bizc cia hé. Bién do ap va pha diau 6y ctia dao dong cudng biic c¢6 dang

L P,/m
aP_|A|_ 2 22 2 2 2
\/(a)o @) +4{ w0 (1.2.18)
2
6, = arctan f’a)oa)z
w; -

lan lugt duge goi la ddc trung bién dé - tan sé va ddc trung pha hay cac
ddc trung phé ctia hé da cho.

Ham phic
P, 2, .
K(a))=j=k—ma) +icw (1.2.19)

dude goi 1a dé citng dong (Dynamic Stiffness) cua hé mot bac tu do. Ham
nay la ty s6 gitia bién do phtc cua luc tac dung va bién do phtic cua dich
chuyén (¥ nghia d6 cting) va phu thudc vao tan sd luc kich déng (¥ nghia
dong luc hoc). D& dang nhan thay K(0) = k, dic trung cho d9 ciing tinh.

Ham phic

1 1

= = 5 (1.2.20)
Kw) k—-mo +ico

H(w)

dudc goi 1a dé6 mém dong hay ham phdn ting tan s6.

Tré khdng co hoc (Mechanical Impedance) cua hé 1a dai lugng dude xac
dinh bang ty s0 gitia bién d6 phic caa luc tac dung véi bién d6 phiic cua
van téc va c6 dang

PO 2 . .
l(w)=—"=(k-meo’ +ico)/io . (1.2.21)
imA

Ham phic

1 iw

M(w) = =
(@) (@) k-—mo’+ico

(1.2.22)

dudc goi 1a dé dén co hoc (Mechanical Mobility) cia hé mot bac tu do.

15
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Ham M(w) 1a ham phtic c6 phan thuc va phan 4o nhu sau

co’ ok —mao?)

R = ey @)=

(k-a’m)’ +(cw)
D& dang nhan thay d6i véi cac ham trén ta c6 hing ding thic

{Re(a)) - %T +[Im(w)]*= [%T (1.2.23)

c

v61 mol @, hay trén mat phing phtc truc hoanh 14 phin thuc va truc tung
1a phan 4o cia ham d6 dan cé hoc thi do din co hoc dude biéu dién bing
mot dudng tron ban kinh bang 1/2¢ véi tAm tai diém c6 toa do (1/2¢, 0),
xem Hinh 1.2.7. Pudng tron nay di qua goc toa d6 (Gng véi w=0), cit truc
hoanh tai diém tng véi o = w, =~k/m (tdn sb riéng), khi &6 phan thuc hay
chinh gia tri caa d6 dan co hoc bang I/c. Pudng tron nay dudc goi la chu
trinh Nyquist ctia d6 dan co hoc. R6 rang 14 déc tinh néu trén cho phép ta
tim dudc tan s6 riéng va hé s6 can ctia hé néu biét duong tron Nyquist cua
d6 dan co hoc. Chi can tim giao diém cta dudng tron véi truc hoanh, khi dé
gia tri clia tin s6 tuong Gng véi giao diém bing tan sb riéng, con hé sb can
14 nghich dao cta hoanh d6 giao diém.

M=(R(w),I(@)

Hinh 1.2.7. Biéu d6 Nyquist cta ham d6 dan co hoc M(w)

Tuong tu ta c6 thé xay dung chu trinh Nyquist cia ham d6 mém dong
hay phan @ng tan s6 H(®) néu trén.

1.2.4. Dao dong cua céng trinh chiu tai trong xung

Tai trong xung thuong duge dic trung béi mot xung chinh c¢6 gia tri 16n
xay ra trong mot khoang thdi gian ngin.
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Nguyén Tién Khiém
Ta c6 thé biéu dién xung P(t) & dang
t<rt-¢

T—&<t<t+¢

(1.2.24)
t>7+¢
nhu trén Hinh 1.2.8 v6i >0 14 mot s6 du nho.

A P(t)

Hinh 1.2.8. Tai trong xung
Xung lugng cta tai trong xung P(¢) 1a

t+e +00 -
1,(¢)= j P(t)dt = j P(t)dt = %25 =p
t—¢ —

00

Nhu vay, ham P(?) ¢6 tinh chit P(t—7)=0; t =7 va j P(t-7)=P

Khi -0 va P =1 thi ham P(¢) dudc goi 14 ham Delta - Dirac &¢).
s =17 "7 1 [swa=1
O=10 .0 5—_[00 -

(1.2.25)
Xét hé 1 bac tu do 6 thoi diém ban dau ding yén x(0)=0; x(0") =0 chiu
tai trong xung P(¢), khi d6 dong lugng ctia hé thay d6i la

mx(0%) = mx(07) = mi(0") = TP(t)dt = TP(t)dt =—2e=P
&
suy ra x(07) =

t—¢

3 |~

—00

. Nhu vay, ta thdy tac dong cua tai trong xung P(¢) d61 véi

hé 1 bac tu do tuong tu véi viéc ap dung diéu kién dau x(0) = 0; x(0) =

.

3 |~
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Tu d6, ap dung cong thtic (1.2.6) cho hé khong c6 can hay cong thiic (1.2.9)
cho hé c6 can, ta c6 thé viét lai (1.2.3) va (1.2.8) dudi dang

x(f) = Ph(?) (1.2.26)
trong d6 ham so A(t)
h(t) = _1 e sin(¢mwpt) (1.2.27)
mo,

14 chuyén vi cua hé ding yén x(0)=0;1(0)=0 dudi tac dong ctia ham xung
Delta — Dirac &t). Ham h(t) dudc goi 14 ham phadn tng xung ctua hé.
Néu xung P(t) tac dung vao thoi diém 7 thi (1.2.27) ¢6 dang

1
h(t—7) =1 meo,

e—{wo(t—f)sin[é“a;D(t—r)] t>t (1.2.28)

0 O<t<rt
1.2.5. Dao déng ctia cong trinh chiu tdi trong bat ky

Xét hé mot bac tu do tai thoi diém ban ddu ding yén x(0) = 0; x(0) = 0
chiu tai trong P(#) b4t ky v6i phuong trinh dao dong c6 dang (1.2.14).

Ta chia lyc ngoai P(#) thanh ting xung c6 dang (1.2.24) véi P = P(t,)Ar tac
dong trong khoang théi gian vo cung nhd At=t/n nhu trén Hinh 1.2.9.

A P(t)

P(t;

At =

S|~

§

t, t3 t, t

Hinh 1.2.9. Luc ngoai P(t) dudc chia thanh n xung nho.

Phan ting ciia hé chiu tdc déng xung sau thoi diém ¢, theo (1.2.28) c6 dang
Ax(ti) = P(ti )(At)h(t - ti)

nhu vay phan tng ctia hé sau j khoang thdi gian (j=1,2,..,n) bang tong

x(1t,) = Z/:Ax(ti) =Zj:P(ti)h(t — 1At

18
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Do phuong trinh (1.2.14) 14 tuyén tinh nén khi A¢—0 (hay n—) ta c6

1

mao,,

x(t) = j-P(T)h(l‘ -7)dr = j-P(r)e_g“’O”_” sin[w, (t-1)[dr; >0  (1.2.29)

ta c6 thé viét lai

1

mao,

x(f) = jP(T)h(t —-7)dr = jP(t —7)h(7)dr = jP(t —1)e " sin(w,rdr;t >0 (1.2.30)

Tich phan (1.2.30) dudc goi 1a tich phdn Duhamel hay tich phan tién hoa.

Néu tai thoi diém ban dau hé khéng diing yén, tic 1a x(0) = x,; 1(0) = v,,
khi d6 nghiém day dua cta (1.2.14) bao gom nghiém riéng 1a (1.2.29) hay
tich phan Duhamel (1.2.30) va nghiém téng quat c6 dang (1.2.8) véi hai
hang s6 tich phan dudc xac dinh ti cac diéu kién ban dau

X +EX@

x(t) =e {xo cos(wpt) +
D

sin(a)Dt)}
(1.2.31)

+

! J.P(r)e{”“(’_’) sin[a)D (t- r)]dr; t>0
mawp

Vi h(t-9=0 vé6i t<z nén khi thuc hién phép bién d6i Fourie d6i v6i ham phan
ung xung (1.2.27), ta ¢6

.[h(t)e_j“”dt = .[ ;e{a’“’ sin(g”a)Dt)}e"j“”dt = 12 = H(w) (1.2.32)
J Y mo,

k—mo” +ico

Thuc hién phép bién d6i ngude Fourie d6i v6i ham phan tng tan s6 (1.2.20),
ta thu dudgc

1 ej(utda) — 1 e—gwot Sln(é’a)Dt) = h(l’) (1.2.33)

1 A +o0
— | H(w)e'"dw =
27 _-[O (@) _J;)k—ma)2 +icw mao,

Nhu vay, ham phan tng tan s6 (hay d6 mém doéng) H(w) (1.2.20) va ham
phan tng xung A(t) (1.2.27) 14 cac bién d6i Fourie cia nhau.

Thuc hién bién d6i Fourie d6i véi tich phan Duhamel (1.2.30), ta c¢6

X(w)= Tx(t)e‘j“”dt = T TP(T)]’Z(Z‘ - r)dr}e‘j”’dt

(1.2.34)

= TTP(T)h(t —7)e /" dtdr = TTP(T)h(tv)e./w(m')dtdt.: H(w)P()

—00—00 —00—00
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trong d6 X(w), P(w) 1an ludt 1a cac bién d6i Fourie cta x(¢) va P(t). Cing c6
thé rut ra két qua nay khi thuc hién bién d6i Fourie phuong trinh (1.2.14).

1.2.6. Phé phdn ting va hé s6’ déng luc

Trong thuc té, cong trinh 14 mot hé co hoc chiu nhiéu loai tai trong, tac
dong khac nhau nhu tai trong tuan hoan, xung, va cham, déng dat,... Dé
danh gia dude kha ning chiu luc ctia cong trinh dd1 véi cac tac dong nay, ta
can phai danh gia dugc phan tGng 16n nh4t cta céng trinh (chuyén vi, van
toc, gia toc, hay mot chi tiéu nao khac) nhu 12 hé mot bac tu do chiu céc tac
dong nay gy ra. D6 thi thé hién phan tng 16n nhat cta hé 1 bac tu do theo
cac tan so riéng khac nhau déi véi ttng loai tai trong cho truée dudgc goi 1a
phé phdn @ng cta cong trinh cho loai tai trong nay. Ngoai ra, ngudi ta con
st dung khai niém hé sé” déng luc 1a ty s6 gitia chuyén vi dong 16n nhat
theo thoi gian va chuyén vi tinh caa hé.

Trén ¢ sé tich phan Duhamel (1.2.30), ta c6 thé xac dinh duge chuyén
vi 16n nhat ctia hé co hoc do tac dong cua tai trong bat ky 1a

max|x(t)| = max

j.P(z')h(t —71)dr

t (1.2.35)
S -, J.P(r)e{“’”(’*’) sin[a)0 JI=C2 (- Z')]Z'T; t>0
mwy\1-¢7 0
Sau day ta xét mot sd truong hgp quan trong hay gip
a) Tdi trong tudn hoan P(t) = P,e™ . Hién tuong céng hudng
Ky hiéu
P
S, = 70 (1.2.36)

14 chuyén vi tinh ctia hé (1.2.14) khi chon luc tinh c6 gia tri bing bién d6
P, dat 1én hé. Khi d6 bién d6 chuyén vi cudng biic ¢6 dang (1.2.18). Ty s6
gitia bién d6 chuyén vi cudng btic ap v6i chuyén vi tinh 8 1a

K, =4 _ by /m _ 1 (1.2.37)

2lof -0 +as20j0’ [l[a,” p g[w]

@, ,

dudc goi hé s6 dong Iuc ciia hé. Gia tri hé s6 dong luc &k, cang 16n thi hiéu
tng dong luc tac dong lén cong trinh cang 16n. Néu tan sd tai trong
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ngoai o gan véi tan s riéng w, thi xay ra hién tuong cong hudng, khi dé

A AN FAa 1 N 2,0 N N9 9 N LN A R
hé s6 dong luc k, = Zva v61 hé s6 can nho (~0 thi k;~ «. Viéc khong dé
xay ra hodc giam to61 da anh hudng cta cdong hudng do61 véi cong trinh 1a
mot trong nhiing nhiém vu chinh cua dong luc hoc cong trinh.

D6 thi hé s6 dong luc &, xac dinh tu (1.2.37) va géc pha 6y xac dinh tu
(1.2.18) theo ty s06 gifia tan s6 dao ddng cudng blic @ va tan sb riéng cua
hé w, véi cac gia tri hé s6 can ¢khéac nhau thé hién trén Hinh 1.2.10.

B0 F-=-==---fp--------p--------pe-------goeo--o--g-ooonoooy
o
=
= = I I I I I
= K : : : : :
@
T
H H H i ] i N H H H H i
o 0.5 1 15 2 25 3 o 0.5 1 15 2 25 3
Ty s0tan so whwo Ty s0tan so whwo

Hinh 1.2.10. D6 thi hé s6 dong luc &, va géc pha ¢ theo
ty s6 tan s6 o/ @, véi cac hé sd can £=0.05; 0.1; 0.2; 0.5

b) Tdi trong cé gid tri khong déi tdc dong dot ngdt (bai todn va cham)

A P(t)

Py

v~

to
Hinh 1.2.10.

T hinh 1.2.10, theo cong thic (1.2.29) ta co

PO { tog(ier) - [ Po e—{(uo(t—to)
e sin|w (t—T)]dr=— -
D£ ’ k| Ji-e?
g .
1-¢ 2

x(t) = coslw, (1—1,)-4]| (1.2.38)

ma

v6l ¢ = arctg
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Khi b6 qua lyc can trong hé (¢=0)
x(t)= % [1 - cosw,t]
va chuyén vi 16n nhit 1a
. =2%:25T; 5, :% (1.2.39)

v6i 8y 14 chuyén vi tinh caa hé. Tu d6, ta thu duge hé s6 dong luc cta hé
khéng can 1a k,=2.
c) Tdi trong xung hinh nva sin (Hinh 1.2.12)

Gia thiét hé khéng cé can (¢=0) va ding yén tai thoi diém ban dau
x(0) = 0; x(0) =0, khi d6 nghiém phuong trinh (1.2.14) ¢6 dang (1.2.17)

Lz[sinz—isinz—m} 0<t<t,
- T t, 210 T
0 " (1.2.40)
x(t) = 4.
0Ty sin 27 b=t —sinz—m t>t
[ 7Y T T -
21 1—| —
)

v6i T=27/ w,y 1a chu ky dao dong va &, = P, /k1a chuyén vi tinh caa hé. Tu
d6 ta thu dugce d6 thi pho phan ting cia hé nhu trén hinh 1.2.13.

A P(0) ‘ { X(t))
Po | 20 01 ) max
\\\
Lo // ~
t 2
0 0 " 0 0 20 30 T
Hinh 1.2.12. Hinh 1.2.13.

d) Viéc xac dinh hé s6 dong luc d61 véi mot s6 bai toan dong luc phiic tap
hon nhu bai toan dao déng cia didm cau dudi tac dung cua tai trong di
dong, bai toan dao dong céng trinh c6 xét dén tai trong dong dat sé dudc
trinh bay chi tiét hon 6 chuong 3 cua tai liéu nay.
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1.3. Hé nhiéu bac tu do

1.3.1. Cdac dac trung déng luc hoc

Xét hé cd hoc c¢6 hitu han bac tu do x4c dinh bdi vécto toa do suy rong

U=1{U,..U,} . Khi d6, dong ning va thé& ning ctia hé c6 dang

1.. . 1 ..
T = EUTMU = EZm,.jU,.Uj
" (1.3.1)

1 - 1
V= U'KU = EZky.Uin

trong d6 M, K 1a cAc ma tran dé6i xting xac dinh duong, dude goi 1an ludt 1&
ma trdn khéi luong va ma tran dé citng cua hé. V6i dong nang va thé ning
nay, hé dugdc xét trong khuon khé cac quy luat tuyén tinh cta cd hoc.

Cac luc tac dung 1én hé gdém c6 hai loai:
- Luc can c¢6 dang Q. = CU ma trong tinh toan dong luc hoc cong trinh néi
chung chi xét truong hop can Rolay vé6i
C=oM +BK (1.3.2)
véi cac hing s6 o, B dude xac dinh ti thuc nghiém. Khi d6 ma tran hé s6
can C 1a déi xting va xac dinh duong .
- Luc ngoai tac dung Q, = P(t) = {B(t),.... P, (1)}" .
Khi d6 phuong trinh Lagrang cia hé c6 dang
MU@t)+CU(®t)+ KU(t) = P(t) (1.3.3)
Bai toan dao dong riéng dugc mo ta bang phuong trinh
MU +KU =0.
Nghiém c¢6 dang
U = ®e™

v6i o,® dudc goi 1a tan s6 riéng va dang dao dong riéng cua hé. Cac tan s6
riéng dugc xac dinh tit hé phuong trinh dai s6

det|K —w’M|=0. (1.3.4)

va cac dang dao dong riéng xac dinh tu phuong trinh
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{[K —o’M@}=0
[l =1

C6 rat nhiéu thuat toan va chuong trinh dé giai bai toan tri riéng néu

(1.3.5)

trén, ching ta khong diing lai 6 viéc giai bai toan nay (cac doc gia quan tam
c6 thé xem phan phu luc & cudi gido trinh nay) ma di vao trinh bay mét sé
tinh chat ctia cac tan s6 va dang dao dong riéng.

Trudc hét trong dai s6 tuyén tinh, ngudsi ta da chiing minh dudc réng
bai toan tri riéng véi cac ma tran do cting va khoéi luong 1a cac ma tran doi
xting, x4c dinh duong c6 N tan s6 riéng {o,,..,0,} 1a cac nghiém duong va
cac véc to dang riéng @; tucng Gng véi tan s riéng o; thod man diéu kién
truc giao c6 dang

m,, i=]j
dDiTMCDj:{O’ o
17
. (1.3.6)
. 1=
o’Kp, =1 T
P10, i

That vay, tu phuong trinh (1.3.5), ta c6

(K-o0;M)D, =0
(K —0;M)D, =0.

Nhén tit v& trai hai phuong trinh cuéi véi véc to @;,®"1an lugt, ta sé duge
O KD, —0 O MD, =0
OTKD, 00 MO, =0
Vi tinh d61 xting cua cac ma tran K, M nén
O KD, =D KD,
OIMD , =D MD,
va do dé
@ -~ )P MD, =0
Néu # k.0, # 0, ta sé nhan dugc (1.3.6).
Céac tham s8 m.k;,j=12,.,N dugc goi la khéi lugng va d¢ cling quy doi.

Ngoai ra, cac dang dao dong riéng luén chia mot hing s6 bat ky, dé xac
dinh hang s6 nay ngudi ta dua vao cac tiéu chudn goi 14 phép chuin hoa
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dang riéng, vi du cac hang s§ dugc ldy bang 1/,/m, , khi d6 dang riéng
chudn ho4 thoa man

S .

OTMD, =1,Y) .
Véi cac tham s6 khéi lugng va d6 cting quy d6i nay, tan s6 riéng duge tinh
mot cach dé dang

®; = kj/mj,j =12,..N.

Trong trudng hgp can Rolay, ta c6 thém cac hé s6 can quy doi tuong tng
¢, =DTCD, =T [aM +BK|D, =am, + Bk,
Do d6 hé s6 can két c4u tuong ting v6i dang dao dong riéng tht j bang
€;=0.5¢;/m; =0.5(c + B(J)JZ.) .
Nhu vay, d6i véi hé hitu han bac tu do néu trén, ta c6 dude tap hop cac tan
s6 riéng, cac dang dao dong riéng va cac hé sd can két cau tuong ting, tao

thanh t6 hop cac ddc trung dong luc hoc cia hé da cho, viét duéi dang ba
ma tran nhu sau

Q= diag%nf s @ }
o ={@,(),. (1.3.7)
D= diag{ N }
Dén day ta c6 thé ching minh duge mot ménh deé:

Meénh dé 1.2.1. Hé co hoc hitu han bac tu do tuyén tinh hoan toan dudc xac
dinh néu biét tat ca cic dic trung dong luc hoc ctia né.

That vay, nhu ban dau d& néu, hé hitu han bac tu do tuyén tinh dugc
xac dinh bdi ba ma tran M, K, C. Vi vay, néu biét cac dac trung dong luc
hoc ctia hé (1.3.6), ta c6 thé tinh dudc cAc ma tran khéi lugng, d6 cting hay
hé s6 can nhu sau:

M=@")" (D)
K=(@")'Q®)" (1.3.8)
C=2@")"'D@®)"
Vi ly do nay nén céac dic trung dong luc hoc ctia hé con duge goi 1a mo hinh
dao déng cua hé. Va md hinh ban ddu gém cic ma tran khéi luong, do cting
va hé s6 can dudc goi 14 mé hinh khong gian cua hé hiiu han bac tu do.
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1.3.2. Cdc ddc trung phé
Bay gio ta xét hé da cho (1.3.3) véi luc ngoai tac dung c6 dang
P = Pe™
ttic mot luc diéu hoa véi tan s6 ® va bién do phtic 2. Khi d6 dap ting cua hé
ciing c6 thé tim duéi dang
U =Ue™
va bién d6 phtic cua dap tng sé dude tim tit phudng trinh
(—0’M +ioC+K)U =P.
Ma tran phic
K(©)=(—’M +ioC +K) (1.3.9)

dugc goi 1a ma trédn do citng déng ciia hé da cho. Ma tran do cting dong phu
thudc vao tan so luc kich dong o va ciing mo ta quan hé gita luc kich dong
va chuyén vi tuong tu nhu trong trudng hgp tinh. Hién nhién, tai tdn s6
bang khong thi

K(0)=K
ttic 1a tré thanh ma tran do cing tinh ban dau.
Ma tran
H®)=K ' (0)
dudc goi 1a ma tran dé6 mém dong, hay con goi 1a ma trén ham truyén vi
U = HP (1.3.10)

mo ta su truyén tac dung cua luc ngoai dén cic bac tu do tao thanh chuyén
vi ctia hé. Thuc chét cta ham truyén gitia hai diém cta céng trinh la
chuyén vi tai moét diém khi c6 luc tac dung 6 diém kia. R6 rang 1a ma tran
do cling dong hay ma tran ham truyén cling déu mo ta mot cach day dua hé
da cho. Do d6 ngudi ta goi ma tran ham truyén la mé hinh tan sé"hay moé
hinh déng luc hoc cua hé. Trong mot so tai liéu, cAc ma tran néu trén con
dugc goi 1a dac trung bién d6 tan s6 (pho) ctia hé da cho.

Dé minh chiing cho viéc cac ma tran d6 ciing déng hay d6 mém dong cé
thé mé ta day du hé da cho. Ta xét hé (1.3.3) trén quan diém phudng phap
khai trién theo dang riéng sau day.
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1.3.3. Khai trién theo dang riéng
Gia st {®,,..0,}va ®={®,(j); ij=12,..,N} la cac tan sb riéng va
dang dao ddng riéng tuong tng cua hé da cho (1.3.3).
Biéu dién nghiém cta phuong trinh (1.3.3) & dang
U(1) = Dq(t)

hay
N
U,=2®,()g,®; j=12..N (1.3.11)
r=1

va thay vao phuong trinh (1.3.3). Tién hanh nhan v6 huéng hai vé& phuong
trinh ti phia phai véi véc to ®7 va st dung tinh truc giao cua cac dang dao
dong riéng (1.3.6), ta dugc n phuong trinh vi phan tach biét

m,G, () +c,q;(O)+k,q;@)=1f;®); j=12,.,N. (1.3.12)
trong do

ﬂ@:ZQﬁWﬁxjﬂng

Dén day ta thay rd § nghia vat 1y caa cac tham s6 khéi lugng, do cting va hé
s6 can quy déi. Ching déng vai tro khéi lugng, do cing va hé s6 can cla cac
hé mot bac tu do quy d6i. Diéu nay dong thdi ciing néu bat ban chat cia
phuong phap khai trién theo cic dang dao déng riéng 1la dua hé nhiéu bac
tu do v& hé mot bac tu do ma ching ta da nghién ctu k¥ é phan trén.

R6 rang, néu luc ngoai tac dung la diéu hoa c6 dang
P,(1)=Pe™
thi luc ngoai quy doi cho hé mét bac tu do sé bang
N A . ~ .
fj (t) — Zq)/ (S)Psetmt — fjem)t
s=l1
trong do
A N A
fi=2@,()P; j=12.,N (1.3.13)
s=1
Khi d6 toa do suy rong g; c6 dang diéu hoa

q; (t) = qA_/eiwt
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v6i1 bién d6 phtc la

A

f; il .
g = D . (s)P.
7= k -m (n +ic,» ; (0)) J(S) ’
trong do
H ()= ! (1.3.14)

2 .
kj -m,e° +ic,®

Luc nay ta c6 thé nhan dugdc biéu thic cua dap tng chung cia hé ¢ dang

U, =3 ®,.()§, =2 @)Y H, @ (s)P, = Z[ZH, (@)Q(])Q(S)}SS (1.3.15)

s=1 | r=1

Trong trudng hgp P, =0,Vs = r, ta cb
n AN
=P Y H,(0)D,())®,(5),Yr,j=12,..,N. (1.3.16)
r=1

Chu ¥ dén biéu thiic ciia ma tran d6 mém déng luc hoc néu trén, ta thay

q>

,Y(OJ)— —ZH (@)@, ()P, (s).

S

Biéu thtic cuéi cho ta quan hé gitia ma tran truyén hay ma tran d¢ mém
dong luc hoc v6i cac dac trung dong luc hoc nhu sau

A)= K" @)=[h,@)]= > #.@,()o, )

hay la

)=y 26 (1.3.17)

ok, —m, ox +ic,®
Mbi quan hé mat thiét nay cho phép ta phat biéu mét ménh dé:

Ménh dé 1.2.2. Mot hé hitu han bac tu do tuyén tinh c¢6 thé hoan toan duge
xac dinh mot cach tuong duong bang mot trong ba mé hinh: mé6 hinh khong

gian, md hinh dao dong va mé hinh dong luc hoc.
Tt bidu dién (1.3.11), ta c6

O MU(t oMUt
g, O=2 (1) N (?)

e PP 1.3.18
omo, - T oo, ( )

Nghiém ctia cac phuong trinh tach roi (1.3.12) ¢6 dang (1.2.31)
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7 (0 (0 .®.
L 4,044,004 0, stz}
(DD_ /
! (1.3.19)

tP(r)e_g"m‘”(t_r)sincoDv(t—r) T, t>0
[P ,

0

q,(t)= e {qj (0)cosw, ¢

1

mo,

+

trong dé cac diéu kién dau q,(0); ¢,(0) c6 dang (1.3.18) tai thoi diém ¢=0.

Xét hé chiu tai trong P(#) c6 thanh phan thi j 1a ham xung Delta — Dirac
P(t)=38(t), con cic thanh phan khac déu bing 0. Ky hiéu &%) 12 chuyén vi
cua bac tu do thit £ do tai trong xung don vi §(2) dit tai bac tu do thij giy
ra. Ham A,(¢) dugc goi 1a ham phéan tng xung cta hé nhiéu bac tu do. Gia
thiét diéu kién dau U(0)=0;U(0)=0va tai trong thanh phan Pt c¢6 dang
b4t ky, khi d6 chuyén vi tai bac tu do & c6 dang tich phan Duhamel (1.2.30)

Uy(t) = jIJj(r Yy, (t —t)dt = j.Pj(t —T)h,;(T)dt; >0 (1.3.20)

Vi h(t-1)=0 v6i t<t nén thyc hién bién d6i Fourie hai vé& ctia (1.3.20), ta c6

—oo[ _ —00

Uy)= T{TPJ (tHhy (1 —1)dr }e_imtdt = T ij (T )y (0)dx }e‘im(’*)de

(1.3.21)
= [P.@)e™ dx [h;0)e ™ dO = H,(0)P, ()

Nhu vay, d61 véi hé nhiéu bac tu do, ma tran ham phan tng xung [hkj )| va

ma tran ham truyén |H,(0)| 14 cac bién d6i Fourie ctia nhau
i —iot 1 i iot
Hy(0)= jhkj(t)e dt; by ()= jH,g.(m)e do (1.3.22)

tuong tu nhu hé mot bac tu do (cac cong thic (1.2.32) va(1.2.33)).
Chuyén vi tai bac tu do thi & d6i véi véc to tai trong P(t) c6 dang bat ky 14

N
Uk(z)zszj(r)h,g.(z—r)dr; k=12,.,N; t>0 (1.3.23)

J=lo

Két hop (1.3.21) véi (1.3.23), ta cb

U @)=Y H, )P o) (1.3.24)

tit d6 ta thu lai duge biéu thic (1.3.10) va
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N +o©

U,(0= 3 [H,@P @k do

J=l —0

(1.3.25)

1.3.4. Vi du

Xét dao dong ctia dAm khéng trong ludng, trén dam cé 3 khéi lugng tap
trung m; , m,, ms; (Hinh 1.3.1). Cac luc tac déong 1én hé gom

- Luc quan tinh —m,ii, (t) va cac luc can R,(t) dat tai khoi lugng.

- Cac luc ngoai P(t), q(t) va M(t).

P q® M(t)
a) l m, m, m;
S SR S, S
u 18 5] usz
L; L, L; I L4
Hinh 1.3.1.

Theo nguyén 1y Dalimbe, ta viét duge phuong trinh chuyén dong
u (1) =9, [_ mytiy (t) = R, (t)]"' e [_ myiiy (f) = R, (t)]"‘ 0,3 [_ myiiy (1) = Ry (t)]"' A (1) (1.3.26)
trong do

- 8, la chuyén vi caa khéi lugng m,, do luc don vi dat theo phuong caa
chuyén vi u; (chuyén vi tai khéi lugng m;) giy ra trong hé.

- Ayp(t) 1a chuyén vi cta khéi lugng m, do cac tai trong P(t), qt), M(t) gy
ra v6i gia thiét m,=0 (coi nhu bai toan tinh).

Gia tri cac hé s6 8j, va Ayp duge xac dinh theo cong thic tinh chuyén vi cua
Marxell - Morh. Tu doé ta cé

u (1) +06,, [m1ﬁ1 (1) +R, (t)]+6k2 [mziiz (1) + R, (t)]+8k3 [m3ii3 () +R, (t)] =A,1) (1.3.27)

Xét truong hop hé dao dong tu do khong can, khi d6 dao dong cta cac khoi
lugng c6 dang u, () = @ ™, ti d6 ta thu duge phudng trinh

Ky hiéu cac ma tran

mo, —— m,0 m,0
©On =3 2 121 3013 ®,
ma,, m2822—w—2 m,s,, ®,=0 (1.3.28)
1 D,
mo m,d;, ms0 5 _03_2
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m 0 0 8, 0, 0O ky k, ks
M=0 m, 0 [H]= Oy, Oy Oy [K]:[H]_l =\ky ky ky (1.3.29)
0 0 m O3 05 Oy ky ks kg

khi d6 viéc xac dinh cac tan s6 va dang riéng cta hé (1.3.28) dua vé dang
(1.3.4) va (1.3.5).

Gia thiét dam goi tya tu do hai dau v6i m,=m,=ms=pA/4 trong d6 p 1a mat
do6 khoi lugng, A 1a dién tich tiét dién ngang va cac khoi luong dude dit
cach déu nhau L,=L,=L,=L,=L/4, khi d6 ta xac dinh dudgc

. 9 11 7 ALl 0 0

[H]=——|11 16 11}, M=PZ={0 1 0
768 El 4

7 11 9 00 1

Ma tran do cting /K] c6 dang

23 -22 9
o 192E1
[K]=[H] =—5 |2 2 -2
9 -22 23

Tu d6 ta thu dugc cic tan s6 riéng

® _9.8666 |EI © _39.1918 |ET © _ 83.2128 [EI
: r \pd ° L pd’ L pA’

va cac dang riéng tuong tng

r _r 1
2 ;2
1 1

ol=lo. © @]=| L o _L

[0]=[0, ®, o] 7 7
r 1+ 1

2 V2 2
............... ® .

®

/é; """"""""""""""" S P — & /7;77 /4;7 ............. @ /7;W
L4 L L/ L4 L4 L L/ L/
....... &

pa ® g s
L4 L4 L4 L4

Hinh 1.3.2. Cac dang dao déng riéng cta hé 3 bac tu do
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1.4. Truyén séng dan hoi trong thanh

Bat dau tu day ching ta sé nghién ctiu cac hé vo s6 bac tu do hay con
goi 14 hé lién tuc. Hé lién tuc don gian nhat 1a két cAu dang thanh — mot
vat thé dan héi c6 mot kich thude 16n hon nhiéu hai kich thuée con lai. Pic
diém co ban nhat ctia thanh la chi lam viéc trong trang thai kéo nén doc
theo chiéu dai cta thanh va do d6 chuyén vi va bién dang ciing chi xét theo
mot truc doc theo chiéu dai thanh. Hon thé niia, trong qua trinh bién dang
mat cdt ngang ludn phing va chi bi chuyén dich doc theo truc. Vi Iy do nay
nguoi ta goi day la bai toan dao ddng doc truc ctia thanh. Ching ta goi dé
muc nay la truyén séng dan hoi trong thanh bdi vi ban chat cia dao dong
doc truc cua thanh chinh 12 su truyén séng dan hoi doc theo thanh.

1.4.1. Phuong trinh chuyén déng

Dé don gian ching ta xét mot thanh thing c6 tiét dién déu véi cac dic
trung hinh hoc va vat liéu sau day: E mddun dan héi; F' dién tich tiét dién
ngang; p - mat d6 khéi; L — chiéu dai. Ky hiéu u(x,¢) 1a chuyén vi cia mat
cat tai x. Chon hé toa d6 14 mot truc trung véi truc ciia thanh bat dau tu
diu trai nhu trén Hinh 1.4.1.

Py Utxr)
— | > >
O —  —— [ X
x=0 ).{( !
| x=L
dx

fC<—o—>Q

ﬁ‘—o

Hinh 1.4.1.

Té4c dung 1én phan t6 phan t6 thanh dx tai méat cat x gdm cac luc
- Luc quan tinh f, = pFdx.ii(x,t)
, . o N N ON
- Cac luc kéo ¢ hai dau phan to N,N+a—dx
X

- Luc can ngoai f. = cii(x,t)dx
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- T4ai trong phan b6 doc theo thanh Q = p(x,t)dx
Hudéng tac dung cua céc luc nay dude xac dinh trong Hinh 1.4.1.
St dung nguyén 1y Palamber ta c6 thé thiét 1ap dude phuong trinh

o*u ou ON
F—+c———= p(x,t
T S A

Theo dinh luat Hook N = Fo = FEe = EF Z—u, nén phuong trinh cudi c6 dang
X

ou
DF?-FC‘E—a(EFaj = p(x,t) (141)

Pay 1a phuong trinh chuyén dong doc truc téng quat cia thanh, khi giai
can dén cac diéu kién bién va diéu kién dau.
1.4.2. Nghiém séng dan hoi

Xét bai toan dao déng tu do, khi luc ngoai va luc can bang khong

2
Ot ox Oox

hay, trong truong hdp cac tham s6 hinh hoc, vat liéu 1a cac hang s6 ta dudc

——a —=0,a=_|— (142)

Pay la phuong trinh séng mét chiéu véi van téc truyén séng bang a phu
thudc vao moéi truong vat liéu, khong phu thudc vao hinh hoc ctia két cau.
Dé dang nhan th4y phuong trinh cuéi cho nghiém téng quat sau day

u(x,t) = f(x—at)+ g(x+at), (1.4.3)
trong dé f, g 1a cac ham s6 bat ky, kha vi hai 1an trén truc s6, xac dinh tu
diéu kién dau va diéu kién bién. Xét thanh phan thd nh4t, hién nhién 1a
hinh dang cia ham f(x) trong moét doan (x; x,) nao dé dugc xac dinh. Gia
st ca doan thing nay dudc di chuyén doc theo truc x véi van toc déu 1 a.
Khi @6 vi tri x* ldc dau ¢=0, sau khoang thdi gian ¢ sé chiém vi tri x= x" +
at va tinh thanh phan th nhat trong nghiém (1.4.3) ta dugc

f(xX" —at)= f(x +at—at)= f(x")

DPiéu nay ching té dang diéu cta ham f(x) khong thay d6i ma dudge di
chuyén tinh tién theo chiéu duong cua truc x véi van téc bang van téc
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truyén séng trong thanh a. Pay thuc su la su lan truyén dang séng doc
theo truc thanh. Véi Iy luan tuong tu, ta thay thanh phan thd hai mé ta su
truyén séng theo chiéu ngude lai. Nhu vay, néi chung, tai mét vi tri bat ky
trong thanh da bi kich dong luén tén tai hai séng duge lan truyén theo hai
huéng ngudc nhau.

Ta xét su truyén séng trong thanh chiéu dai L véi mot dau ngam ciing
w(0,))=0) v& mét dau tii do (Z—”(x _1)=0).
X
Bang phuong phap tach bién, biéu dién
u=T(>1)D(x)
phuong trinh (1.4.2) dugc dua vé hai phuong trinh

T(t)+o’T()=0
O"(x)+(w/a)’®=0

V6i cac diéu kién bién trén, ching ta tim duge

na
o= =—(mn-1/2
. L( )

(1.4.4)
D)=, (x)=C,sin >, n=12,..
a
va cudl cung ta dudgc
Q)] ()
u(x,t) = ZAH{COS[ " (x —at) —en} —cos{—”(x+at) +en} (1.4.5)
n a a

Cac hang s6 4.0, x4c dinh tit diéu kién ddu. Biéu thtc cudi thé hién su
truyén séng chuyén vi hinh cosin trong thanh theo hai huéng nguge nhau.

Tuong tu ta ¢ thé tim dudc bidu thiic clia séng ting sudt

o (x,f) = EZ—” __ytio, {sin[(o” (x—at)—en} —sin[(o” (x + af) +en}} (1.4.6)

X a a a

1.4.3. Truyén song cudng biic trong thanh.

Trong phan nay ching ta nghién ctu mot bai toan cu thé vé su truyén
song trong mot cot cho trong Hinh 1.4.2.

Xét mot thanh chiéu dai L, c6 médun dan héi E, tiét dién F, mat do
khoi p. Gia thiét cac tham s6 néu trén khong doi va tai ddu x=0 c6 mot luc
xung tac dung doc truc thanh. DAt dudc mo ta bang hé s6 nén xung quanh
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than coc 1a K, tai miii coc 1a K,. Gia thiét luc can nhét xung quanh than

coc 1a chu yéu va c6 hé s6 bang p (bd qua luc can nhét 6 miii coc).

P lP

] x=0

I

I

I

I

I

I

X |

|

l |
i | K.

I

:

x=L '

&
5
&
=

Hinh 1.42 ¥

Khi d6 phuong trinh truyén séng dan héi trong thanh c6 dang

2 2
pr TR0 | 0D | ke ey — EF D _ piys () (1.4.7)
ot ot ox
cung véi diéu kién bién 1a
g 0u0.0)
it Ox (1.4.8)
o A CIL) N O

Trude hét ta xét bai toan dao doéng riéng, tic 1a khi P = 0. Khi d6 tim
nghiém phuong trinh thuan nhat (khong c6 vé phai) 6 dang

_ haiovl ho M
u(x,t) =o(x)exp[(~h +io)} h 2oF

ta sé nhan dudc phuong trinh

¢"(x) + 279 (x) =0

2 2 1.4.9
7\': 2 _'Z_h _kx7 kx = Kx s c= E' ( )
e EF p

va diéu kién bién
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$'(0)=0
0'(L)—ko(L)=0 (1.4.10)
_Ko
* " EF
Giai phuong trinh (1.4.7),(1.4.8) ta dudc nghiém
¢,(x)=A4, cosh x

B \/ . (1.4.11)
"7\ 2A, L +sin2), L
trong d6 A,,),,... 1a nghiém ctia phuong trinh dai s6
AtanAL =k,
hay phuong trinh rat gon
BtanPB =z (1.4.12)

VOl B =AL, z=k,L.

Phuong trinh (1.4.12) ¢6 thé giai bang s6 v6i mdi z cho trude, khi d6 két qua
cho phép ta xac dinh dugc cac tan sé riéng

©,(2) = [k, +22(2) |- B, n=1,23,.... (1.4.13)
Xét nghiém phuong trinh (1.4.12) phu thudc vao bién z (d6 cting dat 6 miii
coc), ta thay, khi z=0,
B,(0)=nm hay 20 = % n=123,.
va tuong tu ta cé
B, (®) = (n—0.5)1 hay A = @ n=123,..

ttic 1a tan s6 ctia hé coc nén thuc t& bi giéi han bdi tan s6 riéng trong hai
truong hop t6i han nay.
D6 thi biéu dién su phu thudc ctiia B vao z (Hinh 1.4.3.) cho théy tan sé chi
nhay cam véi d6 cling miii coc khi gia tri cia do cting miii nh6. Néu dd ciing
d4t 6 miii coc dat dén gia tri 10EF/L thi hau nhu né khong thay d6i nhiéu.

D& nghién ctiu phan tng ctia hé coc nén dudi tac dung cta luc P, , ta
viét lai phuong trinh (1.4.7) duéi dang
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2
O u(x,t) L h ou(x,t) N
ot’ ot

, 0%u(x,t)
2

k. c*u(x,t)—c = P(1)5 (x)

trong d6 ky hiéu

AL
P(t) = o

0 5 10 15

Hinh 1.4.3. Ba nghiém d4u tién cta phuong trinh (1.4.12) phu thudc vao z
Ta tim nghiém phuong trinh 6 dang
u(x,1) = 2.q,()p,(x) (1.4.14)
n=l1

v6i ¢,(x) xac dinh bang cong thiic (1.4.11). Vi cAc ham ¢,(x) thod man diéu
kién bién (1.4.10) nén nghiém (1.4.14) thod man diéu kién bién (1.4.8). Hon
niia, vi ¢,(x)thoa man phuong trinh (1.4.9) nén ta sé c6

a[én (1) +2hq,,(t) + ¢* (k, + 1), (O, (x) = P(1)3 (x)

Nhan hai v& phuong trinh cuéi véi ¢, (x)va tich phan hai vé theo x tit 0 dén

L, do tinh truc giao cia ham c6sin nén ta duge

G,(t)+2hq, () +®,)q,(t)=p, )

p.()=P(1)4,
o =0, +h=c’(k, +1})
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Ky hiéu

0,(®)= [e™q,(t)at

—00

+00

P (0)= [e™p,(t)dt

—00

U(x,0) = j e u(x,t)dt

D 1 —ioot
P(O)):p—FJ;P(t)e dt

v6i ham P(#) 1a luc kich dong cho truée 6 dau coc. Khi d6 ta c6

P ((0)
©) =
(@)= 2 _w?+2iho
va do do
f’(co)A COSA X A COSA, X
Ux,w)= - = = P(o 1 1.4.15
(oo) = ,1210)2—0)2+2ih0) (),121072—0)2+2ih(;) ( )

T (1.4.15) ta c6 thé tinh duge ham phd chuyén vi

2
S, (1,0) =S, (®) Z AnAm COSA,XCOSA, X (1.4.16)

@ -0 +2ih0)@ -0 + 2iho)

Tuong tu ta c6 truong bién dang bing

£(x,f) = a”(x D _ = 54,04}, sind, (1.4.17)
va tuong ting
£(x,0) = +j:e (x,0)e " dt = aUg; ©) __ o )z _fist1r+1x2 z@ (1.4.18)
Lic nay noi lyc trong coc bang
N(xt) = —EF 240D a”(x D _ EFSq ()4 sink x

n=1
va tuong ting phd tan s6 ctia ndi luc 1a

N 400 ] ) )
N(x,m) = J‘N(x’t)eflwtdt _ —EFM EFP( S _124 A, iln A, x
- Ox =10, —®° + 2iho
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1.5. Dao dong uén ciia dam dan héi

Vé két cau dam

Dam 14 mot dang két cAu don gidn cung véi thanh. Néu trong thanh
ngudi ta chi quan tAm dén su kéo nén va bién dang doc truc, thi véi dam,
cling c6 két cdu dang thanh nhu vay, ta xem xét bién dang ngang vudng géc
v6i truc thanh goi 1a uén. Ciing nhu thanh, hinh hoc ctia didm dugc xac dinh
bang hai kich thudc: chiéu dai va tiét dién ngang. Trong d6 tiét dién ngang
c6 thé c¢6 hinh dang khac nhau nhu hinh chi nhat, hinh tron,..., nhung néi
chung ciing lai dugdc xac dinh bang hai kich thuéc khac nhau, hay dac biét
cling c6 trudng hgp nguoi ta chi xét mot kich thuée dic trung cho tiét dién.
Theo mot s6 két qua nghién ctu thi khai niém vé dam chi dude st dung khi
chiéu dai 16n hon nhiéu cac kich thudc con lai. Néu chiéu dai va kich thuéc
cua tiét dién c6 cung cd (ty 1& nhd hon 10) thi mé hinh dam khong con tac
dung niia.

Trong nghién ctiu moé hinh dam, ngudi ta phan loai dim nhu sau
1. DAm Euler-Bernoulli 12 loai dam thoa man céc gia thiét sau:
e Tiét dién ngang ludn ludn 1a phéng trong moi trang thai bién dang.
e Mt d6i xting ctia dAm ludn trung véi miat phing dao déng (hay tiét
dién ngang ludén ludén vudng goéc véi truc trung hoa).
e Quan tinh quay va bién dang trugt c6 thé bé qua.

2. Dam Timoshencd 14 loai dam trong d6 diéu kién tht hai va ba khéng con
thod man ntia. Piéu nay xay ra khi chiéu dai ddm khong du 16n so véi
kich thudc tiét dién ngang (ty 1& nho hon 10).

Hién tugng tiét dién ngang khong con phang khi bién dang 1a rat phtc tap,

con it duge nghién ctu va 1a mot loai dam thi ba. Trong gido trinh nay chu

yéu 1a xem xét dam don gian Euler-Bernoulli.

1.4.1. Phuong trinh dao déng uén cua dam

a) Dam Euler-Bernoulli

Xét dAm cho trong Hinh 1.5.1. va tach moét phan ti dam cé chiéu dai

dx. Cac tham s6 cia didm 12 mddun dan héi E, mat do khoi p, dién tich tiét

dién F , chiéu dai L va md men quan tinh cta tiét dién la I. Ky hiéu

chuyén vi ngang cua tiét dién tai x 12 u(x,?).
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Cac luc va mo6 men tac dung 1én phan ti dam nay gém

- Cac luc cat tai hai dau x va x+dx gom luc cat V(x,r), V(x,0)+ 2—de
X

Tai trong ngoai phan bd theo dam QO = ¢(x,1)dx

Luc quan tinh f, = pFii(x,t)dx

- Mobmen uén tai hai dau M (x,7),M (x,7)+ aaﬁdx
X

N 5 < 1s dx’
- Mbobmen cua luc ngoai la g(x, t)%

x=0 u(x,t) x=L
| A |
| |
| | |
S I
ity PPl B —— =2
SR JEE SO N SN K SN K S N N 5
x
q(x,y
( il T )
¢ [P
M Vv, f,¢. M+dM
~ e
dx
Hinh 1.5.1

Can bang cac luc va mémen, bd qua thanh phan bac cao ctia dx va luc can

ta dudc hai phuong trinh

oFii(x, 1)~ V00D _ )
ox
SN [6Y)
ox

St dung quan hé quen thuoc trong stic bén vat liéu

o’u(x,1)
ox’

M(x,t) = —EI

tu hé phuong trinh trén ta dugec mot phuong trinh

N o° 0% u(x,t
pFii(x,t)+ e {EI 8)(62 )} = q(x,1)

(1.5.1)

(1.5.2)
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Pay la phuong trinh dao ham riéng cap 4, khi gidi can dén 4 diéu kién bién
lién quan dén chuyén vi, géc xoay, luc cit va mo6 men udn 6 hai dau dam.

Néu xét dén luc can ndi dugc mod hinh hoa c6 dang

o%u(x,t) O’u(x,1)
M(x,t) =—EI + -
(1) o’ i ox*ot

va can moi truong cé dang

F(x,0) = ca”(’; 0 4

ta sé nhan dugc phuong trinh

82u(x t) O’u(x,t)

pFii(x,t)+CL't(x,t)+ o EI( + 4, > =q(x,1) (1.5.3)
ox? Ox~ Ot

Xét trudng hop ké dén luc doc truc N, trong trudng hop nay sé gy ra mot
mo men thém vao bang

+N _6u(x,t) dx
Oox

d4u céng khi luc kéo va d4u tri khi luc nén, va do dé

83u(x 1) _ N@u(x 1)

V(x,1) =
(1) ox’ ox
ta sé nhan dugc phuong trinh
0* 0*u(x,t) [ ou(x t)}
Fii(x,t)+—| EI F—| N—2|=q(x.t 1.5.4
PFI(x.0) +— [ P } ™ o q(x,1) (1.5.4)

Xét dam tya trén nén dan hoéi véi hé sé nén la k&, , ta c6 phuong trinh

pFii(x,t)+a [Efazg(x ’)}Lku(x 1) = g(x,1) (1.5.5)
X

x

b) DamTiméshencod

Timéshencé da phat trién dAm Euler-Bernoulli dé nghién ctu trudng
hop dAm khéng phai 1a da dai dé c6 thé bd qua bién dang trugt va tinh dén
ca quan tinh quay cua phin ti dam. K& dén bién dang trudt cua dam co
nghia 1a thém vao géc xoay do udn bing du/éx mdt gbc trust 6 nao dé dé co
dudge géc xoay tong thé ciia mét cit so véi truc cAn bang ban dau c6 dang

o(x,t) =0 +0u/ox
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Khi do6 ta sé co

M(x,t):_EIM
ox

V(x,t)=-oGF0 :ocGF[(p (x,) - au((ax, t)}
X
Liic nay cac phuong trinh cin bang luc va momen cho ta hé

OFii(x,1) + aF G2 {(p( PpeLlEs I)} = q(x,0)
ox ox

(1.5.6)
p]([)'(x,t)+(xFG[(p(x,t)—%} - [E]aq)(x t)} 0
X

X ox

Trong cac cong thic trén G 14 modun trugt, a 14 hé sé trugt dé diéu chinh
theo hinh dang cua tiét dién ngang, p/¢ la quan tinh quay caa phan tu.

Néu tat ca cic tham s6 14 hdng s6 thi hé phuong trinh cuéi c6 thé dua vé
mot phuong trinh

2 2 4 4 4
F@ u(x,t)+ p°lo u(x,t)+E16 u(x,t) _p1(1+£)6 u(x,t)
ot oG ot ox* aG’ ox’or’
pl d*q(x,t) EI 8’q(x,1)

oFG  ot? oFG  ox?

(1.5.7)

=q(x,0) +

D61 v6i phuong trinh (1.5.7) cac diéu kién bién phai tuan thu ding cong
thtc cha goéc xoay, luc cidt va moémen udn theo Timoshenco. Tu phuong
trinh (1.5.7) ta thdy néu néu thanh di manh dé c6 thé bd qua bién dang
trudgt (aG — ») va khong tinh dén quan tinh quay (p/ - 0), m6 hinh dam
Timoéshencé trd thanh md hinh dam Bernoulli (1.5.2).

1.5.2. Dao déng riéng va cdc ddc trung dao déng ctia dam

Xét dao dong riéng khong can cua dam dude mo ta bdi phuong trinh

oFiiGen+ 0| 0@ |
ox? ox?

Ta tim nghiém cua phuong trinh ¢ dang
u(x,t) = e d(x)
trong d6 o 1a tan sé riéng va d(x) 1a dang dao dong riéng.

Khi d6, phuong trinh dé61 véi ®(x) c6 dang
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d? d*®(x)
— oF® 2 ®(x) + EI =0
P ) dxz{ dx?

Giai phuong trinh nay cung véi cac diéu kién bién sé cho ta cac tan sé riéng
®;,j=12,..,0 va cac dang riéng tuong ing @ ,(x),j =12,...,.

a) Tinh truc giao cua cdc dang riéng

Theo dinh ly Betti "cong cua luc quan tinh cua dang dao dong riéng
thit j trén chuyén vi theo dang dao dong riéng thit k bang cong cua luc qudn
tinh ung vdi dang dao dong riéng thit k trén chuyén vi theo dang riéng thi
j". Diéu nay c6 thé biéu dién bang coéng thic

L L
(J;f[i (xa t)uk (x,t)dx :E').flk (x’ t)u_j (x>t)dx; fln (x’t) =
= —pFii, (x,1) = pFo, e @, (x)

Tu day ta co
L
(@ —m,f)jpmj(x)mk(x)dxzo
0
Vol o #0;, hay la
L
ijCDj(x)(Dk(x)dx: 0 (1.5.8)
0

Biéu thtc (1.5.8) thé hién tinh chit truc giao diu tién caa cac dang riéng.

1

0.8 Dang 3
06 &
oal Dang 4
0.2+
Dang 1

a =
0.2
0.4
0.6+
nEF Dang 2

-1 L 1 L L L L L L I L L L

o 0.1 0z 0.3 04 0.5 06 o7 [NR=) o 0.1 0z 0.3 04 0.5 06 o7 [NR=)
3. Cantilever bearnm 1.Simply supported beam

Hinh 1.5.2. B6n dang dao dong diu tién a) dam céng x6n; b) dam don gian

Mat khac, ti (1.5.8), ké dén phuong trinh

d? {Eld%b,-(x)

dx2 dx2 ] = plezCD] (x)
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ta co

@—mﬁ@@ { .

d
I®U { i”% =0

Tich phan ting phan hai 14n biéu thic cudi ta dude

d o, (x)} o

Lo 2 2
VOl o; #0, , suy ra

O, (), ()], ~ P ()M, ()], + f@_’;(x)@;;(x)EJ(x)dx -0 (1.5.9)

Biéu thic (1.5.9) thé hién tinh chét truc giao thi hai caa cac dang riéng véi

. N A A s R * X A 2 MM N A LN N 2
hai thanh phan dau biéu dién céng cua cac luc cdt va mdémen & bién va cac
dau phay trén cac ham chi dao ham cta ching theo x.

b) Phuong trinh tan sé trong cdc truong hop diéu kién bién thudn nhdt

Ta xét truong hdp cac hé s6 E, F, I, p 1a hang s6. Khi d6 phuong trinh
xac dinh cac dang riéng la

O (x) =1 D(x)=0
M=o’ ﬂhczyo) =a,\,a, = £L (1.5.10)
EI oF
Nghiém téng quat cua phuong trinh c6 dang
®(x) = Acosh(Ax) + Bsinh(Ax) + C cos(Ax) + D sin(Ax)
trong d6 A, B, C, D 1a cac hang s0 phai tim ti diéu kién bién. Ta sé nghién
ctiu cac trudng hgp diéu kién bién c6 dién sau day.
Truong hop goi tua hai dau: Khi d6 diéu kién bién c6 dang
®(0) = ®"(0) = D(L) = ®"(L) = 0 (1.5.10)
Thay (1.5.10) vao biéu thtc ctua ®(x), ta duge hé 4 phuong trinh

A+C=0
A-C=0
Bsinh AL+ Dsin AL =0
Bsinh AL — DsinAL =0

suy ra A=0, C=0 va dé B=0 hay D=0, thi dinh thtc ctia hé phai bing 0
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sinh ALsin AL =0

thu dudc

sin AL =0 (1.5.11)
12 phuong trinh tan s6 cho dam géi tua don gian ma c6 nghiém 1a

= jnlLj =12,
hay
o; =ay(jn/L)*,j=123,..

V6i méi tan so riéng o; tim dugc, dang riéng @(x) tuong Ung s€ chiia mot
hing s6 tuy y C; va c6 dang

@, (x)=C,;sin jnx/L.
Hing s6 nay c6 thé duge xac dinh nho cac diéu kién chuén ho4, vi du

L
(j)CDi(x)dx =1

khi do6
¢, = V2/L
Truong hop dam cong xon: Tai ddu ngam ta c6 diéu kién bién
®(0) = D'(0) = 0
va tai dau tu do
®"(L) = D"(L) =0
Khi d6, phuong trinh tan s6 c6 dang
cosALcoshAL +1=0 (1.5.12)
va cac nghiém la

AL =1.8751;1,L = 4.6941; 1, L = 7.8547;
AyL =10.9955 0L =14.1372; A, L ~ (n—0.5)1,n > 6;

Truong hop ngam hai ddu: Phuong trinh tan sé c¢6 dang
cosALcoshAL —1=0 (1.5.13)

va cac nghiém la
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AL =4.7300;1,L = 7.8532; A, L =10.9956;
AL =14.137;hsL =17.2787; A, L ~ (n+0.5)t,n > 6;

Truong hop hai dau tu do: cho ta két qua trung véi truong hgp ngam hai
dau (1.5.13) nhung luu ¥ ring tan s6 dau tién c6 thé bing khong.

A 3 N NI PP A A N
c) Anh huong ctia luc doc va nén dan hoi dén tan sé riéng cua dam

Gia thiét cac tham s6 dam va gia tri luc doc khong ddi, khi d6 phuong
trinh dao dong uén ctia dam c6 dang

ou(x,t)
Ox

4
OFii(x.t) + ET S g(f”) LN 0 (1.5.14)
X

v6i quy uée dau +N néu luc N 1a nén va ddu —N néu luc N 1a kéo. Dé dang
nhén th4y phuong trinh dé xac dinh dang dao dong riéng sé la

O (x) £ 25D"(x) = A D(x)=0
o2 PE N

At ,§=—
EI 2EI

Phuong trinh dac trung
p'+2sp -1t =0
c6 4 nghiém +i;+iA, khi kéo va £ A,;+iA, khi nén, trong dé
A =AS+HAS + AN, :\/—s+\/s2 +A i =41
Xét truong hop khép hai dau, ta cé

\/s+\/52+K4 =nn/L

cho Iyc nén va

\/—s+\/s2+k4 =nn/L

cho luc kéo. T hai phuong trinh nay ta c6 thé nhan dugc

4 2
ot - (] is ] (1.5.15)
p nm

v61 dau tri khi nén va dau cong khi kéo.

Trong trudéng hgp N =0, ta co
_, EI (nn ]4
O = —
pF\ L
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vi vay
o’ N
“=1F 1.5.16
(302 { nsz ( )
, Eln 2 RN 9. oo X < N A A 2 | A
trong d6 P, = I gol la tai t61 han. Dé dang nhan thay dao dong chi ton

tai khi luc nén N < P, (6n dinh). Khi d6 tdn s6 cia dam bi nén giam di va
cia dam bi kéo tang 1én. Diéu nay tuong ting v6i Am thanh cta day dan
cang cao khi cang bi kéo cing hon. Dic biét, khi luc nén N dan téi gia tri
t6i han P, thi tdn s6 ddu tién cta dam dan t6i 0. Diéu d6 thé hién su
chuyén d6i trang thai dao déng cé § nghia rit quan trong trong viéc nghién
ctiu 6n dinh cta dam.

d) Dam trén nén dan héi

Tu phuong trinh (1.5.5) ta c6 phuong trinh dao dong riéng ctia dam
trén nén dan hoi c6 dang

2 2
pFii(x,t)Jr%{EI@ Lé(x,t)} +ku(x,t)=0 (1.5.17)
X

2
X

Cac dang dao dong riéng dudc xac dinh tu phuong trinh

O (x) - L' D(x) =0

:w2£_kn
El EI

7\‘4

Do d6, tham s6 A sé& dudc tim ti phuong trinh tan s6 théng thudng nhu
trong cac truong hop khong c6 nén dan hoi. Gia st ta c6 duge A, ,n=1,2,3,....,

khi d6 cAc tan sé riéng tuong tng sé 1a

1/2
mnzi(x‘;+ﬂ] = | EL (1.5.18)
a, EI pF

Cong thic (1.5.18) cho ta thay nén dan héi lam téng tin so riéng cua dam.
1.5.3. Dao déng cuong biic ctia dam dan héi.

Xét phuong trinh (1.5.3) véi tai trong khac khong. Gia st tan sé riéng
va dang dao dong riéng da chudn hoi tuong tng 13 o 5»0,(0,7=123,.. . Khi

d6 tim nghiém phuong trinh da cho 6 dang
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u(x,r) = ;ij(f)%(x)
trong d6 &,(¢),/j =1,2,3,.... goi la cac toa do suy rong. Thay biéu thic nay vao
phuong trinh (1.5.3), st dung tinh truc giao cua cac dang riéng ta duge
E,()+2hE () +03E ()=q,(t)

v61 ky hiéu
1 L
q;(t)=—|q(x,00;(x)dx
0= fatwon

Cc
2hj = p_F + (012 o8
Néu chi xét dao déng diing cta hé, thi ti phuong trinh cubi ta c6 thé tim
bién do (phiic) dao déng ding cta toa do suy rong bang
0;(w)

Y(w)=
©) (012.—(02+2ihj(n

= H,@)0,(®)

trong do

1
o’ +2ihj03'

H;(®)=

2_
J

®
va Q,(0)la bién @6 phic caa luc suy rong ¢,(). Cudi ciung ta xac dinh dugc
bién d6 phiic caa trudng chuyén vi ngang ctia dam 1a

W(x,0) = 2 0,(0)H, @), (x) (1.5.19)
Lic d6 ham s6
S, (x,0)= %Qj(OJ)QZ(CO)Hj(CO)HZ(OJ)KI)j(X)(I)k(x) (1.5.20)

v6i dgu sao (*) chi lién hop phiic, dude goi 14 phé chuyén vi ngang cta dam.
D& dang nhén thady phd chuyén vi 14 ham thuc. Nhu vay thuc ch4t phd
chuyén vi cho ta binh phuong bién d6 dao déng 1a ham s6 cta tan sé luc
kich dong va toa do doc theo dam.
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Chuong 2
NHUNG PHUGONG PHAP TiNH TOAN CG BAN
CUA PONG LUC HOC CONG TRINH

2.1. Phuong phap ma tran hé sé6 anh huéng

Cong trinh, nhu da néi 6 phan dau 1a mot hé lién tuc rat phic tap,
c6 vd sO bac tu do. Nhiing phuong phap giai tich da dugc trinh bay trong
muc 1.5. chi 4p dung cho cac hé don gidn nhu thanh, dam, ban, ma
khoéng thé st dung cho cac két c4u phiic tap hon nhu hé khung, dan hay
hé dan hoi ba chiéu. Dé nghién ctiu cic hé phiic tap nay, doi héi phai cé
nhiing phuong phap chuyén dung don gian va hiéu qua. Puong 161 chung
van 1a tim cach thay thé hé lién tuc bang mot hé roi rac c6 hitu han bac
tu do. Phuong phap c6 dién, don gidn nhit trong s6 d6 1a phuong phéap
ma tran hé s6 anh hudng, dugc trinh bay sau day. Trudc tién ta dua ra
khai niém chung vé cac ma tran dé cting va khoéi luong ctia hé hiiu han
bac tu do theo quan diém cta co hoc vat ran bién dang.

2.1.1. Mét s6 khdi niém.

Gia st ta c6 mot vat thé dan hdi tuyén tinh (hé lién tuc) chi€m mot
mién D trong khong gian. Trong mién D cta vat thé chon mot tap hiu
han cac diém nut Q va tuong tGng sé c6 mot trudng chuyén vi caa vat thé
tai cac diém nut, tao thanh mot véc té U = {U,....U,} ¢6 N thanh phan.
Ma4i thanh phan cta véc to nay la chuyén vi caa vat thé tai diém nit nao
d6 c6 ca huéng xac dinh. P& ngin gon, ta quy udc goi chi s6 ciia mdi
thanh phan chuyén vi nay 14 mot chdt diém hay mot diém cta vat thé
(bao ham ca vi tri va huéng). Lic nay véc to U con dude goi 1a véc ta toa
dé suy réng cia hé co hoc hiiu han bac tu do mé td mot cach gan diung
(roi rac) hé lién tuc da cho.

e Ma trin Ehéi luong cua hé, ky hiéu 14 M véi cac phan tu
[ml.j,i,j = l,...,NJ dudc xac dinh bang

f]
i A_l

J

trong d6 £ 1a luc tac dung vao chat diém i gy nén gia téc A; ctia chat
diém j . N6i cach khac, khoi luong ctia mot chdt diém la dé lon cia luc
tdc dung gdy nén mét don vi gia téc cua chit diem do.
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e Ma tragn do ciing K véi cac phan tu [kl.j,i,j =1,.., N| dugc xac dinh bdi

trong d6 P, 1a luc tac dung vao chit diém i gy ra chuyén vi U, tai
diém j. N6i cach khac, dé citng k;; chinh la d¢ lon cua luc tdc dung vao
vat ¢ diém i gdy ra chuyén vi bang mét don vi tai diém j.

e Ma tran dé mém hay ma tran hé sé anh hudng H v6i cac thanh phan

14 chuyén vi tai diém i duge gay ra bdi luc mot don vi tai diém j. Dai
lugng nay con duge goi 1a hé s6’dnh huong.

e Ma trdn hé sé cdn la C = [¢;3i,j =1,...,N] v6i cac thanh phan

trong d6 f¢ 14 lyc can tac dung vao chat diém i va V, 1a van téc cta
chat diém j.
Bé dé 2.1.1. Cac ma tran khéi lugng M, d6 ciing K va ma tran d6 mém
(hé s6 anh hudng) H déu la cAc ma tran dé1 xiing, xac dinh duong.

Tinh d6i xting dude chiing minh nhd dinh 1y Betti, khdng dinh ring
cong cua tap hop cac luc gy nén mot trudng chuyén vi thi nhat trén
trudng chuyén vi dude gy nén bdi tap hop luc thi hai bang céng caa tap
hop luc thi hai trén trudng chuyén vi tht nhat.

Tinh x4c dinh duong ctia cdc ma tran nay dudc suy ra tu thuc té:
dong nang va thé ning ctia mot vat thé dan héi ludn ludn 1a cac dai
lugng xac dinh duong.

B dé 2.1.2. Hai ma tran d6 ctng K va ma tran d6 mém (hé s6 anh
hudng) H tao thanh mot cip nghich ddo, ttic K.H =1, hay K =H".

That vay, theo cac dinh nghia trén, néu ky hiéu tap hgp luc tac dung
1a P={P,...P,}, tuong ting v6i véc té chuyén vi U = {U,,...U, )", ta c6

P=KU
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U =HP
Tu do6 ta co
P=K.H.P
suy ra
KH=1

Chinh méi lién hé nay 1a c6t 161 cia phuong phap ma tran hé s6 anh
hudng v6i ndi dung dude trinh bay sau day.
2.1.2. Noi dung cua phuong phdp ma tran hé sé adnh hudng.
Muc dich ctia phuong phap ma tran anh hudng cudéi cung la xay
dung phuong trinh chuyén dong caa hé lién tuc dugc rdi rac hoa 6 dang
MU+CU+KU =P , (2.1.0)
trong d6 P 1a véc to luc ngoai tac dung 1én hé. Nhu vay van dé cot 161 cua
phuong phap ma tran anh hudng 13 x4y dung cac ma tran M, C, K.
Thong thudng vi ma tran hé s6 can rat phiic tap, nén nguoi ta gia
thiét n6 c6 dang can Rolay, tic 1a
C=0oM +BK
véi cac hé s6 o, B xac dinh bang thuc nghiém, cac ma tran M, K da biét.
e Ma tran khoi lugng M dude xay dung bang nhiéu cach.
- Céach théng dung nhéat 1a tdp trung khoi luong cta ca vat thé vao
cic diém nut tao thanh hé chat diém m;, j =1,..,N, tuong tng véi

cac toa d6 suy rong sao cho téng cac khoi lugng tap trung

Y m,; khong vugt qua khéi lugng tong cong ciia hé. Khi d6 ma tran
e,

khé1 lugng sé c6 dang duong chéo M = diag{ml ,...,mN}. Viéc chon m;
phu thuéc vao su phan b6 khéi lugng va so d6 chon cac diém nit.

- Viéc tap trung khéi lugng phu thudce vao kinh nghiém va hiéu biét
cta chuyén gia thiét 1ap bai toan. Ta sé xem xét kj hon van dé nay
trong cac vi du.

e Ma tran d6 mém (hé s6 anh huéng) H dudc xay dung nhu sau

- Cho mot luc don vi tac dung vao diém i va giai bai toan tinh xac

dinh chuyén vi tai cac diém ntt khac, ta thu duge véc to {h,,... /| .
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- Thay d8i diém dit luc don vi 1an lugt cho tat ca cac diém tit I dén
N va giai bai toan trén, ta nhan dudc ma tran d6 mém (hé s6 anh
hudng) H = [h i, j =1,...,N]. Nhu vay, ma tran d¢ cing K c6 thé tinh

dudc tit ma tran dd mém H bang phép nghich ddo ma tran K =H .

V6i cac két cdu dang thanh, day chinh 1&4 n6i dung cta phuong phdp
luc quen thudoc ma s€ minh hoa trong vi du duéi day.

e Ma tran d6 cting K c6 thé dugc xay dung gian tiép dua trén bs dé
2.1.2, tlc 12 ti ma tran d6 mém (hé s6 anh hudng) H.

Ta ciing c6 thé xac dinh truc ti€p ma tran d6 cing K bing cach dua
vao cac lién két vita di dé ngin can cac chuyén vi von cé caa cac nit.
Cac lién két nay bao gdbm cac lién két moémen cé tac dung ngan can nut
xoay nhung van cho nut ¢6 chuyén vi thing va cac lién két luc ngin
can cac chuyén vi tinh tién ctia nut. Khi d6, hé gém cac phan ti co
ban, don gian da biét va dugc lién két véi nhau tao thanh Aé co ban.
Cac goc xoay va chuyén vi thdng chinh 14 cac 4n s6 can tim. Dé hé co
ban tuong duong véi hé ban dau vé mét luc thi ta phai cé diéu kién
phdn luc tai cdc lién két thém trén hé co ban do tdt cd cde Gn chuyén vi
va tdi trong gdy nén bang 0, tit &6 thiét 1ap duge hé phuong trinh dé
giai d6i véi cac 4n s6 cln tim. Véi cac két cdu dang thanh, day chinh
12 ndi dung cta phuong phdp chuyén vi quen thudc ma sé duge minh
hoa trong vi du duéi day.

e Trong nhiéu truong hgp, viéc xac dinh truc tiép ma tran d6 cting K 1a
don gidn hon so v6i viéc xac dinh gian tiép thong qua ma tran d6 mém
H. Khi d6 ma tran d6 mém H c6 thé tinh dudc tit ma tran d6 ctng K
bing phép nghich dao ma tran H=K""'.

Bay gid, chung ta c6 thé tién hanh thiét 1ap phuong trinh chuyén
dong cua hé. Gia su ta da c6 dudge cac ma tran M, H, C va véc to luc ngoai
P, ta gbp tat ca cac luc tac dung 1én cac nit vao mét véc td luc tong

F=P-MU-CU
trong d6 hién nhién P 1a véc td luc ngoai, tiép dén 14 luc quan tinh va luc
can. Mat khac, theo dinh nghia va cach xac dinh hé s§ anh hudng h; néu

trén, chuyén vi cua diém i giy ra do lyc F, bang

U, =h,F,

y
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va do d6 chuyén vi tong céng cua diém i gay ra do tat ca cac luc F la
Uy =2.Uy =2 hyF; .
J J

Phuong trinh cu6i biéu dién méi lién hé ma tran
U = HF
do d6 ta co
U=HF =H(P-MU -CU).
Chi y dén moi quan hé K = H' ta dudc
U=K"'(P-MU-CU)
hay la
KU=P-MU-CU
suy ra
MU +CU+KU =P
chinh 14 phuong trinh (2.1.0) can phai xay dung.
Viéc giai bai toan tinh dé tim ma tran anh hudng, khong phai ldac
nao ciing giai dudc mét cach dé& dang, vi thé phuong phap nay khong thé
ap dung dugc cho moi két cidu cong trinh, ma theo ching t6i chi thuan

tién cho khung gian. P& minh hoa, ching ta xét mot trudng hgp xac dinh
hé s6 anh hudng téng quat cho dam dan hoi sau day.

2.1.3. Hé s6 anh hudng ctia dam dan héi.
Xét mot dam cé chiéu dai L, modul dan héi E, momen quan tinh tiét

dién I, trén dam c6 mét luc ngang tap trung P, tac dung tai diém x, va
chuyén vi uén ctia dim do luc nay gay ra tai diém x 1a u(x).

Ty s6
u(x)

0

h(x,x,) =

goi 12 hé s§ anh hudng cua diém x, dén diém x, con chinh ham sé
h(x,x,) dudc goi 1a ham dnh hudng cia dam chiu tdi trong tip trung ddt
tai x, doi vdi diém x bdt ky. D61 véi két cdu dang thanh, ta c6 thé tim
ham anh hudng nay dua trén ly thuyét udn thuan tuy cia dam.
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Phuong trinh d6 vong ctia didm chiu tac dung cua luc tap trung P, dit tai
diém x, c6 dang

d*u(x) B

EI x =Fo(x—x,).

Nghiém téng quat ciia phuong trinh nay 1a

0 x<x,

u(x) =Cy+Cx+C,x> +C,x° +4 P, (o). x> (2.1.1)
6EI
v6i cac hé s6 C; duge xac dinh theo céc diéu kién bién.
D61 véi dam goi tua hai dau, ta cé cac diéu kién bién nhu sau
w(0) = u"(0) = u(L) = u"(L) = 0.
Khi d6 ta c6 ngay C,=C, =0 va C,,C, thoa man hé phuong trinh
C,L+C,L +i(L ~-x,)=0
6EI
6C,L + %(L —x,)=0
rut ra
3 ——%; C, :%(L - x,)2L - x,)
Cudi cung ta dugc
0 x<x
u(x) = _P()(sLE;LXO)x} + 6];(;’;2 (L=w)@L=w)x+9 B (o ; - (2.1.2)
6EI
Ham anh hudng do luc tap trung tai x, cho dam géi tua hai dau
(L-x) . % boxE
h(x,xy) = u(x)/Py=— <L X+ SEIL (L—xy)(2L — x¢)x + (x6—;IO) X (2.1.3)

D61 véi dam cong xon, ta c6 diéu kién bién la
u(0)=u'(0)=u"(L)=u"(L)=0.
Khi d6 ta c6 thé xac dinh dudc cac hé s6

F, F,
C,=0,C,=0,C,=—-,C, =—2,
2EI 6E1
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0 x<x

P P 0
u(x)_6z;1x3+2g;x+{ B )xzx
6EI 07T

Ham anh hudng do luc tap trung tai x, cho dam cong xon 1a

0 x<x

(2.1.4)

| X 2
h(x,x)) =u(x)/Py=———x" +—2x*+: 1 .
(%) = u(x) 6EI  2EI {—(xxo)S,xeo

2.14. Cdc vi du
a) Truong hop mot bdc tu do

Xét dam gbi tua don gian, Hinh 2.1.1. Trudc hét, ta phai chon s6 bac
tu do N, gid sti N = 1. D61 v6i dam c6 khéi lugng riéng 1a p, tiét dién
ngang la F va cac tham s6 khac nhu trong muc 2.1.3. Khi d6 ma tran
khéi lugng c6 mot thanh phan duy nhat, va duge chon 14 m = pFL/2. Khoi
lugng nay dudc tap trung tai vi tri gitia dam x,=L/2 . Ma tran do ctng
ciing chi c6 moét phan ti chinh 1a k(x,x,). Néu hai dau géi tua don gian
thi theo cong thiic (2.1.3) ta cé

k=k(LI2,L/2) = 4i3E’. (2.1.5)
Khi d6 phuong trinh chuyén dong ctia hé rit gon sé c6 dang
mU +cU + kU =0 (2.1.6)
v6i1
m= pFL;k:483151;c=oun+ Bk
2 L
L L
N
L2 ® L2 l L ®
L3g L3 g L3 l L2 g 12 g
Hinh 2.1.1 Hinh 2.1.2

T4an s6 riéng duy nh4t ctia hé rut gon la
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@FJEJ%QZE@%JF_E.
m L L pF

So sanh v6i nghiém giai tich, trong dé tan s6 riéng dau tién ciia dam goi
tua don gian bang

n’  9,8696q,
o EE T

ta thay rang sai s6 vé mat tan s6 ciia phuong phap ma tran hé s6 anh
hudng néu trén, ngay ca trong truong hdp chon mot bac tu do ciing
khong dang ké. Hién nhién 1a néu chi chon mot khéi luong tap trung thi
khong thé nghién ctu dude cac dang dao dong bac cao hon. Luc d6 ta
phai chon s6 lugng bac tu do nhu mong muén, tat nhién 1a chi hiiu han.

b) Truong hop hai bdc tv do

Van v6i dam tua don gian nhu trén, ta chon hai khoi lugng béang
m=pFL/3 tap trung tai hai diém x,=L/3 va x,=2L/3.

Theo cong thiic (2.1.3), ta tinh dudc ma tran hé s6 anh hudng nhu sau

L (8 7
H=
486E1|7 8

va do d6 ma tran d6 cting bang

K=H"'=

162EI| 8 =7
5 |-7 8

Trong khi d6 ma tran khéi lugng 1a

1 0
M:pFL
310 1

nén phuong trinh tan sé c¢6 dang

§—A\* -7
det L [=At 1617 +15=0
-7 8-X

4
_ SpFL o’
486E1

2,

vél A2

T d6 c6 thé tinh dugde hai tan s6 riéng bang

9859, 38184q,

()] ()]
1 2
L’ 1’
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So véi hai tan s6 riéng tinh duge bang phuong phap giai tich

n’® 9.8696a, 4n’  39,4784a,
T T T

ta thady ngay tan s6 th@ nhat da gin véi nghiém chinh xac hon trudng
hop mot khoi lugng va sai s6 ctia tan s thi hai ciing rat nhoé, khoang 2%.
Nhu vay, trong truong hgp nay cang ting sd bac tu do ta sé dudc nghiém
cang chinh xac hon

T cac tan s6 riéng thu dudc, ta tim dugdc cac dang riéng c6 dang

1 1

q)[cpcb]\/_\/_
N

\@-—-—-&
L/3 L/3 L/3 L/3 L/3 L/3

/ég;\ I -~ /7;77 /ég;\\\ I /// /7;77

Hinh 2.1.3. C4c dang dao déng riéng ctia hé 2 bac tu do

Tuy nhién, d6i véi dim congxon thi tinh hinh khéng tét dugc nhu dam
tua don, ta sé thay 6 muc tiép theo.

c) Ta xét dam cong x6n véi cac tham sd nhu é muc trén (Hinh 2.1.2).

3
Né&u chon mot khéi Tugng tai ddu tu do bing m=prL, khi d6 h = 32 .
3EI N A A 1, s A « D . » N . A
suy ra k= o va tan s0 o, = L3 :%. So v61 nghiém giai tich thi sai so
m

nay qua 1én, vao khoang 50%.
Néu chon m=pFL/2, thi sai s6 gidm xudng con 30%.

3

Néu tap trung khéi lugng tai diém x,=2L/3, khi d6 &= 88121 suy ra
- 81EI
12 o, = k_ 3’1i2a° hodc o, = k_ 3’8;7“0 , sai s0 ldc nay chi con £10%.
m m
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Bay gio ta xét truong hdp hai bac tu do cho dam céng x6n. Chon hai
khoi lugng déit tai cac vi tri gitia dam va dau tu do, tic tai x,=L/2 va
xy=L v6i cac bac tu do 1& do vong ctia dam tai cac vi tri trén U, , U,. Khi
dé6 cac thanh phan ctia ma tran d6 cting dude tinh nhu sau:

Ap dung cong thiic (2.1.4) cho ting truong hop cac thanh phan ma tran
anh hudng, ta dudgc

h_L3_ s L

W24pr " 48Er PV P 3ED
Khi d6 ma tran do cting cua hé sé c6 dang

., _48EI[16 -5
72 |-5 2|

K=H

Ta xét ma tran khéi lugng trong hai truong hop.

e Truong hop thd nhat, ta chia khéi lugng cia ca dam lam dé6i va cho
vao hai diém nut nhu da chon & trén, tic la

FL FL
ml = p ;m2 = p
2 2
e Truong hgp tha hai la chon
FL FL
my = P >y = P >
2 4

theo nguyén tic chia ddi tiing phan ti.

Chung ta thi kiém tra xem vé6i hai cach tap trung khéi lugng néu trén,
cach nao chinh xic hon dya trén két qua bai toan tri riéng véi phuong
trinh tan s6

det[K —0°M]=0.

e Trong truong hop thi nhat, phuong trinh tan s6 c6 dang

16 -5 10
det 48]13 L orLe? =0
78 \-5 2) 2 0 1

4
Néu dua vao tham s6 A= 79p6 ];L] o’ hay o = 1/@2—2 thi phuong trinh

tan sd dudc dua vé dang 2’ —18L+7=0. Phuong trinh nay cho ta hai
nghiém A, = 0,3976; ,, =17,6023 va hai tan s6 riéng tuong ting la
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 23354a, _ 24,6381q,

()] ()
1 2
I’ I’

So v6i hai tan s6 riéng dau tinh bang phucng phap giai tich 1a

_ 35164,

22,0346a,
O, > _—
L

‘D, =
s2
LZ

b

thi sai s0 § tan s0 thd nhat 16n, xap x1 -30%, d6i véi tan so thi hai, thi
sai s6 nho hon, duéi +10%.

e Trong truong hop thi hai, phuong trinh tan s 1a

48EI(16 —=5) 1 2 0
det 83 ——pFLo? =0,
L (=5 2 4 0 1

2,0 ~ FL4 . A ~
v61 tham s0 A = ’p o’ hay o= 1o2% a—g cho ta hai tan so
192E1 7 L
31563a,  16,2580a,
®, = 1> 0y = 1>

D6 chinh x4c cua tin s6 tht nhat da tang lén, sai s6 -9%, con tan so
tht hai c6 sai s6 1én dén hon 30%.

Nhu vay, d6i v6i dam cong xon, phuong phap ma tran hé sé anh hudng
v6i hai bac tu do khong cho két qua mong muon.

d) Hé khung phc%ng

Vs V3 ko
VAR VA
4EI,1.5m
El,m
2L
a) b)

m, 1:4l’IlL

1.5mL - 1.5mL
® @
0.5mL 0.5mL
0.5mL 0.5mL
d)
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ki» ko= ksi kao-k33 ko3
4EI
Fr 3 GBlw CFRT
PRt PRt 67 4L 2
L L L

Hinh 2.1.4 Phan tich hé khung phang

Bd qua chuyén vi doc ctia cac cdt va dam, nén hé c6 3 bac tu do gébm 1
chuyén vi ngang v, va 2 chuyén vi quay v, v, tai cac nit cing. Ky hiéu
k;1a phan lyc tai lién két thi i do chuyén vi don vi v,=1 gay ra trén hé co
ban, khi d6 k,=k;. St dung phuong phap chuyén vi trong co hoc két cau,
ta xac dinh dugc cic hé s6 k; nhu trén hinh (2.1.4.e) va ma tran d6 ctng
K cua ca hé c6 dang sau

12 3L 3L
[K]:zfl 3L 6L 20
3L 200 6L

T d6 ta xac dinh dugc ma tran dé6 mém (hé s6 anh hudng) H c6 dang

320 -12L -12L
[H]=[K]" Ll e 15

T 624E]
2L -15 63

DPé xac dinh ma tran khéi lugng M, ta thuc hién viée thu gon khéi lugng
nhu trén hinh (2.1.4.d). Khi do6

840 0 0

=Ll 0 0 o
210

0 0 0

2.2. Phuong phap ma tran truyén

Phuong phap hé s6 anh hudng néu trén 13 modt phuong phap gan
ding don gian, thuong dung cho cac k§ su trong viéc phan tich dong cac
két cau don gidn nhu thanh dam. P chinh xAc ctia phuong phap hé s
anh hudng bi han ché nhiéu, nhu da thay trong vi du thd hai cho dam
cong xon. Trong 1y thuyét dao dong néi chung, ngudi ta da phat trién mot
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phuong phap hitu hiéu hon, chinh xac hon va c6 thé dung roéng rai hon.
D6 1a phuong phap ma tran truyén. Phuong phap nay da tan dung
nhiing két qua giai tich dua trén y tudng vé moi lién hé gitia cac trang
thai luc va chuyén vi 6 nhiing diém khac nhau dé x4y dung m6 hinh ma
tran cua két cdu. Phuong phap nay c6 thé ap dung cho ca hé hitu han bac
tu do 1an hé lién tuc. Tuy nhién déi1 véi cac hé lién tuc, phuong phap nay
cht yéu van chi st dung cho thanh, dam dan héi, dic biét 14 hé dam
nhiéu géi va c6 tiét dién khéng d6i ting khic. Thoéi gian gan day, trong
mot s6 bai bao da c6 su phat trién phuong phap nay cho khung véi hinh
dang don diéu. Véi nhiing gia thiét 1y tudng nhu da trinh bay trong phan
1.4, phuong phap ma tran truyén cho do chinh xac nhu phuong phap giai
tich. Nhung né lai bi han ché béi tinh phtic tap, cong kénh khé ap dung
do61 véi ky su. 0 day ching t61 cting chi trinh bay phuong phip nay cho
dim dan héi v6i muc dich néu 1én § tudng chinh ctia phuong phap.

2.2.1. Ma tran truyén cho phan ti dam.

Xét mot dam dan hoi chiéu dai L, tiét dién khong d6i F, c¢6 modun
dan héi E, mat d6 khoi p va moémen quan tinh méit cit ngang 1a 7, ky
hiéu w(x,r) 1a d6 vong cia dam tai x.

Néu bo qua luc can, tit phuong trinh (1.4.2) véi vé phai bang 0, d6 vong
cta dam dao d6ng tu do c6 thé biéu dién & dang

w(x,t) = ' D(x,0)
trong do

d(x,0) =C, cos(Ax) + C, sin(Ax) + C; cosh(Ax) + C, sinh(Ax)
21l
5 = pFo
EI

goi 1a bién d6 phitc cua do vong. Do tinh chéng chat nghiém ctia phuong

trinh tuyén tinh, bién d6 clia 6 vong c6 thé viét 6 dang tuong duong
D(x,0) = CK, (0x) + C, K, (0x) + Cy K, (0x) + C4K, (0x) (2.2.1)

Trong d6 cac ham Krulov K; (x) c6 dang

K (x)= l(cosx +coshx); K, (x) = l(sinx + sinh x);
2 2 (2.2.2)

K (x)= %(coshx —cosx); K, (x) = %(sinhx —sinx).
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Dé dang nhan thay cac ham Krulov cé cac tinh chat

K,(0) =1, K,(0) = K5(0) = K,(0) = 0;

, , , , (2.2.3)
Ky (%) = K5(x), K3(x) = K, (%), K5 (x) = K, (x), K (x) = K, ().

Ky hiéu cac véc te U° ={w,, w;,.M,,0,} va U'={w,, w/,M,,0,}" 1a cac véc
to trang thai d hai ddu dam (Hinh 2.2.1).

TR N
w; "y
Hinh 2.2.1

Mat khéc, theo 1y thuyét dam, ta cé bién d6 phtic cia chuyén vi, géc
xoay, luc cdt v mdmen uén tai dau trai x = 0 bang

W, = 0(0,0) = C,
WOV — a(D(OJO‘)) — 7\/C2
ox
2
M, =122 pepc,
ox
3
0, =1’ q;((z’“’) =\ EIC,
X

Thay cac hé s6 C; x4c dinh tu cac biéu thiic vao (2.2.1) ta duge

LW,

2
D(x,) = WK, () + == K, () - M,L

MEI

oL
KO+ 2K 0. (224)

St dung lai cac cong thtc tinh géc xoay, mémen udn va luc cit cia dam &
dau phaix = L, ta sé c6

w! M (@)
W, =®d(L,w)=WK,(\LL)+ TOKZ (AL) - }3131 K,(AL) + 732'[ K,(AL),
M (@)
W'=®'(Lo)=AWK,A)+WK (AM)——LK (M) +—="-K.(AL),
1 (L,o) oK, (ML) oK (ML) \E] ,(AL) 2E] 5(AL) (225)

M, = EI®"(L,w) = N EIW,K,(AL) + NEIW,K ,(ALL) — M ,K,(LL) + %Ig (AL),

O, = —EID"(L,w) = N EIW,K, (M) — N EIWK,(AL) + AM K ,(AL) — O, K, (AL).
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Khi d6 cac dang thic trong (2.2.5) ¢6 thé viét gon lai ¢ dang ma tran la

U' =[rju° (2.2.6)
v61 ma tran T c6 dang

K,(\L) (A/MK,(AL) —1/NEDHK,(AL) (1/NEDNK,(AL)

7= AK (ML) K,(AL) —~(I/MEDK,(A\L)  (1/22EDK,(\L) ©.2.7)
| R2EIK,(\L)  AEIK,(AL) ~K,(\L) (1/2)K,(AL) o
- NVEIK,(AL) —NEIK,(\L) LK, (ML) —K,(ML)

duge goi 1a ma trdn chuyén tiép (hay ma tran truyén) ciia phin td dam
don dang xét. Thuc chat ma tran truyén /77 1a ham cua cac tham s6 mo
hinh L,F,I,E,p va tan sd

[T)=[r(L.F,1,E,p,0)]
St dung biéu thic cta cdc ham Krulov ta ¢ thé ching minh dude dinh
thitic ciia ma tran truyén bang 1 (det/T/=1).

Ung dung dAu tién cla ma tran (2.2.7) 1a @8 tim tin s6 riéng cla dim
don gian. That vay, néu biét diéu kién bién ctia dam don gidn nay ta cé
thé thiét 1ap phuong trinh tdn s6 clia né mét cach nhanh chéng. Vi du,
d61 v6i dam goi tua hai dau, ta cé

Wo=W=M,=M =0
Khi @6 ding thic (2.2.6) cho ta hai hé phuong trinh
- Hé phuong trinh tht nhat

{leWo' +Tl4Q0 =0
T32W0’ +T34Q0 =0

trong d6 T}, 14 cAc phan tl cia ma tran truyén, dé x4c dinh géc xoay
va luc cit 6 dau trai
- Hé phuong trinh th hai

{TzzWo’ +T24Q0 :WY
T42W0' +T44Qo :Ql

dé tim géc xoay va luc cit ddu phai sau khi da c6 géc xoay va luc cit
dau trai.

Hé tht nhat cho ta phuong trinh tan s6
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T, T3y = T3,T14 = 0

Véi chc biéu thic cu thé cta cac thanh phan ma tran truyén, phuong
trinh cudi cho ta phuong trinh tan sé quen thudc cia dam tua don gian
hai ddu (xem 1.4.2,b) 12 sinAL=0 suyra A, = n/L, j=123,....

Tuong tu c6 thé tim tan s6 riéng cho cac trudng hgp diéu kién bién
khac. Dé dang nhan thay phuong phap ma tran truyén trong truong hop
dam don gian cho ta tin s6 riéng chinh xac nhu phuong phap giai tich.
Tuy nhién néu chi 4p dung cho cac dam don gian nay thi phuong phap
ma tran truyén khong cé ¥ nghia. Thé manh ctia phuong phap nay 1a ap
dung cho dam c6 nhiéu g6i (cting hodc dan hoi) trung gian ma phuong
phéap giai tich khéng thé ap dung dudc. D6 14 ndi dung cta muc tiép theo.
2.2.2. Ma trén truyén cho cdc méi néi.

a) Mobi néi dan hai.

Xét mot moi noi gitia hai phan ti dam lién tiép nhau j va j+I1. Phia
bén trai méi noi la dau phai ciia phan ti dam thi j va phia bén phai caa
moi néi 14 dau trai cia phan ti dam j+1. Gia st méi ndi 1a lién két dan
hdi duge mo ta bing mot 10 xo quay c6 do cting K; (Hinh 2.2.2). Tuan thu
cach ky hiéu da tién hanh 6 muc trén, véc to trang thai 6 dau phai cua
phan ti dam j, ttc bén trai méi ndi duge ky hiéu 1a

j + +' + + T
Ui = {W/ W ’Mj’Q./‘}
va véc to trang thai d dau phai moi néi duge ky hiéu la
j+ - —+ - - \r
v :{ W M_/+1’Q_/+1} .

JHL2 T+l

Khi d6 xét cac diéu kién lién tuc va can bang luc tai méi néi ta dudc cac

quan hé
W; = Wj_+1
Wi =W, +o,M;
M;+1 = M;
Q_;H = Q;r

vOl o, =1/K,, tdc 1a chi ¢6 goc xoay la c¢6 bude nhay qua mo1 noé1 va né ty

1& v6i do cting cua 10 xo quay.
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. K; j+l
Ui+ U.j+l
i
Hinh 2.2.2 Hinh 2.2.3

Tu diéu kién trén ta rut ra dudc ma tran truyén ctia moi néi mém 6 dang

Ut =[rRHlU, (2.2.8)
trong do
1 0 0 O
01 a, O
R()H|= / . 2.2.9
RDI=|, o | (2.2.9)
0 0 0 1

Néu méi ndi 1a cing tuyét doi, thi K, = va do d6 o, =0, ma tran truyén
cho méi néi1 (2.2.9) tré thanh ma tran don vi.
b) Géi mém va khoi luong tdp trung

Gia st tai diém j cia ddm c6 mot khdi lugng tap trung m; va tai day
ta c6 goi dan hoi (Hinh 2.2.3) c6 dd cting 10 xo 1a k;. Khi do, luc tong hop
cta luc quan tinh va luc dan héi cta 16 xo tai diém j c6 hudéng theo chiéu
di xudng va cé6 bién do bang

2 +,—

(k; —m)W, 7.,
Xét diéu kién can bang luc tai diém nay ta dugc
0 =0 +(me> — kW,

Jj+l1

N 2, N LN LN A . 2 N A A~ 2
Cung véi diéu kién lién tuc cua chuyén vi, géc xoay va mdmen udn ta cé

Ut =[s(hlui, (2.2.10)
trong do
1 000
0 1 00
[shl=| 01 o (2.2.11)
mo’-k;, 0 0 1
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Pay 1a ma tran truyén cho g6i mém cé khoi luong tap trung.
c) Khdp va gét trung gian.

Néu tai diém j ta c6 khép trung gian, ttc 1a tai méi néi nay cia dam
moémen uén ¢ ca hai phia déu bang 0. Piéu nay tucng duong véi viéc
khoéng truyén moémen qua moi ndi. Cé6 nghia 1a ma tran truyén cho khép
trung gian c6 dang

Isz(h]= (2.2.12)

S O o =
S O = O
S O O O
- o O O

Trong trudng hop tai diém j ta c6 géi trung gian, ttc 1a tai day chuyén vi
bang 0. Tuong tu nhu trén ma tran truyén cho géi trung gian ¢ dang

0 0 0 O
01 00
Sy ()= . 2.2.13
[ssonl={y o | (2.2.13)
0 0 0 1
Dua vao ky hiéu ma tran
¢, 00 0
0 1 0 O
S, ()= 2.2.14
ol 4 5 4 (2.2.14)
0 0 0 1

phu thudc vao hai tham s6 ¢,,b,chi nhan céc gia tri 0 hodc 1. Néu tham
s0 tht nhat bang 0, tham s6 thd hai bang 1 thi ma tran cudi cho ta ma
tran truyén ctua goi trung gian. Khi ¢, =1,5, =0 ta dugc ma tran truyén
ctia khép trung gian. Truong hop ca hai tham s bang 1 ta c6 méi noi
cling tuyét doi (ma tran truyén bang don vi). Cuéi cting néu ca hai tham
s0 déu bang 0 ta dudc goi khép trung gian. Nhu vay trudng hop nay ta cé
ma tran truyén dang téng quat (2.2.14).

2.2.3. Ma trédn truyén cho dam - truong hop téng qudt.

Xét mot dAm dan hoéi bao gom nhiéu doan c6 chung mot truc doc
theo dAm. Mdi doan 1a mot phan ti dam don gidn nhu da xét trong muc
2.2.1. nhung céc tinh ch&t hinh hoc, vat liéu ctia cic phan ti c6 thé khac
nhau. Gia st ta ¢6 N phan ti dudc néi véi nhau bing mét trong cac kiéu
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moi noéi da xét trong muc 2.2.2. Cac dic trung ciia phan ti thia j duge ky

hiéula L,,F,.1,,E,,p;,j = 1,2,3,....N. Téng cong ta s& c6 N +I diém nut 1a

cac moi noi gitia cac phan ti dam. Tuong tu phan trén, véi mdi phan ti
dim j ta dua vao hai véc to trang thai tai hai dau trai va phai, ky hiéu 1a
U/7,U7. Dau trit 6 chi s6 duéi ky hiéu dau trai, con dau cong chi dau
phai. Vi phin td nay c6 cac tham s khéng doi, nén theo (2.2.6) ta c6

v/ =[r(p ™, (2.2.15)
trong d6 ma tran

[T(D]=|T(L, ) B0 ).

Tan s6 tham gia vao ma tran truyén théng qua tham s6 tan so

274
x:{—pfF-/‘m] .
TR

Tai diém nit j ta c6 hai véc to trang thai & hai dau ctia moéi néi, 6 dau
trai la véc to trang thai U/ va 6 dau phai ta c6 U/,
Ky hidu
[B()}j =1.2,.,N -1
14 ma tran truyén tai cac moi néi. Hién nhién, ma tran B(j) c¢6 thé 1a mét
trong cac ma tran (2.2.9), (2.2.11) hay (2.2.14). St dung ky hiéu chung
nay, su “chuyén tiép” ctia véc to trang thai qua méi noi dugde biéu dién
bang moi lién hé
U= =[B(pHlul,j=12,.,N-1. (2.2.16)
Ap dung (2.2.15), (2.2.16) 1an lugt theo j tit 1 dén N+1, hay tit trai qua
phai ta sé nhan dugc
UY =[T(N)B(N ~1)T(N ~1)B(N = 2)T(N = 2).....B2)T(2)BOTMO]U°. (2.2.17)
6 day, véc to trang thai tai bién bén trai cia dam duge ky hiéu 1a U°, véc
to trang thai tai bién phaila U". Ma tran nhan dugc la
[H]=[T(N)B(N -D)T(N -1)......BQ)T(2)BO)T(1)] (2.2.18)
duge goi 14 ma tran truyén ctia dam thay d6i ting khic véi méi néi mém.
Hién nhién ma tran nay phu thudc vao cac tham sé cua dim trong tiing
doan va cac tham s6 mdi ndi, hay
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[#]=|H(L,F.I.E,p.&,0)),

trong d6 cac ky hiéu c6 gach ngang trén dau chi mot véc to gom nhiéu

thanh phan, véi cac chi s6 da viét 6 trén. Diéu kién bién tuyén tinh tai
C 1A N , Y

hai bién ctia dam c6 thé viét 6 dang

[BO)]U* =0 2.2.19)
[B]U Y =0 h
trong d6 B(0) va B(N) 1a cac ma tran cap 2x4
[B(O)]= Blol Bloz 3103 3104
By BY B B
(2.2.20)

[B(N)]— BIAI/ BIIZ Bljg Bﬁ
“|BY BY BY B
21 22 23 24
Két hgp (2.2.17) vé6i diéu kién bién (2.2.19), ta nhan dude phuong trinh
dé xac dinh véc to trang thai tai dau trai cia dAm nhu sau

[B(N).H|U® =0

2.2.21
[B(0)]U’ =0 ( )

DPay 1a hé 4 phuong trinh dé tim 4 4n U° = {VW,WJ',MJ,QJ }T. Dé dang nhan
thay, hé phuong trinh thuin nhat chi c6 nghiém khac khéng néu dinh
thiic bang 0, do vay

det[B(N)H

B(0) } = F(®,4a,,...,a,)=0. (2.2.22)

Day 14 phuong trinh tin s§ cia ddm. Céc tham s6 a; biéu thi cac tham s§
moi noéi, tham sd bién va ca cac tham s6 hinh hoc, vat liéu cua dam. Giai
phuong trinh cudi ta dudc cAc tan s6 riéng. Thay cac tan sd riéng vao
(2.2.21) ta sé tim dudc véc to trang thai cia dam & dau trai chiia mot
hing s6 tuy §. Sau d6 st dung (2.2.15), (2.2.16), ta c6 thé tim 1an lugt véc
to trang thai tai cac ndt (mdéi néi) va & bién bén phai. Day 14 noi dung
phuong phap ma tran truyén dé nghién ctu dao déng riéng cua dam
phiic tap. C6 thé phat trién phuong phap nay cho trudng hop dao dong
cudng bic ciia dam va két cAu dang khung c6 hinh dang don diéu (1ap lai
c6 tinh chu ky). Tuy nhién cho dén nay ngudi ta van dung chu yéu
phuong phap nay dé tim tan s6 riéng cia cac hé dam phic tap.
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2.3. Phuong phap phan ti hitu han
2.3.1. Tu tuéng va Néi dung ctia phuong phdap phan ti hitu han.

Phuong phap phan ti hitu han (PTHH) 14 mot cong cu hién dai
dung dé mé hinh hoa va phan tich cac hé lién tuc, tic 14 nhing vat thé
chiém moét mién lién tuc D trong khong gian R®. Péng thdi ciing la
phuong phéap co ban va théng dung nhat cho dén nay trong DPong luc hoc
cong trinh. Tu tudng cta phuong phap PTHH nhu sau: Chia vat thé
thanh mot s6 hitu han cic phan ti sao cho trang thai ting suat bién dang
cta ching cé thé xac dinh dude mot cach don gian bing cac cong cu giai
tich nhu da trinh bay 6 phan 1. Cac phan ti nay dudc lién két véi nhau
bdi cac nut c6 toa d6 xac dinh trong khong gian. Chuyén dong cta cac
nit duge md ta bang cac tham sd goi 1a bac tu do ctia nit. T hdp cac bac
tu do cua céac nut tao thanh mot véc to cac bac tu do doc 1ap, goi la véc to
chuyén vi nit caa hé da cho, ky hiéu la U = {v,....U,} . Trang thai ting
suét bién dang cta vat thé tai cac diém bat ky duge biéu dién qua véctd
chuyén vi nit va sau d6 nho cac dinh luat, nguyén 1y co ban cta cé hoc
thiét 1ap dudc hé phuong trinh vi phan d6i véi cac chuyén vi nut 6 dang

MU@)+CU(t)+ KU(t) = P(¢), (2.3.1)

trong d6 M, C, K 1an lugt 1a cAc ma tran khéi lugng, hé s6 can va do ctng

va tao thanh mo6t mé hinh khéng gian (nhu da néi 6 phan 1.2) ctia mot hé

htiu han bac tu do, ma ¢ diy ta goi 14 mé hinh PTHH cua hé lién tuc da

cho, P 1a véc to tai trong da dua vé nut (goi tat 1a véc to tai trong nit).

Nhu vay, ro rang la phuong phap PTHH da thuc hién mét phép roi rac

ho4 va hiiu han ho4 cac hé vo s6 bac tu do. DAy chinh 1a tu tudng chu dao

cua phuong phap PTHH. No6i dung cua phuong phap PTHH dudgc boc 16

trong quy trinh chung ctia né, bao gom cac buéc sau day:

1. Chon hé toa d¢ téng thé trong khong gian c6 dinh trong d6 vat thé
chiém mdot mién D.

2. Chia lu6i PTHH bao gém cac nit va do d6 sé tao ra cac phan ti dudc
xac dinh béi cac diém nit.

3. X4c dinh cac bac tu do tai cac nit va do d6 sé dude véc to chuyén vi nit
ctia ca hé. O day chd ¥ dén cac didu kién bién va cac rang budc dé tao
ra véc td chuyén vi nut 1a t8 hgp cac bac tu do ddc lap.
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4. Xét tiing phan ti nhu mét vat thé dan héi véi muc dich thiét 1ap méi
lién hé gifia trang thai Ging suat bién dang bén trong phin ti véi cac
chuyén vi nuit (tim cac ham dang).

5. St dung cac dinh luat ctia co hoc cung v6i méi lién hé dude xay dung 6
budc 4 thiét 1ap cac ma tran khéi luong, hé s6 can va do ciing cla ting
phan ti. Péng thoi xac dinh véc to tai trong ngoai dua vé niit.

6. Ghép nodi cac ma tran cua phan tu trén co sé cac lién két gitia cac phan
tl sao cho tinh lién tuc ctia chuyén vi nit duge ddm bao.

7. St dung cac diéu kién bién hay cac rang budc dé khii cac &n cb gia tri
bang 0 hay da biét. Cudi cung ta dugdc cac ma tran M, C, K va véc to P
téng thé tao thanh mo hinh PTHH cta hé da cho 6 dang (2.3.1).

2.3.2. M6 tda toin hoc phuong phdip PTHH.

Viéc chon cac ham dang cia mdi phin ti hiétu han phai dam bao
rang cac ham nay xap xi tét trudng chuyén vi, bién dang va tng sudt
trong moi phan ti va dam bao diéu kién lién tuc cta cac trudng nay tai
cac bién gifia cac phan ti hiiu han lién ké nhau.

Gia thiét trudng chuyén vi tai cac diém bén trong phan tu hiiu han
c6 dang

{u(x,y,2)} =[x,y 2} (2.3.2)

trong d6 [¢(x,y,z)] 14 véc to cac ham chuyén vi va {o/} 14 véc to cac hing s6
dudc xac dinh tit cdc diéu kién chuyén vi tai cac diém nit caa phan tu.
Tai nidt i (i=1,2,..,n) bat ky, véc to cac thanh phan chuyén vi c6 dang

U, ={ux.y.2) =[b(x,.,.2)]o}

trong dé {x,y,z; 1a toa do cac diém niut. Ky hiéu (U} 1a véc to bao gébm cac
thanh phéan chuyén vi {U,/ cia t&t ca cac nit phan ti, ta cé

v}=[ole} (2.3.3)
trong d6 [®] 14 ma tran cac hang s6 c6 dang

(x5 ¥1,2))
[q)]: ¢(x2a?/2’22)

¢(x,>¥,2,)
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S6 hing s6 {0/ trong biéu thiic ciia cac ham chuyén vi (2.3.2) phai bang
v6i s6 bac tu do ctia phan ti dé dam bao ma tran /@] 1a kha nghich.

Tu d6 c6 thé biéu dién trudng chuyén vi qua cac chuyén vi nit 6 dang

u(x,y. ) = (x.y. ) [0] U} = [N(x, y.2) U} (2.3.4)

[Nx, 3. 2)]=[o(x. . 2)[@] (2.3.5)
goi 1a cac ham dang ctia phan ti hiiu han.

Khi ¢6 ham dang, theo cac quy luat doéng hoc, ta xac dinh dudc
truong bién dang trong phan ti hitu han cé dang

{e(x,y.2)}=[B(x,y,2)}{U} (2.3.6)

v6i [B] 1a ma tran gébm cac phan ti 1 bién dang theo cac truc va cac mat
phang toa d6 trong hé toa d6 dia phuong, 1a két qua caa viéc dao ham céc
ham dang theo cac toa do khong gian.

Trudng ting suit trong phin ti hiiu han dudc xac dinh théng qua
truong bién dang theo dinh luat Hook c6 dang

{0 (x.y,2)}=[Dle (x,y,2)} =[D] BJU} (2.3.7)

trong d6 /D] 1a ma tran cac hang s6 vat 1y ciia phan td. Phan ta hitu han
c6 thé lam bang vat liéu ding hudng, di huéng va [pJ, [D] c6 thé thay ddi
theo tiing phan tu.

Dong nang T va thé nang V ctia toan hé dugc xac dinh nhu sau

=I "[pKajar
r=3 e =S [

(2.3.8)

v6i [p/ 1a ma tran khéi lugng.

St dung nguyén 1y tac dung t6i thiéu cia Haminton
[8[r@&)-v @it + [sw(t)dt =0

ta thu dudc diéu kién dung c6 dang
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1y- a1
(LY Mo} VRN =0 @)
T d6 ta c6 phuong trinh chuyén déng cta toan hé & dang ma tran
MU+ KU} = P} (2.3.10)
v6i cac ma tran khoi lugng /M] va ma tran do6 ciing [K/ ciia ca hé c6 dang

[m]= [[NT [pINTar

(2.3.11)
[x]= [[B] [D]Bliv
va véc ta tai trong cua ca hé {P} c6 dang
{Pi={p}=2 (2.3.12)

ou,

Mit khac, vi dong ning va thé ning cta ca hé bang téng dong nang
va thé ning cua ting phan ti hitu han riéng biét nén

ZI i, v
ZI C V. = ZI v,

(2.3.13)

v6i e 1a chi s6 ctia phan ti hitu han e.

St dung diéu kién diing ctia nguyén ly Hamilton ta c6

Ky hiéu /T,] 1a ma tran chuyén d6i chi c¢6 cac phan ti lién quan dén phan
ttt e khac khong va bang cosin chi phuong cia cac truc toa d6 dia phuong
gin lién v6i phan ti e trong hé toa d6 téng thé ([T.[7.] =[r.['[1.]=1)

v.j=lrlv} = wi=lr]'v.) (2.3.14)

Khi d6 ta c6

17 . 1
Ol YT v ] o)+~ )| STk Iz] o)
5| 2 ( j 2 ( j _0  (2.3.15)

-y (kT el

So sanh cac phuong trinh (2.3.9) va (2.3.15), ta c6
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M= [ [ ]7]

e

[K]=>[r]'[x.]7.] (2.3.16)
HSEDNIARIA

trong do6 cac ma tran [M,/, [K,] c6 dang (2.3.11) va véc to {P,} c6 dang
(2.3.12) dudc xac dinh tuong ting véi phan ti e.

Néu ké dén luc can dao dong, tng sudt va bién dang ban dau thi
phuong trinh (2.3.10) c¢6 dang day dia nhu sau

Mo+ [clut+[klut={P}={p }+ P} + R, - B iR 23.17)

trong do

a) Ma tran [C]=Y[r.]'[c.]1.] véi =j N.I'V.[N.Jav, 14 ma tran can

e

cua toan hé, [v,/ 12 ma tran cac tham s6 can cua phan tie.

b) Véc to { Z[T I'{p. } véi {p, }= I[NE]T {f,.JdV. 1a véc to tai trong khéoi

v,

quy ddi vé nut.

¢) Véc to {P}=Y[1.]'{R,} v6i {P,|= [[N.] /s }dS, 1a véc to tai trong bé
S,

e

v e N 2
mat quy doi vé nut.

d) Véc to B, j= Y [T.T{P: | véi (B |= [[B.T[D. e kv, thé hién dnh huéng

e

cua bién dang ban dau trong vat thé duge quy ddi vé nit.

e) Véc to (P, j=S[T.T{P:} véi {P:}=[[B.)'fo: kv, thé hién anh hudng

(e}
¢ Ve

cla ting suét ban dau trong vat thé duge quy d6i vé nut.

f) Véc to P, 1a véc to tai trong tap trung tai niat trong hé toa do tong thé.
2.3.3. M6t s6’ phan ti hitu han théng dung.

Ta xét mot vai vi du trong viéc xay dung cac ma tran do cting, khéi
lugng cua cac phan ti don gidn théng dung trong thuc t& nhu phan ti
thanh, phan ti dam va phan ti ban.

a) Phan tiz thanh
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Xét mot thanh cé chiéu dai L, tiét dién A chi 1am viéc trong trang
thai kéo nén. Gia st modul dan hoi cta vat liéu 1a E va luc ngoai tac
dung 12 mot luc phan bd doc theo chiéu dai thanh v6i mat d6 g(x,z). Chon
hai chuyén vi doc truc 1am hai béc tu do (Hinh 2.3.1).

A y

Hinh 2.3.1

Nhu da thay 6 phan trén, van dé then chét 14 chon ham dang. Theo dinh
nghia ham dang mé ta méi quan hé giia trudng chuyén vi bén trong
phan ti v6i cac chuyén vi nut. Trong trudng hdp nay ta sé chon ham
dang dua trén mot biéu dién mang ¥ nghia cd hoc ré rang nhu sau: ham
dang can tim 14 nghiém phuong trinh mé ta bién dang doc truc

2
EaZ" _o
ox

v6i cac diéu kién bién

u(0,0) =U, (2)
u(L,t) =U, ()

Hién nhién la ta sé c6 ngay nghiém
X X
u(x,t) :(I_ZJUI +zU2
va xac dinh dugc cac ham dang

$,(x) =1—%,¢2<x> =% (2.3.18)

Ma tran hinh hoc B ¢6 dang B = {% %} = l[1 ~1].
ox Ox L

Ma tran hang s6 vat 1y clia phan tit c6 dang [D]=E.

Khi d6, ma tran khoi lugng va do cting cua phan ti thanh c6 dang
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¢ 6 |1 2
| | (2.3.19)

AL

L|-1 1

Luc quy vé nit cua phan ti c6 dang
r X
P = [ a(xa)(1 =)

° (2.3.20)

P ()= g(x.0)" dv

Ta c6 thé xay dung cic ma tran phan ti cho trudng hop thanh 3 nit hoic
nhiéu hon. Nhung vé thuat toan khéng cé gi thay d6i nhiéu.

b) Phan ti dam hai chiéu

Xét phan ti thanh chi chiu uén trong mat phing, trudng hop nay goi
1a phan td dam hai chiéu. Chon cac chuyén vi ngang va géc xoay ¢ hai
dau lam cac bac tu do (hinh vé 2.3.2).

A

U, Y U, U,

q [~

U,

Hinh 2.3.2
Cac ham dang dugc tim ti viéc giai phuong trinh

4
£l W(ff’t) -0,
ox
v6i cac diéu kién bién
w(0,2) =U, (¢)

w'(0,6) =U,(7)
w(L, 1) =U;(7)
wW(L,1)=U, (1)

Nghiém cta bai toan bién néu trén c6 dang
w(x,2) = ¢ (U, (2) + b, (U, (1) + &5 (x)U5 (1) + 04 (x)U4 (1)

trong d6 cac ham dang la cac ham Hermit
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2 3 2 3
¢, (x) = 1—3(%) +2Gj , 0, (x) = x—2%+3’£—2,
) X . (2.3.21)
x x X x
x)=3 —| =2 — ; X)=—+—.
b5 (x) (Lj (L) b, (x) I
2 2 2 2
Ma tran hinh hoc c6 dang B = _d<|;1 —d(l)zz —d(b; _d¢24 .
dx dx dx dx
Ma tran hang sé vat 1y clia phan ti c6 dang [D]= EI.
Khi d6, ma tran khéi lugng va do cting phan ti c6 dang
156  22L 54 —13L
_pAL| 22L 4L 13L  -3[
7 420| 54 13L 156 —22L
-13L -3 -22L 40U
(2.3.22)

12 6L -12 6L

EI| 6L 47 —6L 2L
" Tl-12 6L 12 -6L
6L 20 —6L 4I

¢) Phén tiz dam ba chiéu

Phéan tt dAm hai chiéu chi 4p dung cho thanh phéng. Trong khong
gian cin phai c6 dang phan ti dam day da hon. Phan ti dam ba chiéu 1a
t6 hop ctia phin ti thanh, hai phan ti dam hai chiéu va phan td xoin.
Cac phan ti thanh va ddm da duge x4y dung & trén. O day trudc khi xay
dung phan ti dam ba chiéu, ching ta néi doi 16i vé phan ti xoin. Trong
thuc t&€ nguoi ta khéng dung khai niém phan ti xoan nay, nhung vi khi
xét ddm trong khéng gian thi nhiéu khi khong thé b qua bién dang xodn
dudc. Vi vay trong phéan tit ddm khéng gian cAn phai xét ca chuyén dong
xoan cia dam. Vé hinh thtc phuong trinh bién dang xoin giong nhu
phuong trinh bién dang doc truc, vi phuong trinh mé ta chuyén déng
cting c6 dang
2%

G, —=
* o

0.

Do @6, néu dua vao hai bac tu do 1a géc xodn ctia thanh & hai dau la
0,,0,, thi cac ham dang tuong ting véi bién dang xoan sé c6 dang (2.18).
Khi dé, tuong tu nhu trudng hgp doc truc & trén ta cé thé xay dung dudc
ma tran khoi lugng va d6 cting ctia phan ti xodn c6 dang

76



Déng luc hoc cong trinh Nguyén Tién Khiém

2 1
Mo pJ L
¢ 6 |1 2
1 -1
x -
L |-1 1

Bay gio ta chuyén sang viéc xay dung cic ma tran khoi lugng va d6 cting
cua phan ti dam 3 chiéu. Ta dua vao cac bac tu do (Hinh 2.3.3) sau day:

(2.3.23)

Ay

Hinh 2.3.3. M6 hinh phan tt ddm 3 chiéu
U,,U, chuyén vi doc truc cta thanh ¢ hai dau;
U,,U, chuyén vi uén ngang theo truc y;
U,,U, do vong theo truc z tai hai dau thanh;
U,,U,, 1a géc xoan 6 hai dau;
U,,U,, 1a cac géc xoay 6 hai dau thanh theo quanh truc y;
Us,U,, la cac géc xoay quanh truc z.
Nhu vay, vécto chuyén vi niit gbm 12 thanh phan U = {U,,...U,} .

Ta dua vao ky hiéu cac ham dang sau day

Pi(x) = py(x) :1_% » P7(X) = pjo(x) :%

p2<x)=p3(x)=1—3[%j +2(§j, ps(x)=—p6(x)=L[%—z@ +(

R R A

va cac dao ham cia ham dang

%f , (2.3.24)
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p! _a&. pn 0 pJ
o T ax?
Thiét 1ap cac ma tran
b, 0 0 0 0 p, 0.0 0 0 0

p, 00 0 0 0 py
p, 0 0 0 pg 0O pg O O 0 pp,
0 0 p; 0O po 0 0 0 p, O p; O

o
o

H(x) = 8

P/0 00 00 p,0 00 0 O
000 Pp,00 000 p,0 O

HX)=| . ) ) (2.3.25)
0 p30 0 0 pg 0 pg 0 0 0 pi)
00 p50 ps0 0 0 p5 0 pf; 0
EF 0 0 0 oF 0 0 0
0 G, 0 0 0 pJ, 0 0
E]- . [nl-
0 0 EI, 0 0 0 pF 0
0 0 0 EJ, 0 0 0 pF

St dung cac cong thiic da trinh bay trong phan chung & trén, ta c6 thé
nhan dudc cac ma tran cta phan tu htu han nhu sau

j H " (x) [m JH(x)dx

H ") [E |H (x)dx

O'—.l\

Két qua tinh toan ma tran khoi luong M, ctia phén ti c6 dang

140F

0 156

0 0 15

0 0 0 140,

0 0 -2°L 0 4F
pL| 0 22FL 0 0 0 4FP (2.3.26)
420 70F 0 0 0 0 0 140F

0 54F 0 0 0 13FL 0 156

0 0 54F 0 -13FL 0 0 0 154

0 0 0 7, 0 0 0 0 0 140,

0 0 13FL 0 -3FF 0 0 0 2FL 0 4FP

0 -I%¥L 0 0 0 -3FF 0 -20AL 0 0 0 4F
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va ma tran do cting K, cia phan tii c6 dang

[ EF
L
12F.
0 sz
12EJ,
0 0 &
0 0 0 G/,
L
6EJ, 4EJ
L A
E. 4F.
0 6L2JZ 0 0o 0 LJ
—E—LF 0 0 0 0 0 %7
12EJ. 6EJ. 12EJ.
0 - 0 0 0 == 0 =
12EJT 6LJ, 12EJ
0 0 =20 =~ 0 0 0 -
L L L
0 0 0 —GLJX 0 0 0 0 0 G]:]*
6EJ 2FEJ, 6EJ 4ET, 2.3.27
0 0 - 2’ 0 > 0 0 0 2’ 0 — ( )
L L L L
E. 2F. E. 4F.
0 6;’2 0 o o £t —62JZ 0o 0 0 %
L L L L L |

Hai ma tran trén déu déi xting qua duong chéo nén ta khong can viét cac
thanh phan doi xtng.

Do1 v6i khung khong gian thi viée ghép néi cac ma tran khoi lugng va do
cting phan ti thanh cac ma tran tuong tng cta ca hé dudc tién hanh nhu
da trinh bay 6 phan chung néu trén.

d) Phan ti tim chiu tdi trong ngang

Gia thiét 6 vong w(x,y) cia tdm 1a nho. Néu gia thiét rang dd vong
nay doc lap vé6i chuyén vi cta cac diém thudc méit trung binh cia ban
wo(x,y) va vy(x,y), ttc 1la doc lap v6i trang thai tng suit trong mit trung
binh, thi viéc xac dinh d0 vong nay tré nén don gian hon. Tuy nhién khi
ap dung phuong phap PTHH cho bai toan tdm c6 mot sd khé khin

- Néu trong cac bai toan thanh va bai toan tdm phéng chiu tai trong
ndm trong mit phing trung binh, nghiém chuyén vi duéi dang da
thiic 14 duy nhat thi ngudc lai trong bai toan tdm chiu tai trong
ngang, nghiém chuyén vi duéi dang da thtc lai khéng phai 1a duy
nhat din dén ma tran do cting thu dugc khac nhau. Khi d6 ndy sinh
van dé ma tran do cling nao la xap xi tot nhat véi nghiém chinh xac.
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- Yéu ciu vé tinh lién tuc cta cac dao ham cta do vong tai cac duong
bién cta phan ti d& dam bao khi ghép cac phan ti khéng xuét hién
cic vét gdy da dan dén nhiing khoé khén vé mét toan hoc.

Tuy nhién, thuc té& tinh toan cho thay, néu chap nhan diéu kién lién
tuc cia do vong va bdé qua diéu kién lién tuc ctia cac dao ham ham do
vong tai cac dudng bién ctiia phan tu (dudc goi 1a cac ham d6 vong “khong
tuong thich”) thi két qua thu dugc hoi tu vé nghiém chinh xac khi ting s6
phan ti hitu han. T4t nhién, néu ta chon ham d6 véng thda man diéu
kién lién tuc cta d6 vong va diéu kién lién tuc cta cac dao ham ham do
vong tai cac dudng bién ctia phan tiu (duge goi 1a cac ham d6 vong “tuong
thich”) thi s6 phan ti hiiu han phai chia s& nhé hon so véi viéc chon ham
d6 vong khong tuong thich dé c6 duge cing mot d6 chinh xac.

Khi tinh toan t4&m bang phuong phap PTHH, ngudi ta thudng chia
tam thanh cac phan ti chii nhat va phan ti hinh tam giac. Tai mdi nut
cta phin td c6 3 chuyén vi suy rong: 1 chuyén vi theo truc z va 2 géc
xoay quanh cac truc x va y (hinh 2.3.4). Duéi day, ta dan ra 2 truong hop
lya chon ham dang d vong cho phan ti tAm hinh chii nhat.

ZA

\ 4

A

qi
o

du ds /

Hinh 2.3.4 Phan ti tAm hinh chii nhat chiu uén ngang

Ham dang dé vong “khoéng tuong thich” v, , i=1,2,..,12 vdi & :f;n :%
a

Wl=1-3&-En-3n’+28& +3&n+3&n?+2n°-28&"n-2¢&n°
Y2i=b(M—En-2n"+2En°+n’-£n’)
ydi=a(-E+En+287 28" -8 +8&n)
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w4 =3nt+En-20°-3¢En -3 n+2En’+287n
yS=b (P’ +Ent-En’)
y6 =a(-En+2&n-&n)
W= —En+3E N +3En7 28 n-2&n’ (2.3.28)
w8 :=b(-En’+En?)
Y9 =a(&n-&mn)
Yl0 =382 +EN—-28-3En?+28 n+2En°-38E%
yll=b(gn-2&n’+En°)
yi2:=a (-8 -€n+&'n)

Ham dang doé vong “tuong thich” vy, , i=1,2,..,12 vdi & :f;n :%
a

xl=(1+28)(1-8)*(1+2n)(1-n)’
12:=(1+28)(1-8)’n(1-n)’b
13 =-E(1-8)*(1+2n)(1-n)a
wd=(1+28)(1-8°B-2mn’
x5 ==(1-28)(1-&)(1-n)n’b
16=-E(1-¢Y(3-2n)n’a
x1=03-28)¢&@B-2n)n’ (2.3.29)
18 =—(3-28)E*(1-n)n’b
19 =(1-8&B-2n)n’a
x10:=(3-28)&*(1+2n) (1 -n)’
x11=(3-28)&n(1-n)b
112:=(1-8)&(1+2n)(1-n)’a

Ma tran hinh hoc c6 dang B=[B, B, --- B,] véi

S L (2.3.30)
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va N, la cac ham dang “khong tuong thich” (2.3.28) hay “twong thich”
(2.3.29).

Ma tran hing s vat 1y ciia phén ti c6 dang

1 0

A%
E
Df=— 1 0 2.3.31
[} 12(1—v2)\(/) 0 1-v ( :

2

Tu d6, ma tran do ctng /K,] va khoi luong /M,] cia phan ti c¢6 dang

o’N, &N, \@'N, &N,
6)62 + 8)/2 6x2 + 8)22 +

i ENTN, 12N PN, 1N N,
—V N I
axa)} axay 2 axz @}2 2 @/2 axz

dxdy (2.3.32)

[M,]=|m, |- phﬁNl.dexdy; ij=12,.,12 (2.3.33)
00

v6i h 1a 6 day phan tu t&m. Cac tich phan (2.3.32), (2.3.33) c6 thé thuc

hién dé dang nho cac phidn mém symbolic nhu Maple hay Matlab.

2.3.4. Mét sé6 vi du

a) Dam coéng xén chiu uon trong mit phing (Oxy) véi dau trai bi ngam
chat va dau phai tu do. Khi d6 U,=U,=0 va hai bac tu do con lai 1a
chuyén vi ngang va géc xoay tai dau phai, ky hiéu U,(1),U, ().
Tu cac ma tran khéi lugng va do cting (2.3.22) cia dam 2 chiéu, khu
cac hang va cot tuong tng v6i bac tu do U,=U,=0, ta thu dugc ma tran
khoi lugng va do cling ciia dam cong x6n

156 —22L
M:p_FL{ }

420 | —=22L  4I*

EIl 12 -6L
K=— 2
L|-6L AL

Phuong trinh tan s& dao dong riéng c6 dang

ool 6 -3L B 78 —11L||
det|K —o "M |= det ) A ) =0,
-3L 2L -11L 2L

4
=0’ PEE gy o = 420 B2
420 EI pFL
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hay don gian la 3507 —102A+3=0.

Phuong trinh cudi cho ta hai nghiém 2, =0.02947, A, =2.885, tit do c6
thé tinh dugc hai tan s6 bing

El El
o, =3.5327 | —,0, = 34.8069 T
pFL pFL

So v6i nghiém giai tich

El EI
o, =3.516 | —7,0, =22.034 |—,
pFL pFL

ta thay nghiém dau tién c6 do chinh xac tuong doi tot, con nghiém tht

hai c6 sai s6 16n. D6 1a do trong vi du trén ta xem dam coéng x6n chi 1a
mot phan ti héiu han. Khi chia dam coéng x6n thanh nhiéu phan tu
nho hon thi két qua tinh tan s6 sé dat dude do chinh xac cao hon. Diéu
nay dudc minh hoa bang s6 trong vi du 1 ctia muc (2.4.4.a) duéi day.

b) Xac dinh tan s6 va dang dao dong riéng cho khung phing (2.1.4.d)

St dung cong thic (2.3.22), viéc xac dinh ma tran do cting K va viéc
x4c dinh ma tran khoi lugng M theo phuong phap thu gon khéi lugng
hoan toan tuong tu nhu da trinh bay trong vi du (2.1.4.d). Néu su
dung cong thtc (2.3.22), ta xac dinh ma tran khéi luong day da M

786  11L 11L
11L 261* —18I°
11L —18L* 26L°

[M] mL

trong do

mL mL
my, = 5(156)(2) +(1.5m)(2L) = —(786)

my = my = (ZZL) = 2_10(1 1)
My, = M3y = 420 (4L )+ (4 )(2L) (26L )
_ (L.5m)(2L) _ 22 _ ML o2
M2 =10 (-3)2L) 210( 18L7%)

v6i chd § rang tinh m,; ta c6 ké dén khoi lugng khi dao dong doc caa
dam ngang 1a s6 hang (1.5m)(2L).

T d6, ta xac dinh dudc cac tan s6 riéng ctia khung 1a
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_23032 [BI 61791 [EL 207124 [BI
L \pA 2 2 \pA’ L pA

va cac dang dao dong riéng thé hién trén hinh 2.3.5

a) Dang 1 b) Dang 2 ¢) Dang 3

Hinh 2.3.5 Cac dang dao dong riéng cua khung

Néu st dung phuong phap thu gon khéi lugng nhu trong vi du 2.1.4.d
thi ta chi xac dinh dudc tan sé dau tién cua khung 1a

J6 2. 4495
0, =—
L pA pA

va dang dao dong riéng dau tién tuong tu nhu trén hinh 2.3.5.a.

c) Vi du khung khong gian sé dudc xem xét trong phan ap dung may
tinh dién ti vao phan tich déng luc hoc cong trinh (2.4.4.b).

d) Xac dinh 4 tan s6 riéng diu tién cua td&m hinh vuéng kich thuéc axa
v6l cac canh tua tu do khi st dung cidc ham dang d0 vong “khong
tuong thich” (2.3.28). Khi d6 cac tan so6 riéng c6 dang

— 1 ER
pha* 12(1 -V )

v6i gia tri o; theo cac phuong an chon luéi phan ti hitu han khac
nhau dugdc din ra ¢ bang 2.3.1. R6 rang 1a khi chia tang s6 PTHH thi
tan sb riéng thu dudc cang gan véi nghiém chinh xac hon.

Béng 2.3.1.
Ludi chia Tans6’'l | Tans6’2 | Tansé'3 | Tan s6'4
2x2 20.471 53.071 56.932 127.410
4x4 19.848 51.448 54.020 91.018
8x8 19.754 50.913 52.721 85.314
Nghiém chinh xdc 19.739 49.348 49.348 78.957
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2.4. Phuong phap ma tran do cing dong

Phuong phap phan ti hitu han (PTHH), dudc trinh bay tém tat &
trén da lam thay d6i hoan toan bd méit ctia cd hoc két cdu, dic biét la
dong luc hoc coéng trinh. C6 ngudi cho ring khé c6 thé c6 mot phuong
phap phan tich két cau hitu hiéu hon phuong phap PTHH. Cé 1é phai thé&
hé tiép sau méi c6 thé tra 16i dude cAu héi nay. Tuy nhién, ciing c6 nhiéu
ngudi ban khoan véi do chinh xac cua phuong phap PTHH. Ho c6 ging di
tim mot danh gia nao d6 vé sai sd cua phuong phap. Nhung lam sao ma
danh gia dudc sai s6 cia mot phuong phap, ma thuc chat 14 mot mo hinh
khi ching ta khong biét dudc 16i giai chinh xac. Chi c6 mét cach duy nhat
dé mudng tugng sai s6 cta phuong phap PTHH 14 so sanh véi thuc
nghiém d61 véi cac két cau phtc tap. Trong truong hop két cAu don gian
c6 thé so sanh véi két qua giai tich, nhung day khéng thé 1a sai sé caa
phuong phap PTHH bdi vi phuong phéap giai tich ciing c6 sai s6 cua né.

That 1a thua vi 1a gdn day, khi nghién ctu phat trién phuong phap
ma tran do cting déng cho cac hé lién tuc, ngudi ta phat hién ra rang,
phuong phap PTHH chi 14 mét su gin ding cia phuong phap ma tran do
cting dong. That vay, trong ca quy trinh tng dung phuong phap PTHH,
chi ¢6 mét chd duy nhit ma ching ta phai "xdp xi" trudng chuyén vi
trong phan ti bing trudng chuyén vi tinh. Ttc 14 da bd qua yéu té dong
luc hoc clia trudng chuyén vi. Néu cdc ham dang trong phucng phép
PTHH chon 1a trudng chuyén vi dong, thi phuong phap PTHH khoéng
phai 1a phuong phap gan ding ma 14 mot phuong phap chinh xac. Khi d6
khéng can phai danh gia sai s6 cua phuong phap PTHH niia. Chinh
phuong phap ma tran do cting dong cho két cdu da ra doi trén co s6 y
tudng nay. Nhu vay, c6 thé dinh nghia rit ngin gon: Phuong phap ma
tran do cting déng 14 phuong phap phan ti hitu han, trong d6 cac ham
dang dudc chon 14 trudng chuyén vi déng ctia phan ti. Tuy nhién, dé c6
thé chon ham dang déng mot cach don gian va kha thi, thi ta phai xét
bai toan déng cua phan tl trong mién tin s6, ttc 1a xét chuyén dong véi
bién do phiic phu thudc vao tan sb. Vi vay, thuc chit quy trinh phuong
phap ma tran do cting dong vé hinh thiic khong khac gi phuong phap
PTHH, nhung dé gi6i thiéu phuong phap nay ciing can thiét phai nhin
manh mét s6 dic diém riéng biét ciia né.

24.1. Khdi niém ma trdn dé cung dong
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Trude hét ta xem xét khai niém ma tran do cting dong doi véi hé
htiu han bac tu do

MU@)+CU@)+KU(t) = P(1) .
c6 dang
K(©)=-0’M +ioC+K

Pay 12 ma tran ham cua tan sd va phu thudc tuyén tinh vao cac ma tran
A A ~ A A 2 R N
khoi lugng, d6 ciing, hé s6 can. Cé thé chi ra riang

K(0)=K
c6 nghia 14 ma tran do cting dong tai gia tri goc ciia tan s6 cho ta ma tran
d6 cting théng thuong ma ti diy ta goi la ma trdn dé cung tinh cho thém
chi s6 0 6 duéi K,  Hon niia, néu xét trong mién tan so, tic gia su

U(w), P(0) 1a bién do phtc cta chuyén vi va tai trong, thi ta c6 quan hé
K(@)U(w) = P(®) (2.4.1)

DPay chinh 14 mo6i lién hé gidia luc tac dung va chuyén vi biéu dién ban
chit ciia ma tran do cting dong. Tu day, bai toan dong luc hoc dan dén
giai phuong trinh dai sé d6i v6i chuyén vi. Chi ¢6 diéu, phuong trinh dai
s6 nay phai gidi trong mién tan s6, c6 nghia 14 cho tat ca cac tan sé trong
mot dai tdn nao d6. Tu tudng cua phuong phap ma tran do cting dong cho
két cdu cong trinh chinh 13 thiét 1ap moi lién hé (2.4.1), trong d6 K(») goi
12 ma tran do cting dong cho két cau, con U(w),P(®) 1an lugt 1a bién do
phtic ciia chuyén vi ndt va tai trong dua vé nut. Muc tiéu chinh 1a xay

dung ma tran K(o) va véc té Po).
2.4.2. Quy trinh phuong phap ma tran dé ciing déong cho két cau

Quy trinh chung cua phuong phip ma tran do cting dong dugc phat
biéu nhu sau:

Buée 1. Chia vat thé dan héi (hay két cdu céng trinh) thanh cac
phan ti bang tap hop céc diém nidt (udi) va chon véc to chuyén vi nit
U(t) nhu trong phuong phap PTHH.

Buéc 2. Xét tiing phan ti riéng biét v6i véc to chuyén vi ndt phan ti
trong hé toa do dia phuong U,. Giai bai toan ddng cho phan ti trong
mién tan s6 v6i diéu kién bién 1a cac chuyén vi nut U, () dé thiét lap moi

lién hé
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N, (@) =K, (@)U, @)+ (o) (2.4.2)

trong d6 N, (o) 1& bién dd phiic ctia cac luc ddu niut, K (o) 14 ma tran d6
ciing dong va P(o) 1a bién d6 phtc cta tai trong cho phan ti trong hé
toa do dia phuong. Thuc chat 6 day 1a xay dung ma tran do ciing dong va
véc to tai trong phan ti K (0) va P(0).

Budc 3. Ghép noi ma tran do cting dong va véc to tai trong cho tat ca
cac phan ti bing cich chuyén phuong trinh (2.4.2) vé hé toa do tong thé
va can bang tat ca cac luc nut, thoa man cac diéu kién bién. Cuéi cung ta
dudc phuong trinh (2.4.1) v6i

K@)=Y a,K, (@),
R < R (2.4.3)
P@)=-Y a,P,(®)a;

Khac véi phuong phap phan ta hiiu han, é d6 st dung nguyén ly
nang lugng dé thiét lap phuong trinh chuyén dong, quy trinh caa phuong
phap ma tran do cling dong tuong tu nhu phuong phap do ciing trong co
hoc két cau. Tuy nhién, két qua ghép néi cac ma tran do ciing dong phan
ti thanh ma tran do cting dong téng thé cho ca két cdu ciing giéng nhu
trong phuong phap PTHH.

2.4.3. Mét s6 phan tii théng dung

a) Phan ti thanh kéo nén va truc xoan

Xét mot phan ti thanh cé tiét dién 1a F, moédul dan héi E, mat do
khéi p, chiéu dai ¢, =x, —x,, (hinh v& 2.4.1) chiu mot tai phan bd Q(x, ¢).

Ay

Nji N;
—
> Uy > U
> X

Hinh 2.4.1. Chuyén vi nut va luc ddu nit cho phén ti thanh
Phuong trinh dao dong doc ctia thanh c6 dang

2 3 2
EF{@ U0, QUG UMY, U1

or> Py

o PP } O =p F[
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trong do6 p; 12 hé s6 can nhét cua vat liéu, p, 12 hé s6 can ctia moi trusng.
Bang cach dit:
U(x,t)=u(x,0)e™

O(x,1) = g(x,0)e™

v6i u(x,m) va g(x,») 1a bién do ctia chuyén vi doc truc va tai trong doc trén
thanh, ta thu dugc phuong trinh

d*u(x,®)

e + X u(x,0)=7(x,0),

trong do

5=—M; A2 =w2£(l—m—2j; it =-1
EF E 0]

12 tham s6 dong luc hoc (o 14 tAn sd vong - rad/gidy) va
E=E(l+ipo)

1&4 modul dan hdi phtic, duéi day dé cho dé theo ddi ta van dung ky hiéu E
nhu khi khéng cé can.

Chuyén vi doc truc téng quat c6 dang

u(x) = Asin AXx + B cos Ax + %Jsin AMx-1)q(x,  +1,0)dt
0

trong do

X=X=X, 53X, SXSX,

v6i A, B la cac hang s6 phu thudc vao cac diéu kién 6 hai dau niit.

. 2 R . - N N 2 A A N 2
Gia st cac chuyén vi nut 1a u;; va u;, cac luc dau phan tala N, ;, N; . Cac
diéu kién bién sé 1a

T cac diéu kién nay ta c6 méi lién hé
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{u(/]:( cosk‘[/ —(MEF)™ sinM‘/)(uj_l J+(Q{J (2.4.4)
N, —AEFsin)l —COSAL N, q
trong d6 ky hiéu
1
q; :xj.sink(ﬁj —1)q(x,, +T,0)dr
0
[.f
q; = EFj-cosk(Z/. —1)q(x,, +T,0)dt
0
T phuong trinh (2.4.4) ta c6 thé rdt ra cAc quan hé
[NHJ _ XEF( cotght, - sechj[uj_lJ +[ AEF secl ; OJ(qu
N, —secAl; cotghl, |\ u; —MEFcotght, 1) ¢,

v6i cac ky hiéu

cosz
cotgz=——; SeCz=—
sin z sin z

Nhu vay ma tran do cting dong va véc to tai trong cho phin thi thanh
chiu kéo hay nén c6 dang

Acotghl . —AsecAl .
Kj(m):EF{ &M f}

—AsecAl; Acotghl,
[PJ_] _ [ MLEF sec )\l 0}[(]‘]}
P, —AEFcotght; 1|4

Dé dang nhan thay khi cho tan s6 o tién dén 0, ma tran do cting dong

(2.4.5)

cho ta ma tran do ciing da nhan dugc bang phuong phap PTHH ctia phan
ti thanh trong cong thtc (2.3.19), hay

. EF| 1 -1
K’ =1imK .(®0)=— )
= lim () ¢ {—1 1}

Tuong tu, trong trudng hop xodn ma tran do cting déng va vécto tai ngoai
van c6 dang nhu (2.4.5), nhung thay vao chd E 1a G, va ché cua F'1a I.
b) Phan ti dam hai chiéu chiu uén

Xét mot dam chiu uén trong méit phing xy (hé toa do dia phuong,
Hinh 2.4.2.) ¢6 cac tham s6: modul dan héi E,, dién tich mat cit ngang F,
momen quan tinh tiét dién I, , mat do khoi lugng p, chiéu dai dam L
trong méat phang Oxy cta hé toa do dia phuong. Khi d6, phuong trinh
téng quat mo ta chuyén dong uén cua dam cé dang:
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o w(x,t) 0> w(x,t) o*w
EI ~~ + "~ |+ pA
[ ' M ara | e

‘i, 2—?} - O(x.1)

trong d6 p; 1a hé s6 can nhét cua vat liéu, p, 14 hé s6 can ctia moi truong.

A
N, Y N, N,
q 13-
|/
N»
A A
185) Uy

Hinh 2.4.2

Bang cach dit:

w(x, 1) = D(x,m)e"™
O(x,1) = g(x,0)e™

v6i ®(x,0) va q(x,») 14 bién dd clia chuyén vi ngang va tai trong ngang
trén thanh, ta thu dugc phuong trinh

IO ipx,m) = Gx0) (2.4.6)

trong do

G0y =100 s _ 2 P (l—m—zj; P2 =1
ET EI ®

z

12 tham s6 dong luc hoc (w 1a tan sd vong - rad/gidy), néu A=0 tic 0v=0 ta
c6 trudng hgp bién dang tinh, véi w#0 thi ®(x, ®) 1a bién d6 chuyén vi
dong va

E=E. (1+ipo)

14 modul dan hdi phic, duéi day dé cho dé theo ddi ta van dung ky hiéu E
nhu khi khéng ¢6 can.

Pua vio cac chuyén vi nit nhu sau
U, = ®(0);U, = '(0);U= (¢, );u, = r,)

Khi d6 ta dugc véc to toa dd suy rong U={U,, U, U, U, %, ngoai ra, ta
dua vao cac luc niat sau day
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N, = EL.®"(0)
N, = —EL®"(0)
N, =—EL®"(()
N, =EL®"(()

14 véc to luc dau nut. Ban chat co hoc ctua cac luc N va U dudc md ta
trong Hinh 2.4.2. Khi d6, ta c6 nghiém téng quat cia phuong trinh

O(1) = 0,0+ [ K -0l .0 )i

vl x €[0,/,]va

K00, K0 K00

O,(x)=K,(M)U, + 2 2 E[ZK3 1~ Elzkz 2

K, (x); K,(x);K,(x); K,(x) 1a nhiing ham Krulov da dua vao & trén.

Ngoai ra dua vao cic ham s6
1
cyl(fj)zx?jlg[x(zj —1)|7 @, 0)d
0
0.
1 _
0:( ) =3 [P, -0la. o)
0
;
g,(£ ) =—EI [K,n¢, -0)]g (. 0)dr
0
_ EI'{ _
7,0 ) ="~ [ K, 0.0
0

va vécto
{‘7}: {al(fj)’q2(£_/)s(73 (E/)’674(€j)} ’J = 1’2""”1 +1.

Khi d6 theo phuong phap ma tran truyén ta cé

U3 Ul
U, Ul

_[r 2.4.7
N, [ N +{7} (2.4.7)
N, N,

trong d6 ma tran
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K.(\) MK (M) K (W)JELY —K (M) /ELN

TOue )= MK, (ML) K,(\L)) Ky(\)/ELXN  —K,(\,)/EL)\
©7 | =NELK,(M ) -NELK,(M,)  —K(AL)) AK (ML)
NELK,(M ;)  MELK,(AL)) MK, (M) ~K, (ML)

St dung (2.4.7) dé biéu dién cac luc dau nit qua cac chuyén vi nit, tuong
tu nhu trong muc truée ta dudc

N} =K, (@)U} +[Glig)

trong do
W(KK, - KK,)  M(K; - KK;) - VK, VK,
[1% ] _: V(K5 -KKy)  MK,K,-KK,) - K, MK,
=k, ,
' -7'K, K, RKK,-KK) REK-KD [ o0
VK, \K, V(KK -K3)  MK,K,-KK,)
EI
ky =————;K, = K,(AL ).
K3 _K2K4

Day chinh 13 ma tran do cting dong ctia phin ti dam (chiu uén) hai
chiéu. That thd vi 1a ¢6 thé st dung MATLAB dé tim dugc dudge bidu dién

£, |= K, ]-0[M,]+ 0@ *)

12 6L -12 6L

_EI| 6L 41> —6L 2I

T -12 —6L 12 —6L

6L 21> —6L 4L’
156 22L 54 —13L
_pAL| 22L 41> 13L -3
0]_5 54  13L 156 -22L

-13L -3L* —-22L 4I°

K]

[M

Dé dang nhan th4y hai ma tran cuéi 1a ma tran do cting va ma tran khoi
lugng cua phuong phap PTHH (cong thiic (2.3.22)).
¢) Phan ti dam ba chiéu

DAm ba chiéu thuc chat 1a t6 hop tuyén tinh cta cac trudng hgp sau
day: mot 1a bién dang doc truc, tic 14 phan ti thanh nhu da xay dung 6
trén; hai 1a bién dang xoén; ba 14 uén trong mat phing XOY, ma thuc
ch&t 14 phan ti ddm hai chiéu & trén va bén 1a udn trong méit phing
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XOZ (nhu trong Hinh 2.3.3). Ma tran do ciing dong va véc té tai trong
ctiia phan ti dam ba chiéu sé 14 két qua phép cong dai s6 cia cac ma tran
tuong dng cua cac phan tu dudc liét ké & trén.

Dé c6 thé thuc hién phép cong nay ta cAn quy dinh trat tu cta cac
bac tu do ctia ca phin ti tong hop. Piéu nay duge thuc hién bing viéc
chon céc bac tu do ctia phan tii dam ba chiéu nhu sau

0@)=10,.0,0nU0Un

trong d6 y nghia co hoc ctua cic bac tu do nay dudge chi rd trong Hinh
2.3.3. Nhu vay, cac phan ti thanh, xodn va phan td dam 2 chiéu trong
mat phing XOY da duge xay dung. Dé thuan tién va khong nhic lai ta
dua vao cac ky hiéu sau: Ma tran do ciing dong ctia phan ti thanh va
phan ti truc xoan 1an lugt duge ky hiéu la
D Dj D) D
o g el w2
D21 D22 DZI D22
Ma tran phan tit ddm hai chiéu trong miat phing XOY dudc ky hiéu 1a
D D, D D
[D ]: D;, Dy, Dj D,
" |D; Dj, Dj D
Dy, Dy Dy Dy

A
N N, ? N;
2
CT P x
| <
A A
Uy U4

Hinh 2.4.3. Uén trong mit phang xz

Bay gid, ta xac dinh ma tran do ciing dong cho phan ti dam hai
chiéu trong mit phing XOZ. Trudc hét, ta c6 thé tach cac bac tu do cla
phan ti nay ti phan ti dim ba chiéu mo6 ta trong Hinh 2.3.3 va ta dudc
phan ti dAm hai chiéu trong mit phdng XOZ trong Hinh 2.4.3. So véi
phan ti dim hai chiéu dugc m6 ta trong Hinh 2.4.2, ta thay déi v6i phan
tt cuél hai mdmen & hai dau va hai géc xoay 6 hai dau c6 dau ngudc lai.
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Vi vay, c6 thé chiing minh dudc ma tran d6 cting dong cta phan ti dam
trong mit phdng XOZ nhan dude ti ma tran do cing dong cta phan tu
dam trong mit phing XOY bing cach thay vao chd mémen quan tinh
mét cat I, bang Iy va nhan theo hai phia véi ma tran ddu nhu sau:

/J=lclp, el

vl
1 0 0 0
0 -1 0 0
cl=[cT' =
lel=lel" =1, o 1
0 0 0 -1

Cudi cung ta dugec ma tran

z z z F4 y Ny y _ N7y
Dll D12 D13 D14 Dll D12 D13 D14

[D ] . Dzzl Dzzz Dzzz Dzz4 | Dzyl Dzyz - Dz}z D2y4
zZ1™ z z z z - ) , ¢
D31 D32 D33 D34 D3yl - D3}2 D3yz - D3}4
D:l Djz Djz Dj4 - D4yl Diz - Di; D4y4

Péng thdi, cling nhu phuong phap phan tu hitu han ta dudc ma tran d6
cling dong cua phan ti dam ba chiéu 6 dang

D ¢ _
0 D Y
0 0 D M
0 0 0 D) M
0 0 D 0 D E
k| 0 Dy 0 0 0 D T
“I/Df 0 0 0 0 0 D R
0O D, 0 0 0 D) 0 Dj Y
0 0 D O D O 0 0 D
o 0 o0 Dy O O 0O 0 0 DY
0O 0 D, O D, O 0 0 D 0 D
0 D, 0O 0 0 Dj O D O 0 0 D]

Biéu thiic cia cac thanh phan ma tran d6 cting dong néu trén da duge
x4c dinh trong cac phan truée.

Thuat toan cho phuong phap ma tran dé cting déng nay da dudc lap
trinh trén ngén ngit MATLAB 6 dang mot chuong trinh may tinh mang
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tén DIALAB. Viéc st dung chuong trinh nay dudc minh hoa trong cac vi

du tinh toan duéi day.

2.4.4. M6t sé vi du tinh todan

a) Dam dan hoi

S6 liéu cia dam ngam mot dau (cong xo6n) cé chiéu dai L = 0.25 (m),
tiét dién ngang F = 0.02 x 0.01 (m?), p=7827.1011 (kg /m?), E=1.999x10"
(N/m), hé s6 Poisson v=0.3.

Két qua tinh toan 10 tan sd riéng dau tién cua dam coéng xon néu
trén bang DIALAB, SAP2000 va so sanh véi nghiém giai tich dudc cho
trong Bang 2.4.1. Nhin vao bang ta thay d6i v6i dam dan héi phuong

phap ma tran do cting dong cho két qua trung véi nghiém giai tich (sai s6

xap x1 0.01%). So v6i phuong phap PTHH, c6 sai s6 cang 16n do1 véi cac

tan s6 cang cao (tAn s6 thi 10 c6 thé 1én dén trén 6%), thi phuong phap

ma tran do cting déong chinh xac hon nhiéu.

Bang 2.4.1.
TS | ANAL(rad/s) | DIALAB(rad/s)| ERROR | SAP2000(rad/s)| ERROR
1 8.2079 8.207031] 0.01059% 8.1694 0.4713%
2 16.415 16.41406) 0.00573% 16.338 0.4688%
3 51.435 51.43258 0.00470% 50.625 1.6008%
4 102.87 102.8652) 0.00470% 101.23 1.6211%
5 144.02 144.0127] 0.00506% 140.32 2.6384%
6 282.23 282.2074 0.00799% 272.06 3.7372%
7 288.03 288.0254] 0.00159% 280.50 2.6842%
8 466.59 466.5091] 0.01733% 444.65 4.9351%
9 564.43 564.4149 0.00268% 543.26 3.8963%
10 696.95 696.8839 0.00949% 655.07 6.3929%
Bang 2.4.2.
Tan DIALAB ERROR | SAP2000 ERROR | Experiment
s0 (Hz) (%) (Hz) (%) (Hz)
1 10.8117 0.8101% 10.5141 3.540% 10.9
2 15.8112 1.3538% 15.6958 0.614% 15.6
3 17.7506 0.8557% 17.5473 0.299% 17.6
4 32.7207 0.6791% 31.9227 1.776% 32.5
5 51.1946 1.5766% 45.7036 9.318% 50.4
6 64.7437 0.5473% 61.4723 5.573% 65.1
7 68.6828 0.5605% 65.8906 3.528% 68.3
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8 79.5393 0.2016% 73.1075 8.272% 79.7
9 93.6771 0.3435% 85.7103 8.819% 94
10 95.6737 0.7534% 88.4760 8.220% 96.4
b) Khung khong gian

Xét mot khung khong gian da duge ché tao va thii nghiém. Cac tan

s6 do cuia khung trong bang 2.4.2 dudc cho 6 cot cudi cung. Két qua tinh
toan bang DIALAB (phuong phap ma tran dd cting dong) va SAP2000
(phuong phap PTHH) d61 v6i khung dude so sanh véi thuc nghiém (Bang
2.4.2) cho th4y, trong truong hgp nay phuong phap ma tran do cting dong

van cho nghiém chinh x4ac hon phuong phap PTHH rat nhiéu. Sai sé cua
DIALAB néi chung la duéi 1%, trong khi SAP2000 cé sai s6 gan 10%.
Nhiing két qua nay ciing da dude so sanh véi két qua tinh toan ctia mot

tac gid nudc ngoai dung phuong phap ma tran chuyén tiép va phuong
phap PTHH véi s luong phan ti khac nhau. Két qua cho thay DIALAB
dat dudc do chinh xac nhu cua tac gia da néu.

Hinh 2.4.4
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2.5. Cong cu may tinh trong dong luc hoc cong trinh

2.5.1. Chuong trinh phéan tich két cau SAP2000
a) So luoc vé SAP 2000

SAP2000 (Structural Analysis Program) 14 phan mém phéan tich két cau
bing phuong phap PTHH, dudc phat trién tit SAP90. Chuong trinh
SAP2000 1a phién ban diu tién cia SAP hoan thién viéc tich hgp cung
v6i phan mém Windows. Thé manh dau tién ciia SAP2000 1a giao dién
d6 hoa cung véi viéc tao ra md hinh, thuc hién quéa trinh phan tich, kiém
tra va t61 uu hoa trong thiét ké&, déu dudgc thuc hién trén cung mot giao
dién. Kha nang phan tich ctia chuong trinh cling 12 mot thé manh, dudc
b6 xung két qua nghién ctu gan diy nhat chta ky thuat s6. So véi
SAP90, SAP2000 c6 thém phan ti phi tuyén va cé kha niang kiém tra, téi
uu hoa trong van dé thiét ké.

Hién nay c6 3 dang chuong trinh SAP2000 (SAP2000 E, SAP2000
PLUS, SAP2000 Nonlinear) cung st dung mdt dang giao dién do hoa,
nhung tinh nang ctia méi chuong trinh khac nhau. Lan lugt 14 Phién ban
dung trong viéc giang day; tiép dén 1a thé hién méi caa SAP9IO; cudi
cung, SAP2000 Nonlinear, 1a phién ban md réong cua SAP2000 PLUS cé
thém phan ti phi tuyén.

SAP2000 tinh toan va phan tich cho 6 loai phan ti chinh: Phan ta
thanh hai nit FRAME ; Phan ti tdm, vo, vd méng 3 chiéu 3,4 hodc 8 nut
SHELL; Phan ti phing ba chiéu 4 nut PLATE ; Phan t khéi hai chiéu 3
dén 9 nut ASOLI; Phan ti khoi ba chiéu xac dinh théng qua 8 nut
SOLID; NLLINK - phan tt phi tuyén.

b) Nhitng thao tdc co ban khi s dung SAP 2000

Cong viée dau tién d€ mét ngudi ky su bit dau véi SAP2000 d6
chinh 12 mé hinh héa két cadu cho bai toan can phan tich. Viéc mé hinh
héa két cqu trén giao dién d6 hoa SAP2000 c6 thé thuc hién theo cac
bube sau: Pinh dang hé truc toa do, luéi phin chia, don vi do ludng ;
Khai bao déc trung vat liéu; Khai bao nat phan ti va thanh phan phan
tl c6 trong két cau; Khai bao tinh chat dac biét ciia nat (Restrains, springs,
mass..); Khai bao tai tac dong doi véi két cdu va to hop tai trong. Tuy
nhién SAP2000 c¢6 sdn mot s6 m6 hinh, ta c6 thé lua chon, sau d6 chinh

stia cho phut hdp v6i mé hinh ctia minh. Diéu nay 1lam cho viéc thiét lap
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mot két cau tré nén don gian va nhanh chéng. Viéc chinh stia luéi ciing
rat don gian (Draw/Edit Grid 'cho tham sé theo céac truc X, Y, Z'). Mot
tinh chat cia SAP2000 trong van dé tao mé hinh ma ngudi st dung can
chid ¥, @6 1a kha nang phat sinh. Déi v6i SAP 90 viéc phat sinh phan tu
cho phép hoan thién mé hinh nhanh chéng hon, nhat 14 d61 véi cac két
cdu c6 phan tu giéng nhau. SAP2000 ngoai viéc phat sinh phan ti, né
con cho phép phat sinh ca mot ciu tric.

Khi coéng viéc tao md hinh da hoan thién, viéc tiép theo 1a phan tich
va hién thi két qua. Viéc phan tich két qua cta bai toan déi véi SAP2000
thuc hién trén cung mot giao dién, day 1a mot diéu rat tién loi cho véi
ngudi st dung. Do1 v6i SAP90 Viéc phan tich bai toan gay rat nhiéu kho
khin (m4t thoi gian) boi viée phan tich phai thuc hién trén moéi trucng
MS-DOS. Trudc khi phan tich ta cAn phai chon kiéu phén tich va dua ra
két qua. Didu nay 1a rat can thiét, nhat 1a d6i véi két cdu c6 nhiéu té hop
tai. Thuc hién lua chon théng qua Analysis/Set Options. Sau khi da lua
chon kiéu phan tich thich hgp, ta thuc hién phéan tich bai toan
Analysis/Run. Trong khi chuong trinh thuc hién phan tich, ta c6 thé
nhin qua trinh phan tich trén man hinh va khi chuong trinh thuc hién
phéan tich xong ta c6 thé xem truc ti€p bao 16i ciia chuong trinh do d6 ta
c6 thé chinh stia 15i ctia bai toan.

Phan hién thi cia SAP2000 rat tién ich, bao gbm viéc ki€m tra mo
hinh va hién thi két qua phan tich. Kiém tra mo hinh da thiét lap la
khau hét stic quan trong va can thiét doi v6i nguoi st dung, tranh nhiing
sai s6t cho qué trinh phén tich. Mé hinh c6 thé duge kiém tra vé mit
hinh hoc cling nhu s6 liéu thong qua cac lénh: Display/Show
Underformed Shape, Show Load, Show Input Tables '. D61 véi
SAP90 sau khi thuc hién phan tich, muén hién thi két qua phai thuc
hién qua mét chuong trinh khac va viéc hién thi khéng don gian.
SAP2000 cho phép hién thi trén giao dién dé hoa va viéc hién thi két qua
nay thé hién sy tién ich cta chuong trinh. Chuong trinh cho phép hién
thi tit ca cac dic trung co hoc ctia két ciu cling nhu ctia phan ti: Cac
dang dao déng riéng, bién dang cia két cdu; Chuyén vi cua nut; Céc dic
trung stic bén ctia phan tti(néi luc, ting suat); Puong anh hudng .

c) Khd ndng phén tich déng luc hoc két cdu cong trinh cua SAP 2000
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N6i chung kha niang phan tich ciia SAP2000 ciing tuong tu SAP90,
né chi thém phan phan tich phi tuyén cho phan ti phi tuyén. Ngoai phan
phan tich tinh quen thudc, phan phan tich dong luc hoc cia SAP2000
gom ba loai:

C1. Phén tich dang dao dong (modal analysis for vibration modes)
dugc hiéu 14 phan tich dao dong riéng ctua két cdu. K&t qua caa bai toan
nay la dang dao dong va tan sé riéng ctua két cdu. Cac dang dao déng thé
hién ing xu cua két ciu, chung ciing dudc st dung la nén tang cho phan
tich phd phan tng (response spectrum) va mién thoi gian (time history).
Trong SAP2000 st dung hai thuat toan Ritzvector va Eigenvector dé phan
tich dang dao dong riéng. Thuat toan Ritzvector cho phép tinh toan x4p
xi tri riéng va vector riéng theo phuong phap Lanczoc. Thuat toan
Eigenvector 1a viéc giai bai toan tri riéng (K-Q’M)® =0, trong d6 Q la
cac gia tri riéng va @ 1a vector riéng bang phuong phap dinh thiic hoic
khong gian con tuy theo kich thuédc bai toan.

C2. Phéan tich phdn tng dong trong mién thoi gian, 1a viéc tim phan
tng cta két cdu (chuyén vi va néi luc) duéi tac déng cta tai trong bat ky.
Phuong phap chu yéu 1a chong chat dang dao déng dude trinh bay trong
chuong 1 cho phuong trinh

KU(t)+CU(t)+MU(t) = P(z).
C3. Phén tich phd phdn éng dia chén, thuc chit 1a giai phuong trinh
KU(t)+CU(t)+MU(t)=mU,_(t)+mU, (t)+m.U_(¢).

X gx yo 8 z- &

tim ph6 phan tng theo nghia dude trinh bay trong chuong 3. Phé phan
tng déng dong dat nay khong phai 1a bién do phic cia chuyén vi, ndi luc
nhu da trinh bay trong phan phuong phap ma tran do cting dong. Viéc
phan tich phd phan tng dong caa két cdu cong trinh ding theo nghia ctaa
né dudge trinh bay duéi day, sau phan minh hoa st dung SAP 2000.

2.5.2. Phén tich déng luc hoc két cdu khung bang SAP2000.

Ta sé minh hoa cho ca viéc st dung SAP2000 lan phuong phap
PTHH trong phéan tich dong luc hoc khung khéng gian v61 mé hinh dudc
mo ta trong Hinh 2.5.1. Khung bao gom 8 phan ti dam(4 cdt va 4 thanh
gidng) va 8 nut, trong d6 4 nit 1, 3, 5, 7 dude ngam chat. T4t ca cac phan
tl c6 déc trung vat lidu E=2.482.10'° N/m?, p=2400kg/m?, v=0.2 va tiét
dién A=0.25x0.25m? Chiéu dai cta cac cdt 1,2,3,4 va thanh gidng 5,6
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bang 2m. Cac thanh con lai 7,8 c6 chiéu dai 2.5m. Ta nghién ctu bai toan
dao doéng riéng va phan ing thoi gian cua két cdu duéi tac dung cua tai
trong P=1000 sint (N) dit tai nit 2, theo phuong ctia phan ti 5.

Cac budc tién hanh phan tich dong luc hoc trén SAP 2000 nhu sau.

Hinh 2.5.1. M6 hinh khung khong gian

Budc 1: Pinh dang hé truc toa do, luoi phdn chia, don vi do luong. Truée
tién ta chon don vi do ludng 6 phia duéi goc trai ‘N - m’ . Trén menu chinh
(Hinh 2.5.1) chon File>New Model va chon cac tham sé dinh dang hé
truc va luéi phan chia dua theo md hinh két cdu. Cac tham s6 ciia mo
hinh dugc thé hién trén ctia s8, cu thé 1a

S6 khoang chia luéi: theo cac truc X, Y, Z ;
Buéc chia luéi: truc X 1a 2,5m con 1ai theo hai truc Y, Z la 2m.
Két qua la ta dugc mot 1udi chia 12 mot khoi chii nhat canh 2,5x2x2.

Bude 2: Khai bao ddc trung vdt liéu. Viéc khai bao thong qua Define >
Materials, trong bai toan st dung vat liéu Thép do do6 ta chon Steel va
chon Modify/Show Material, sau d6 thay doi cac théng s6 cho phu hgp

- Vat liéu ddng huéng ‘Isotropic’.
- Modul dan héi E =2.428e+10 N/ m ‘Modulus of Elasticity’.
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- Hé s6 Poisson v = 0.2 ‘Poisson’s Ratio’.

- Khéi lugng riéng p = 2400kg /| m? ‘Mass per unit Volume’.

- Trong lugng riéng y =9.8%p ‘Weight per unit Volume’.

- Céac tham s6 khac chon m#c dinh nhu hé s dan nd nhiét, médun
trugt.

Budc 3: Thiét lap cdc phéan ti két cGu. Viéc khai bao mot phan tu day du

trén giao dién SAP2000 thong qua 3 budc:

5 SAP2000 - test] =1E3
File Edit Wiew Define Draw Select Assign  Analyze Display Design  Oplkions Help
3-d‘:-:y|:-:2‘92|61c(‘ E'f.; ®|

Dj@| |« 7] & | ol®e(ple
L I B o P P P ]

@& B/ O] e

s

- Plane @ Z=0 ®:011 %-0.53 Z0.00 M-m -

Hinh 2.5.1

- Khai bao tiét dién phan ti, diac trung phan tu Define> Frame
Section/Modify

- Tao (vé) phan tu trén giao dién Draw>Frame hoic Draw>Quick
draw Frame (Hinh 2.5.1)

- Géan dac trung mat cit cho phan ti Assign>Frame>Section. Néu
két cau chi c6 mot loai tiét dién thi chuong trinh méic dinh ludn dic
trung ctiia cac phan tu via dudc thiét 1ap theo budc trén 1a loai tiét
dién da dugc khai bao. Do d6 trong trudng hgp bai toan nay ta c6 thé
bo qua bude nay.

Qua 3 budc trén ta da thiét 1ap dude hinh dang cia m6 hinh
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Budc 4: Khai bdo rang budc hodc tdi trong tai nit phén tiz. Dung con trod
danh dau cac nut 1,3,5,7 roéi chon Assign/Joint/Restraints sé hién 1én
ctia s6 cho phép ta lua chon rang budc theo hai cach: thi nhat 1a danh
d&u vao cac 6 dé han ché& bac tu do ho#ic chon biéu tugng gom 4 loai
ngam, gol, tua va tu do. K&t qua d cic nit 1,3,5,7 1a ngam chit.

Buée 5: Khai bdo tdi trong cua két cGu. Ham tai trong F=1000sinwt tac

dong vao nit 2 theo phuong X, dudc tach thanh 2 thanh phin: ham cua

khéng gian va ham cua thdi gian F=P(x).G(¢). Ham khong gian P(x) phu
thudc vao vi tri cua tai trong, duge khai bao la tai trong tinh tap trung

(théng thuong né chinh 1a bién d6 cua tai trong) théng qua cac viéc:

- Dinh nghia tai trong bing Define/Static Load Case/ sau d6 khai
bao cac tham s6 can thiét (tén tai load’, kiéu tai ‘type’, hé s6 trong
lugng ban than). Khi d6 cAn chi ¥ rang khi phdn tich dong luc hoc tdi
trong bdn théan can duoc khai bdo Self Weight Multiplier = 1.

- Gan gia tri tai trong: chon nut 2 sau d6 thuc hién: Assign> Join
Static Loads> Force, trong budc nay can chi ¥ phuong chiéu cta luc
tac dung, P(x)=1000, con lai bang 0.

Ham tai thdi gian G(t) duge thiét 1ap bang viéc Pinh nghia ham tai:
Define> Time History Function>Add New Function. Bail toan xét
tac dong trong mot chu ky T=2r ta c6 thé nhap truc tiép ting gia tri (mot
cot 1a gia tri tai cac nut thoi gian time’, va mot cot 1a gia tri sinot ‘value’)
ngodi ra ta c6 thé nhap ti file text da duge thiét 1ap theo ding quy céch.

Sau khi d& c6 hai ham tai theo khong gian va thoi gian, tai trong tong
hop dudc tao thanh nhdé viéc xac dinh truong hop tai Define/ Time
History Cases. Cac tham sb cdn dudc khai bao trong ctia s6 nay la
Analysis Type: Periodic

Load Assignments

- Load : Chi dinh ham tai khong gian da dudc khai béo 6 trén ‘Loadl’
- Function : Chi dinh ham tai thoi gian ‘FC’

- Scale Factor: Hé s6 nhan cho gia tri cia ham tai trong ‘I’

- Arrival time: Thoi diém ban dau tac déng (0)

-  Number of Output Time Steps: budc thoi gian tinh toan ‘20’
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- Output Time Steps size: Khoang chi dinh At=r/10= 0.31416

Budc 7: Phdn tich dao dong: Diéu diu tién la chon kiéu bai toAn phan
tich, dugc thuc hién lga chon thong qua Analysis/Set Options. 0 day ta
chon Dynamic Analysis va Set Dynamic Parametes dé khai bao cac
tham s6: S6 lugng modes; Phuong phap Eigenvector hay Ritsvector; Tan
s6 trung tdm; Tan s6 cuc dai, sai s6,.. . Pé xust két qua cin chon
Generate Output va Select Output Options. Dé bit dau giai bai toan
ta chon Analysis/Run(hodc F5).

Budc 8. Hién thi két qud phdn tich. a) Xem cdc dang dao dong riéng
(mode) dudgc thuc hién nho Display/Show Mode Shape. Trong d6
Scale factor 1a hé s6 khuéch dai hién thi; Mode Number — s6 hiéu

dang dao dong can hién thi; Wire Shadow - thé hién bing dudng md két

cdu chua bién dang.... Trén hinh vé dang riéng c6 kém theo chu ky tuong
ting ctia né. Nhung néu mudn xem gia tri cac tin sd riéng déng thoi ta
phai vao file két qua .out va 14y ra bang gia tri tdn s6 nhu trong bang
2.5.1. b) Biéu dién két qud phdn tich ddp tng bang viéc chon Display/

Show Time History Traces. Biéu dién do thi ctia ham tai trong, chuyén
vi, van tdc.. theo ham thoi gian: F(t) vs t hodc gitia cac ham v6i nhau:
F(®) vs F(t). O day can khai bao Time range- mién thdi gian dé biéu
dién; Axis range override - mién gia tri biéu dién trén truc; Define
Function - chi dinh ham can biéu dién; Line Option - chi dinh dudng
cong thé hién; Line Color - chi dinh mau cua dudng cong thé hién;
Scale Factor - hé s§ phéng dai dudng cong thé hién; Axis Labels - ghi

cht trén cac truc toa do.

Bang 2.5.1.

MODE PERIOD FREQUENCY FREQUENCY
(TIME) (CYC/TIME) (RAD/TIME) (RAD/TIME)**2

1 0.050112 19.955207 125.382264

2 0.048829 20.479569 128.676925

3 0.045175 22.13631 139.086537

4 0.027501 36.362876 228.47469

5 0.004981 200.751464 1261.359

6 0.004964 201.462361 1265.825
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7 0.004951 201.964527 1268.981
8 0.004927 202.974334 1275.325
9 0.003929 254.496013 1599.046
10 0.003917 255.300014 1604.097

Lua chon cdc ham hién thi: bing Define Functions. Vi du, dé hién thi
dap tng cua nit 8, Chon Add Joint Disps/Forces> , ta dudc ctia so
trong d6 chon sé hiéu nut Joint ID va dung Vector Type dé hién thi
phan tng (chuyén vi — Disp, van toc — Vel, gia téc Accel v6i cac hinh thic
khéc nhau) hodc luc cang 10 xo — Spring Force, phan luc Reaction). Cudi
ciing 1a chon huéng ctia dap tng ciing nhu cta luc bang Component. ¢)
Hién thi ung sudt noéi luc cua két cGu Display>Show Element

Forces/Stresses. Trén ctia s6 Member Force Diagram for frame chon
loai luc can hién thi nhu Axxial Force — luc doc truc, Shear 2-2 hoic
Shear 3-3 theo cac mit cit, cic momen xodn va udn. Biéu d6 dudc hién

ra ngay bén canh.
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Chuong 3

MOT SO BAI TOAN THUC TE
CUA PONG LUC HOC CONG TRINH

Trong chuong nay ta nghién ctu mot s6 bai toan co ban ctia Dong luc
hoc cong trinh thudng gép trong thuc t&. Bat du tit bai toan dao dong ciia
dim cau don gidn duéi tac dong cta tai trong di dong. Day 1a van dé rat
quan trong trong viéc thiét ké& cing nhu st dung cac cau giao théng trong
thuc té&. Viéc giai bai toan nay cho phép ta xac dinh dugc hé s6 dong cua
dam cau, van tdc téi han cho phép cia cac phuong tién giao thong trén cau
dé tranh cong hudng va hiéu dudc mot s6 hién tugng 1y thu can phai luu §
trong thuc t& st dung khai thac cdu. Bai toan tht hai 14 viéc nghién ctu
phan ting cta cac cong trinh duéi tac dung ciia dong dat, mot van dé ciing
khong kém phan quan trong dé x4y dung cic cong trinh trong ving dong
dat. Tiép theo ching ta xem xét bai todn dong luc hoc cong trinh duéi tac
dung ctua soéng dang rat dudc quan tAm hién nay trong viéc xay dung cac
céng trinh bién. Cudi cung, ching t6i xin giéi thiéu tém luge vé tng dung
dong luc hoc cong trinh trong chan doan ky thuat céng trinh.

3.1. Dao dong cuia dam cau duéi tac dung cua tai trong di dong

Dé don gian va hiéu rd ban chat van dé, ta xét mot nhip cAu dude mo
hinh ho4 nhu moét ddm dan héi c6 cac dic trung vat liéu va hinh hoc nhu
sau: mddun dan hoi E, hé s6 can ndi p, cadn ngoai ¢, mat do khéi p, tiét dién
ngang F, momen quan tinh tiét dién I va chiéu dai L. Cac diéu kién bién 1a
g6i tua don gian. Tai trong di dong dugdc xét nhu mot luc hing s6 tac dung
1én dam c6 diém dit di dong v6i van téc v.

Py
PV
X

R

Hinh 3.1.1.

Khi d6 phuong trinh dao dong uén ctia dam c6 dang

o'W oW oW o'W
F + + EI + EI =P8(x—alt 3.1.1
PE e gy T Eln g Bl = o (v —a(0) (3.1.1)
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trong d6 W la d¢ vong cta dam, a(r) = x, + v, &(x) 1a ham Diric.
Diéu kién bién c6 dang

W(0,6)=W(L,t)=W"(0,8)=W"(L,t)=0

Nhu trong phan 1.5.2 ta da xac dinh dudc tan s6 va dang dao dong riéng
cua dam goi tua don gian bang

O, (x)=C;sinjnx/L; C,=+2/L

mjzao{ﬂ} =123, £
L pF

Néu tim nghiém phuong trinh (3.1.1) 6 dang
W(x,t) =Y q,(HP(x)
]

ta sé dugdc cac phuong trinh dé tim toa do suy rong q & dang
C.].j +2hjqj'+mjz'q ZPOSin(Vjt+(Pj) (312)

trong do6

_ ]nv Jmx,
2hj—pF Ho ,,po——\f iTTL

T d6 nghiém ding (sau khi dao dong riéng tit) ciia phuong trinh (3.1.2) 1a
posinv ;t+0¢; -0 )

J@2 v dh v
2hy

q]‘(t):

9 = arctan

Cuéi cung do vong dong luc hoc cia dam sé 1a

Z:sin(jrcx/L)sin(vjz‘+(pj -0,)

2p,
W(x,t) = 2 22 2
\/(coj —v:) +4hy;

3.1.3
oL 2 (3.1.3)

Timéshenkd da chi ra dude rang néu tai trong dting yén tai vi tri x, thi
chuyén vi tinh ctia dAm sé duge x4c dinh t@ cong thic (3.1.3) bing cach
thay vao d6 van téc v = 0. Khi d6

Wo(x)—zE];O 7 Z—sm(]nx/L)sm(]nxo/L ) (3.1.4)
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Trong viéc nghién cttu dong luc hoc cdu, ngudi ta quan taAm nhiéu dén hé s6
dong luc hoc, dugc xac dinh mot cach giai tich bang ty s

W(x,1) Wy (x)
W)

d

hay
W (x,1) = (14 p, )W, (x)

Do d6 biéu thiic tdng quat cta hé sé déng luc hoc ¢6 dang

, o sin(jmx/ L)sin(v ;£ +¢ ;=6 ;)
a? . .

Wy 1 J@I-vHIednd]
Wo(x)  Y(L/ jm)* sin(jmx/ L)sin(jmx, /L)

J

1+p, (3.1.5)

Trong thuc t& hé s6 dong dude tinh nhu 1a gia tri cuc dai ciia hé s6 dong ly
thuyét theo thoi gian. Khi d6 hé s6 dong sé phu thudc vao tiing vi tri trén
cau, cu thé 1a d6i v6i dang dao déng co ban tai vi tri luc tic dung ta cé

1+, = ! (3.1.6)

JA=y?)? +4h*y? sin(rx, / L)

Cong thiic cudi cho thay:

- He s6 dong khong xac dinh tai cac dau dam va nhan gia tri nhé nhat tai
vi tri gitia dam.

- D61 véi van tée clia ti trong thi hé s6 dong 16n nhat khi v = % :

- Hé s6 dong c6 thé xac dinh dude néu biét tan sd dao dong riéng va hé s
can cua dam.

Két luan cubi c6 ¥ nghia thuc t& rat cao, bdi vi dé xac dinh hé s6 déng thuc

t& ctia dAm cAu khong nhat thiét phai thi tai tinh va déng, ma c6 thé bing

cach do tan so6 riéng va hé s6 can cta né 1a du.

Ngoai hé s6 dong néu trén, trong thuc té can phai quan tAm dén hién tugng

cong hudng ctia cdu xay ra do téc dd ctia phuong tién giao thong di trén

cau. Theo coéng thiic (3.1.3) ta thay bién do dao dong cia dam ciu sé rat 16n
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néu van toc cua tai trong gin véi mot trong cac tan sd dao dong riéng (cong
hudng), tic 1a khi

v 2 123
L

Trong thuc t& dé khéng xay ra céng hudng, van téc ciia phuong tién giao
thong trén cau khong dude vugdt qua giéi han

podm T |EL (3.1.7)
L L\pF

R6 rang 1a ciu cang ciing va cang ngin thi van toc giéi han cang cao. Cau
cang ning thi van téc cho phép cang bé. 0 day ching ta khong xét dén hiéu
tng tac dung cua gié, trong vai trudng hop cé thé ciing ddn dén cong hudng
lam nguy hiém cho cau. Trong thuc t&, dé c6 thé quy dinh téc do cho phép
d61 v6i mot cu cu thé, cAn phai tinh dén nhiéu yéu t6 khac nia nhu téc
dong cua gié, cia nhiéu phuong tién cuing mot lic va ca hé sé an toan nao
dé6. Vi thé toc dd cho phép thuc t& nhé hon nhiéu so véi téc do tinh duge tiu
cong thic (3.1.7).

Mot diéu 1y tha nitia khi nghién ctu dong luc hoc dam cau la hién
tugng “cong huong chdm” sau day. Theo (3.1.3), chu ky dao dong cudng btc
cua dadm ciu bang

r=2m_2L_2p (3.1.8)

v, v
trong d6 T 1a thoi gian tai trong di hét chiéu dai dam cau. Déi véi dang dao
dong th nhat, khi tai trong di hét chiéu dai dam cau thi dao dong cta cau
méi thuc hién duge nia chu ky cong hudng va thoi diém nguy hiém nhat
ciing 1a ldc nay. Nhu vay, thoi diém nguy hiém nhat khéng phai 1a ldc tai
trong d gitia cau ma 1 Idc tai trong da di hét chiéu dai cau.

Bing phuong phap tuong tu, ching ta c6 thé nghién ciu cac bai toan
phtic tap hon vé dao dong ctia dam cau duéi tac dong ctia tai trong di dong.
Cu thé nhu trong trudng hop tai khéng phai 1a hng s6, ma 14 ham caa thoi
gian hay 1a vat thé c6 khoi lugng dit trén bd gidm chan di dong trén dam.
Hay bai toan phtic tap hon niia 1a viéc nghién cttu dao dong cua cau dudi
tac dung cta to hop tai trong phan bé di dong. Nhiing bai toan phic tap
nay cho dén nay van chua giai quyét dudc tron ven ma dang tiép tuc dudc
nghién ciu.
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3.2. Phan ing cua cong trinh trong dong dat

3.2.1. So lugc vé déng ddt.

Dong dat 1a mot hién tugng dac biét cua tu nhién, da dugc biét dén tu
thoi ¢6 dai. Pong dat rat nguy hiém d6i véi cac cong trinh xay dung. Co rat
nhiéu vi du minh chtng cho tac hai cia dong dat dén cudc séng cua con
ngudi, gan day nhat 1a cac tran dong dat 6 Armeni, Thé Nhi Ky, Koébé
(Nhat ban). Cho dén nay dong dat van 1a mot hién tugng khong thé du bao
sém dudc. Vi vay, khi thiét ké& xay dung cac cong trinh quan trong trong
vung doéng d4at bat budc phai tinh dén kha ning dong dat cé thé xay ra.

Nguyén nhan sau xa ctia dong dat cling van chua dudc sang to. Nguoi
ta chi biét rang déng dat xay ra khi ¢ mot vi tri nao dé trong long dat phat
ra mot ning ludgng vo6 cung 16n lam cac 16p vo trai dat trugt tuong déi so véi
nhau. Tam diém x4y ra su phat tdn ning lugng nay goi 1a chdn tam
(Epicentre). Ning luong phat ra duge dic trung bsi mot tham sé goi la
cudng d6 dong dit, ma ngudi ta c6 thé st dung cac thang do khac nhau.
Hién nay théng dung nhat 12 d6 Richter. TAc ddng ctiia dong dong dat dén
cong trinh thuong dudec danh gia bdi cac tham s6 nhu huéng dong dat,
chuyén dich, gia téc cta dit va cudi cung 1a khoang thdi gian xay ra dong
dat ciing nhu tan sudt cua né.

3.2.2. Tinh todn phdn ttng déng ctia cong trinh déi véi dong ddt - mo
hinh roi rac

Nhu ta da néi 6 trén, tac dung cua dong dat lén cong trinh cha yéu
thong qua su chuyén dich ngang cta nén duge dic trung béi gia téc nén dat
tai chan cong trinh. Xét mo6 hinh don gian cua cong trinh trong dong dat

cho trong Hinh 3.2.1. O dy, ta chon n = I khéi lugng bing m duge gia thist
tap trung tai dinh cong trinh, ¢ 14 hé s6 can noi va & = ?)Lg la d6 cting tuong
duong, x,(t) 1a dich chuyén ngang ctia nén gy ra do dong dat.
Vé6i nhitng gia thiét nhu vay ta c¢6 phuong trinh chuyén dong ctia hé
mx(t) + cx(t) + kx(t) = —mX,, (¢) (3.2.1)
Phuong trinh nay c6 thé dua vé dang chuén hoa nhu sau:
¥(f) + 20w o X() + 0 g x(t) = =%, (£) (3.2.2)

trong d6 w, la tan s6 riéng ctia hé khi khéng c6 can, £ 1a chi s6 can téi han
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k c
0)0 = — C =
m 20,m

x, (1)

;

(t

Ry

x, (t)

\.

5

-

Hinh 3.2.1.

Nghiém ctia phuong trinh cuéi bing téng nghiém riéng va nghiém tong
quat cta phuong trinh thuan nhit tuong ting. Chi s6 can t6i han { phu
thudc vao dang két cdu va ban chit cua vat liéu xay dung. Nhu da biét
trong 1y thuyét dao dong, trong truong hop ¢ = 1 va £ >I thi hé co hoc sé
chuyén dong tit dan khong dao dong. Néu ¢ <I thi nghiém riéng caa
phuong trinh thuin nh4t tuong tGng biéu dién dao dong tit dan va sé mAt
di trong thoi gian ngin.

Vi vay, ¢ day ta chi xét nghiém riéng ciia phuong trinh (3.2.2) né biéu dién
dao dong binh én dudi tac déng cua dong dat. Nghiém nay duge biéu dién
dudi dang tich phan Duhamel

1* j)’éo @)e ™" sinow*(t—1)dt (3.2.3)
o0

x(t)=-

Dao ham lién tiép (3.2.3) theo thdi gian sé thu dudc van téc tuong doéi va gia
toc tuyét doi cua khoi lugng m

x(t) = j)’éo (t)e =0t [— cosm (t—1)+{ "sinw (¢ —r)]dr (3.2.4)

5, (1) + i) = 0" [5,@)e ™ [1-C ?)sine " (1 —1) +2¢ " coso’ (1~ (3.2.5)
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® =0g\1-0750" =0 /{1-C7
Thuc té& d61 véi nhiéu hé két cau, hé s6 can t6i han kha nhé (<10%) va do d6
c6 thé 14y gan dung

® =y ;C =G
Trén co s6 cac cong thiic nay ta cé thé xac dinh cac dic trung sau
- Phé dap tng tua dich chuyén
S, (©,8) =Max,|x(1)|. (3.2.6)
- Phd dap tng tua van téc va phd dap tng tua gia téc dude xac dinh theo
cac cong thic sau

S, (®,8) = Max,|ox(t)| = oS, (@,5) (3.2.7)

S, (®,6) = Max,

(ozx(t)| =025,®.5) (3.2.8)

Nhu vay, ting v6i gia toc do dudc cua dong dat va véi mot hé sé can
nhét da cho, ngudi ta c6 thé xac dinh tua phd dap tGng nhu 14 mét ham sé
cla tan sb riéng ctia hé dao déng. Mot vi du minh hoa cho phé tua dich
chuyén dudgc trinh bay trong Hinh 3.2.2.

Chuyén dich (cm) =

~

s Chu ky (sec)y 3

_\
Nt

Hinh 3.2.2. Ph6 dap tng tua dich chuyén cta tran dong d4t El-Centro

Sau khi x4c dinh dudc cac phd phan tng, ta c6 thé tinh duge mot luc tinh
tuong duong theo nghia thay luc tinh tac dung 1én hé dé gAy nén dich
chuyén bing dich chuyén cuc dai ma luc dong gdy nén F, = k.x,,,. = mS, .

Tuong tu c6 thé thiét 1ap mé hinh hiu han béc tu do cho cong trinh (vi
du bang phuong phap PTHH), khi d6 ta dudc phuong trinh chuyén déng
cua cong trinh c6 dang véc to
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(M0 }+ [chu )+ [k v =M, o (3.2.9)

trong d6 cdc ma tran M, C, K da biét, c6 thé xay dung dudc bing mét trong
cac phuong phap da trinh bay ¢ chuong 2, véc to {I} biéu dién hudng tac
dung cta d6éng dat, tic huéng dich chuyén ngang cia nén dat. Néu tim
nghiém phuong trinh cuéi 6 dang

trong d6 [®] 12 ma tran dang riéng va {g}=1{q,(t)....q,()}" 1a véc to toa do suy

rong, ta sé dugc phuong trinh
G; (1) +26,0,4;(1) + 04;(0) = [;5,(1)

v6i cac ky hiéu

, Kk, C, F
Q] :_; C_ J ) f :—j
/ M, o M K / M,

M, = lol; ¢ -y [clol; & -fof Kol F -} i)

l 1 1 1 1

Theo két qua & phan trén, d6i véi mdi toa d6 chinh ta c6 thé x4c dinh phé
tua dich chuyén bing

Si(@,64) = Maxt|Qk (f)| = fiSs(@;,8;)

Hién nhién day khong phai la phé dap tng tua dich chuyén caa cong trinh.
Vé nguyén tic, dé tim phd dap tng nay ching ta phai tinh bién d6 cuc dai
cia phan tng coéng trinh tai mét nit 2 nao d6 ti biéu thic

t
q,(t) =%, (r)[z(l/cok)cpjkfk e = sing, (¢ —r)}dr;j =1,..,.N
. ! .

Vi vay, c¢6 hai cach don gian dé tim phé dap tng mot cach gan ding ti phd
cua toa do suy rong. Thi nhat, c6 thé tinh

$;(@.6)=Maxg; (0] = [£5}@.C,) (3.2.10)
k

trong do
Sjk(wk,Ck)ZCDijZ(@k,Ck)

Céach tht hai c6 ké dén tuong quan gitia cac dang riéng

§;@,6)= 20,5, (©,.5,)8,(®,5,) (3.2.11)
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trong d6 @,,, 14 cac hé s6 tuong quan gitia cac dang riéng.
3.2.2. Tinh todan phan ing déng cua cong trinh déi voi dong dat -
mo hinh lién tuc

Xét mot cot ding, nhu mot ddm dan héi véi cac dac trung E,p,l1,F,L,
ngam mét dau vao nén dat. Mot cach téng quat, chuyén dong ctia nén trong
dong dat duge gia thiét theo huéng xién, tao véi phuong ndm ngang mot
géc o va cod d6 16n bang ¢ (r). Khi d6 thanh phin nam ngang va thanh phan
thing dtng cta chuyén vi nén 1an lugt c6 dang:

u,(t) =C (t)cosa;v(t) = (¢)sina . (3.2.12)

Khéng khé khin cé thé thay thé chuyén vi cudng biic thing dtng ciia nén
bang luc nén doc phan bs déu trén dam véi mat do6 phan b béang

p(t) =—pFC (t)sina
Nhu vay, néu coi u(x,f) 1a do uén ngang caa cot (chuyén vi ngang tuong déi

ctia dam so v6i nén, thi phuong trinh (1.4.4), chuong 1 tinh thém can ngoai
cho ta:

2 ox? ot Oox ox

X

2 2
pFii(x,t)+§ {Ela u(x’t)]i-cau(x’t)—g{pw}z—pﬂio@) (3.2.13)

Vi diéu kién bién

82u()zc,t)|(x _ 1) :(931(;(?§,f)|(x = 1) :%h =0=u(x,t)|(x=0)=0
» X

ox

phuong trinh (3.2.13) c¢6 thé nghién ctu bing phuong phap Bupnép-
Galerkin va sé dan téi viéc nghién ciiu tac dong dong thoi cua ngoai luc va
kich déng tham s6, mot bai toan phi tuyén vudt ra ngoai khuon kho néi
dung cua gido trinh nay. Day 14 mot van dé nghién cttu anh hudng cta dich
chuyén dtng trong dong dit dén cong trinh, doc gia ¢6 thé tim hiéu trong
cac tai liéu hoac tu giai quyét.

Néu bd qua thanh phan chuyén dich ding cia dong dat, ta dude bai toan
dao dong uén ctia dam véi luc tap phan bd déu trén cd dam véi mat do 1a
quan tinh ctia dam

pFii(x,t)+c

Ou(x,t) 0? o d*u(x,1)
ox

ot . }z—pFuom
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Ldi giai ctia bai toan nay da cho 6 muc 1.5.3, cu thé 14 ham mat do phd caa
chuyén vi ngang (d6 udn) ctia dam béng

8,(,0)=8; (@)Y r;r H,(@)H (@)X, ()}, (%) (3.2.14)
J.k
trong d6 S; (o) la mat do pho cta gia toc nén theo phuong ngang va
L
22 4 S P
H (0)=[o; -0 +2i¢,0,0] ;r = (j)(l)j(x)dx, i=~-1

Ham mat d6 phd (3.2.14) khong phai 1a phé tua dich chuyén da nghién ctu
& trén. Pay 14 ham mat do phd cta chuyén vi ngang, phu thudc vao toa do
trén dam va tan s6 kich dong. Di nhién, cling giéhg nhu tua phd dap tng
néu trén, mat do phd dap tng phu thudc ca vao tdn sé riéng va hé s can
cta cong trinh. Tinh phuong sai cta dich chuyén ngang bang

62(%0,,G,)= jsw(x,m)dmz

=Z{ i, @)H ,©)H; ©)do }r,«b, (7, ()= D8 40, (X, ()

Jok Jok

—00

trong do6
Sk = [rjrk 1S3, @)H ;(@)H; (m)doo}

Cudi cung, d6 léch trung binh binh phuong cua chuyén vi c6 dang

6, (x,0,0)= Jzksjm,-(x)d»k(x)
Js

tuong duong véi phd tua dich chuyén da tinh mot cach gan ding & trén.
Né&u tinh d6 léch trung binh binh phucng cta chuyén vi tai x = x, va ky
hiéu 6 ,(x,,0,5) =0 ,(®,5) thi cong thic (3.2.15) ding la tuong tu nhu cong
thiic (3.2.11). Chi c6 diéu coéng thic (3.2.15) 1a chinh xéc, con (3.2.11) chi 1a
gan dung. Tuy nhién céng thic (3.2.15) chi nhan dudc déi véi két cau dam,
con cong thic (3.2.11) ¢6 thé nhan dude cho ca két cadu khung, dan,...

3.3. Pong luc hoc cong trinh bién

3.3.1. Cdc ddc trung co bdn ctia séng bién.

Séng bién chu yéu dude gy ra béi gié, 1a két qua clia su tuong tac gita
gi6 (khi quyén) va méit nude bién. Vi vay, séng bién duge dac trung chu yéu
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béi hinh dang mit séng — nguyén nhan co ban giy nén chuyén déng séng
cia nudc bién. Dé tinh todn tac dong cua séng lén cac cong trinh bién,
thong thuong nguoi ta gia thiét chat 16ng 1a 1y tudng, khong nén duge va
khong c6 chuyén dong xoay. Chuyén dong dudc coi 1a co thé.

Xét truong hop séng phéng trong mat phang XOZ (Hinh 3.3.1). Gia st
z=&(x,t) 1la phuong trinh mat séng. Khi nudc ldng tuong tng la z = 0. Ky
hiéu u,w 1a chuyén dich cta hat chét 1ong c6 toa do (x, z), theo phuong x va
2z, 0(x,z,¢)12 ham thé van toc, tic

_Ou 8(1) dx
o ox E
ow _0p _dz
T ot oz dr

V61 nhiing gia thiét néu trén ta c6 cic phuong trinh

ap=00, 00
% o o (3.3.1)
573 [gradd)] +—(p Po)+gz=0

Phuong trinh dau 1a phuong trinh Laplas mé ta tinh lién tuc ctia chat 1ong,
phuong trinh th hai 14 tich phan dau Bernoulli.

7
A

Day bién

Hinh 3.3.1. Mét séng bién diéu hoa
Tai mat thoang (mét bién tiép giap véi khi quyén) z =£(x,1), ta cb

00 _ddr & _ 3 3%

(3.3.2)
0z Ox dt o ox ot
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va tai day bién z=-d
w2 g (3.3.3)
0z
Néu coi z=&(x,¢)1a nhd va bd qua cac thanh phan bac hai, két hgp phuong
trinh tha hai trong (3.3.1) va phuong trinh (3.3.2), tai z=0 ta dugc

o0
4+ gt =0
Ot &5

0% o0
—+g—=0
PYERMLIPE

(3.3.4)

Nhu vay, van dé din t6i viéc giai phuong trinh Laplace trong (3.3.1) cing
v6i cac diéu kién bién (3.3.3),(3.3.4).

Xét truong hop séng diéu hoa, nghiém ctia bai toan bién tim 6 dang
¢(x,2,1) = f(2)expi-ikx —wn)} (3.3.5)
Khi d6 ham f(z) sé thod man

% — k2 f(z)=0
f'(=d)=0
Vay
f(z)=Acoshk(z+d)
v6i A 14 hang s6. St dung diéu kién (3.3.4), ta c6
2'(0)—w”f(0) = A(gk coshkd — o’ sinh kd) = 0
Tu d6 ta nhan dugc

o = ./ gk tanh kd

gol 1A tan sé song va

goi la chu ky song.

Theo dinh nghia, buéc séng bang A = 2775, do d6 van toc truyén séng bang

c:ﬁzz—n:g: /gtanhkd
T kT &k k
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v6i k 14 s6 séng. Xét truong hop d — «, khi d6 tanhkd — 1 va do d6

2
o =+/gk; T=g—7]z; c= %

Tinh dén diéu kién (3.3.4), ta c6

E(x,t) = —l% o = —ﬁcoshkd.exp{— i(kx —ot)} = a.exp{-i(kx —ot)} (3.3.5)
g g
trong do
a= E = —%coshkd
2 g

goi 12 bién dé séng va H 1a chiéu cao song.

Khi d6, ham thé van toc c6 dang

_ igacoshk(z+d) exp{— i(kx—cot)} _ igcoshk(z+d)

N3 3.3.6
o cosh kd o cosh kd S(x1) ( )

O (x,z,1)

Tu day ta c6 thé tinh dugde van téc, gia toc va quy dao chuyén dong caa hat
chat 16ng trong séng

i, z,0) = igkacoshk(z+d) exp{— ik — cot)} _ igkcoshk(z+d) E(x)
co§h kd cosjh kd (3.3.7)
x, 2,0) = — gk"j(‘):i Z(ZZ ) expl- itk —on)y= if;’;(; e (xn)
S ) B

Tu hai phuong trinh cudi trong (3.3.7), ta thdy quy dao ctia hat chat long
trong chuyén déng séng 1a hinh elip khi nuéc néng va hinh tron khi nude
sau d »> .
3.3.2. Cong thucc Morison.

Van dé quan trong trong dong luc hoc cong trinh bién 14 xac dinh dudc
tai trong séng tac dong lén coéng trinh. Biét truong van téc cua chat 1ong
trong chuyén dong séng c6 thé tinh toan dude tac dung cua séng 1én mot
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vat thé ndm trong nudec. Cong thic Morison cho phép ta tinh dudge luc tac
dung cta séng trén mot don vi chiéu dai hinh tru thing dtng cting chuyén
dong véi van tdc va gia toc u(z,1),i(z,r). Gia thiét séng van chi truyén theo
phuong x, hinh tru c6 truc thing ding trung véi truc z va duong kinh 1a D.
Theo Morison, tai trong séng tac dung vao cdt & 1an can mat cit z ciia hinh
tru sé gom hai thanh phan: mét 1a luc x6 caa chat 1ong gay ra do quan tinh
cta chat 16ng khi c6 vat chan dudng (goi 1a luc quan tinh) va hai 1a luc ma
sat gitia chat 1ong va vat goi 1a Iuc can nhét, phu thudc vao van téc tuong
doi gitia vat va chat long. Morison da tinh dudc luc quan tinh bang ly
thuyét va dé nghi cong thic tinh luc can bang thuc nghiém. Ta sé xay dung
cac cong thic nay theo quan diém cua Morison, dua trén séng diéu hoa da
trinh bay 6 trén.

a) Luc quan tinh.

VAan xét bai toan phéng trong mit phing XOY, ham thé van téc van
thoa man phuong trinh

Ad(x,y,t) =0

v6i cac diéu kién bién gom 6 xa cdt x — w0,y — o

u, :a—q’:ao
ox

u. :@:0
Yy ay

va diéu kién tiép xdc gitia chit 16ng va cot tru moé ta chit 1ong khong thé
xam nhap vao hinh tru, duge biéu dién 1a van téc cia chit long chidu lén
phuong phap tuyén cia mat hinh tru bang 0.

Néu xét bai toan trén trong hé toa do cuc
(r,0): x=rcosf,y=rsin0O
phuong trinh Laplas néu trén c6 dang

2 2
o 10 109 _
or* ror oo’

(3.3.8)

va diéu kién bién § xa vb cing r—>w
u, =u, cos® —u, sin® =u,

u, =u,sinb +u, cosd =0

trong do6
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%, . 1%

L'[r =— Uy =
or r 00

14 van toc phap va van toc quay ctua chit 1ong. T cac quan hé trén ta thay

diéu kién ¢ xa vo cung la

lim (22 i, c0s0) =0
o OF (3.3.9.a)

1im(%+u0rsin9):0

r—®

. N v ~ D P LN LN
Tai bé mét cua hinh tru r=r, = > ta c6 diéu kién

u, —ucosd =0
suy ra

a;()zucos@ (3.3.9,b)

or

Dé dang nhan thay phuong trinh (3.3.8) véi cac diéu kién bién (3.3.9) cho
nghiém

2
0(r,0,1) = {a(ﬁ%(uo —a)}rcose (3.3.10)
r

St dung tich phan Bernoulli, tinh 4p luc séng 1én bé mit hinh tru & trong
mot don vi chiéu cao:

0
plr=r)=p0)= —pa—“;—ép[gmdw =

= —p[2ii, —ii]r, cosO —%p[dé + (kg — 1) + 24y (11 — 12y ) cOsO].

L&y tong theo chu vi hinh tru, ta dudc

2n
Iv = _Ip(e)cose.rde = prr) (2, —ii) = pA(2ii, —ii)
0

v6i 4= pr? 1a dién tich mét cit ngang hinh tru.
Viét lai cong thic cho luc quan tinh 6 dang
G4y (2.0) = pdiiy + pAC, (iiy — i) (3.3.11)

v6i C, 1a hé s6 dua vao dé diéu chinh hinh dang cta tiét dién ngang (bing 1
d6i v6i hinh tron), pAC, goi 1a khéi lugng nuée kém, i, 1a gia toc chuyén
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dong cta chat 1ong, i 1a gia toc chuyén dong cta vat thé hinh tru. Luc
quan tinh gém hai thanh phan, thanh phan tht nhat chi phu thudc vao
quan tinh cta chat 16ng, thanh phan con lai ty 1é véi gia téc tuong déi gitia
vat va chat 1ong thong qua hé s6 nuéc kém.

b) Luc can
Morison dé nghi luc can tinh theo cong thitc
1 . P .
qdp = ECD pD|u0 - ”|(“0 — 1)
v6i D=2r, hay kich thuéc dac trung cho méat chan séng 16n nhat, Cp 1a hé s6
xac dinh bang thuc nghiém. Pay 14 luc phi tuyén d6i véi van toc tuong doi.

Pé don gian thudng ngudi ta tuyén tinh hoa thanh phan luc nay thanh
1— . .
qp :E pPD(t, —1t)

v6i C, 1a hing s6 dudc tinh theo phuong phap tuyén tinh hoa théng ké.

Tém lai ta duge mat d6 phan bé luc séng tac dung vao hinh tru thing
diing vuéng géc véi huéng truyén séong bang

0= Qu (1) + 0 (2.0) = pAiiy + AC, iy —i)+5-CppDGig ~).  (3.3.11)
dudce goi 1a cong thiic Morison tuyén tinh.
Né&u chat 10ng dting yén, i, = ii, = 0, ta duge
q=qM(z,t)+qD(Z,t)=—pACaii—%5DpDit. (3.3.12,a)

Khi c6t diing yén, u=ii=0, ta c6

. 1= .
q=qy(z,0)+qp(z,1) = pA(1+ C, )il +5CDpDu0 =
. (3.3.12,b)

= pAC,,ii, +5(_7D pDii,,
véi C,, =1+C,.
3.3.3. Tdac dong cua séng dén céng trinh.
a) Cot thang ditng

Xét phan tng cia mot cot thing diing ngam chit véi day bién nhu mot
dim cong xon, chiéu dai L, modul dan hoi E, tiét dién A, mémen quan tinh
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mét cit I, mat d6 khoi p. Trén dau coc c¢6 vat ran nang M, kg, chiéu sau
muc nude bién d. N&u ky hiéu u(z,¢) 1a chuyén vi ngang cta cot tai mat cit
z (d6 udn ctia dam), thi phuong trinh dao dong udn cua cot c6 dang

4 2
0 u(z,t) iC, ou(z,t) +N8 u(z,t) N

EI
oz ot 0z

2
A1+ Ty ) TG = ATy (210 + Cy (21)

trong do6
1

G = EngD;N =M,g
Gia thiét goc toa do tai day bién, tic 14 tai day bién z = 0, con & trén dau coc
z = L. Cung véi phuong trinh trén ta c6 diéu kién bién

u(0,0) =u'(0,t) =u"(L,t) =u"(L,t) =0

Mt khéc, tai bé mit caa coc coi x = 0, van toc cua hat chat 16ng i, 1a
) k ka o
ti(2,1) = EEn(26 (1) = £ (2)e
() ()

coshkz T d6

VOl & =ae™ ; n(z) = .
s ne) cosh kd

tiy(z,1) = ikgn (2)& (1) = igkan (z)e"™”
va v& phai phuong trinh trén c6 thé viét gon lai bang

iot

pAéMiio +C,tiy =q(z)e

a@=%&q+mmaJW)

Phuong trinh dao dong & trén dudc viét vé dang chuén nhu sau

2
(G A GERE)

4 2
E[a u(z,t) +C, ou(z,t) +Na Lé(iat) n pA(1+5M)
z

oz*

Ta sé tim nghiém & dang phtic
u(z,t) = U(z)e™

Khi d6, bién d6 phtic chuyén vi ngang cta cot thoa man phuong trinh
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d*U(z) oy d*U(z)

e 2 P Q*U(z) = 4(2) (3.3.14)
véi
— 1 2 al 3
2n:£;92: ioC, + pAw® (1+CM);@(Z):Q(Z)
EI EI EI

Nghiém téng quat ciia phuong trinh (3.3.14) c¢6 thé viét 6 dang

U(z) = B, cosh A,z + B, sinh A,z + B, cosh A,z + B, sinh kzz+jK(z—r)é(t)dt
0

trong do

Ao=AVRT+ Q% —n sk, =AWnP + Q% +n

A, sinh A,z —A,sink,z

K(z)=
My (0 +23)

14 nghiém phuong trinh (3.3.14) véi vé phai bang 0 va c6 tinh chat
K(0) = K'(0) = K"(0) = 0, K"(0) =1

Ap dung diéu kién bién cho nghiém tdng quat néu trén ta sé dudc
U(z) = B,(coshA,z — cosh,z)+ B, (sinh A,z — 7}:—lsin A,z)+ _[K(z -1)g(t)dr (3.3.15)
2 0
véi cac hing s6 B,, B, 14 nghiém ctia hé phuong trinh dai s6 tuyén tinh

d
B, (A cosh A, L —A; cosh, L)+ B,(A sinh A, L — A\, sinA,L)= —JK"(d —-1)4(t)dt =¢q"
0
d
B, (X cosh A, L =43 cosh,L) + B, (A} sinh A, L — A > sin &, L) = —jK”’(d -1)g(t)dt = q"
0

Nhu vay, (3.3.15) cho ta bién d6 phtic cta cot thing ding dudi tac déng cia
séng diéu hoa.
b) Tdc dong cua song lén cot xién

O cac phan trén ching ta chi xét trudng hop cot thang dting va hudéng
séng trung véi huéng truc x. Diéu nay cé nghia 1a séng chi tac dung trén
mat phing vudng géc véi truc cia cot. Cong thiic Morison ciing chi 4p dung
cho truong hop khi van tdc va gia toc cua hat chat 1ong c6 huéng phap
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tuyén v6i bé mit cia phan ti. Chuyén dong doc theo truc cta cot khong
gdy nén ap luc song. Y tudng nay cho phép ta tinh luc séng tac dung lén
moét thanh xién.

Gia st thanh hinh tru ndm nghiéng tao thanh mét véc to dinh huéng
so v01 cac truc toa do 1a (C,,C,,C.). Song van truyén theo huéng truc x, khi
d6 van téc hat nuéec van cé hai thanh phan theo truc x va z tuong ting la
i,w. Gia st véc td van téc hat nuée 1a v = {i,0,%w}" . Ky hiéu ¥, 1a thanh phan
véc to van toc huéng doc theo truc thanh, khi d6

v, =(¥,C)C
Con thanh phan van téc phap tuyén véi truc thanh bang

V =v—V

n t
va c6 cac thanh phan theo céc truc toa do la

v, =i—(C, +wC,)C,
v, =—@C, +WwC.)C,
v, =Ww—(uC, +WwC,)C,

Quy dinh truc x trong hé toa do dia phuong cua thanh trung véi huéng cua

v, cong thiic Morison cho ta véc to luc séng tac dung 1én mot don vi chiéu

dai thanh béang
j” = pA‘;}'l + pACa(‘_}n _‘;}r)+0‘56DpD(‘_;n _\7’,),

trong d6 ¥,y 14 van toc va gia toc phap tuyén ctia thanh. Nhu vay trong hé
toa d6 tong thé, luc séng van tac dung lén thanh theo ca ba huéng (nhung
trong hé toa do dia phuong thi chi c6 theo phuong phap tuyén vdéi truc
thanh). DAy 14 co s dé tinh tai trong séng tac dung lén céng trinh khung
phiic tap.

D61 v6i che cong trinh bién, tai trong séng trong khuoén khé phuong
phap phan tt hitu han, da dudc tinh toan nhiéu. P4 c6 nhiing chuong trinh
tinh séng chudn 6 Viét Nam. Viéc tinh tai trong séng theo phuong phap ma
tran do cting dong da dudc dé cap dén trong cong trinh [9]. Tuy nhién mot
quy trinh va phan mém hoan chinh van chua cé dugec ma con phai nghién
ctiu tiép.
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3.4. Bai toan Chan doan ky thuét céng trinh

3.4.1. Chén dodn ky thudt cong trinh.

Trong thuc té& k§ thuat hién nay, van dé danh gia chat lugng cac cong
trinh méi xay trude khi dua vao st dung va danh gia kha niang lam viéc an
toan, hiéu qua cta cac cong trinh cii trd nén vd cung cap thiét ¢ nudc ta.
Muc dich chinh van 14 ddm bao hiéu qué va an toan trong khai thac, duy tu
va sta chiia cac cong trinh xay dung. Ban chat khoa hoc ctia cac van dé
trén chinh la viéc danh gia trang thai ky thuat céng trinh.

Néu trang thai ky thuat céng trinh duge hiéu 14 trang thai két ciu va
kha ning lam viéc ctua cong trinh, thi viéc danh gia trang thai ky thuat
cong trinh dude chia lam hai budec.

- Budc mét 1a chin doan hu hong két cdu cong trinh, ttc danh gia nhiing
thay ddi cua két cdu cong trinh so véi mot thdi diém nao d6 trude ddy
(thong thuong 1a trang thai két cau khi dua vao st dung). Diéu nay cé
nghia 14 phai xac dinh m6 hinh thuc trang ctia két cdu tai thoi diém can
danh gia. Cong viéc nay vé noi dung chinh 12 bai todn nhan dang két
cau (structure identification).

- Budc sau chi 1a danh gia cac chi tiéu st dung cua cong trinh nhu 1a do6
bén, tudi tho, d6 an toan,... cia céng trinh dua trén cd sé mé hinh thuc
trang da dugc xac dinh.

Nhu vay, vadn dé m&u chét cia chin doan ky thuat cong trinh chinh 1a
bai toan nhan dang két c4u, hay con goi 1a bai toan chdn doan hu hdéng
(structural damage detection). Day 1a mot bai toan ngudge cua Co hoc: Tw
nhitng thong tin thu thip duoc vé tdi trong ciing nhu vé phan ung cia cong
trinh, xdc dinh mé hinh két cdu cua né. Dau vao cia bai toan ngudc nay
chinh 12 cac thong tin vé tai trong va phan ting cua cong trinh. Cac tham sé
chinh nay c6 thé 1a tinh, néu cic phuong trinh duge st dung tinh hoc hosc
14 dong luc hoc nhu da dudc nghién cttu kha chi tiét trong gido trinh nay.

Trén co s6 nhiing kién thiic da dugc trinh bay 6 trén vé dong luc hoc, ta
c6 thé khing dinh rdng cac tham s& déng luc hoc cia cong trinh, dic biét 1a
cic dic trung dong luc hoc ctia két cdu chtia rdt nhiéu théng tin vé ban
than két cau, hon 1a cac tham s6 tinh hoc. Chinh vi thé, dong luc hoc cong
trinh d& tré thanh nén tang ciia Chan doan ky thuat cong trinh. DAy ciing
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1a 1y do dé c6 su bd sung bai toan chén doan k§ thuit cong trinh vao gido
trinh dong luc hoc céng trinh nay nhu moét ting dung cua né.

3.4.2. Phuong phap rung dong trong chén dodn céng trinh.

Viéc chin doan hu héng két cdu cong trinh dua trén cd sé cac thong tin
thu thap duge vé cac dic trung dong luc hoc cua céng trinh dang toén tai
dudc goi 1a chdn dodn hw héng cong trinh bing céc dic trung doéng luc hoc,
hay goi tét 1a chdn dodn déng cong trinh. Cach ti€p can nay goi 1a phuong
phap rung dong trong chan doan ky thuat céng trinh. So d6 nguyén 1y cia
bai toan chan doan déng cong trinh dude mo ta trong Hinh vé 3.4.1.

C6 1& can thiét phai dung lai d6i chut dé giai thich ndi dung coéng viée
theo phuong phap rung dong ctia chan doan k§ thuat cong trinh, duge trinh
bay trong hinh vé 3.4.1. Vé noi dung, c6 ba bai toan can phai giai quyét.

1. Mot la mé phong két cdu cong trinh thuc bang cach xiay dung mé hinh
két c4u véi nhiing kha niang cta cac hu hdng cb thé xay ra déi véi cong
trinh. DAy 14 cong viéc moé hinh hoa két cau thuc v6i nhiing kha ning c6
thé x4y ra v6i cong trinh nhu nhiing thay déi vé hinh hoc: hinh dang tiét
dién, an mon, ntt, gay, cong méo, cac 16 roéng,...., vé vat lidu: moédul dan
hoi, phan bd khoi lugng, lién két gitia cac phan ti hay gitia cong trinh va
nén moéng ... Muc dich 14 xay dung mot tap cAc mo6 hinh du tri, mé ta
nhiing kha niang hu hong c6 thé xay ra cta coéng trinh. Tap mé hinh du
trii duge xay dung 6 dang mdt moé hinh phu thudc vao mot tap cac tham
s6 hu hong. Gia tri khong cua cac tham s6 nay tuong ting v6i trang thai
nguyén ven cua két ciu. BAt ky mot trang thai hu hdong nao khac dude
mé ta bing gia tri cu thé cta tap tham sé hu héng.

Bang cach nhu vay, tap mé hinh du tri cia céng trinh dugde thay bang
mot moé hinh tham s6 ctia két cau coéng trinh thuc (c6 hu hdng) va viéc
xac dinh m6 hinh thuc trang ctia két cdu cong trinh trd thanh bai toan
xac dinh gia tri cua tap tham sd hu héng ting v6i trang thai ky thuat
thuc cua cong trinh.

Sau khi x4y dung dudc moé hinh tham s6 ctia két cau cong trinh, viéc
tiép theo la tinh toan cac dic trung dong luc ciia cong trinh da dude chon
1a cac d&u hiéu dé chdn doan hu hdng, vi du nhu cAc tin sé riéng, cac
dang dao déng riéng hay cac dic trung phé khac nhu ham truyén, trd
khang co hoc,...phu thudc vao ciac tham s6 hu hong lam co sé dii liéu cho
viéc chdn doan hu héng.
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2. Hai la viéc tién hanh thi nghiém dong trén cong trinh dang ton tai. Titc
12 tién hanh mot s6 thi nghiém vé dong luc hoc cong trinh tai hién
truong: Tao ra céac tai trong lam cho cong trinh vao trang thai lam viéc
dong theo mong muén ciia minh va dung céc thiét bi do dac dap ting cia
cong trinh véi nhiing tai trong da gay ra. Dua trén cac s6 liéu nay, can
tién hanh phan tich, xt 1y dé rut ra cac gia tri thuc té cla cac dic trung
dong luc hoc da dude chon lam d&u hiéu chin doan.

D&u hiéu dé chadn doan dudc chon 14 tin sé dao dong riéng vi dic trung
nay dé dang do dudc nhat véi do chinh xac chdp nhan dude. Hon niia cac
tan s6 riéng phan anh trung thuc nhat ban chit co hoc (khéi lugng va do
cting) cua hé khong phu thudc vao cac yéu té bén ngoai. Thii nghiém
dong 1a cd mot diy cac cong viéc phitc tap, phai st dung cac thiét bi do
dac, cong cu xu ly s6 liéu hién dai. Riéng thi nghiém dong da 1a mot
nganh dang dude nghién ctiu va ting dung nhiéu trén thé giéi hién nay.

M6 hinh Thi nghiém dong

v v

Cac dac trung dong luc Cac déc trung dong

hoc tinh toan (co s6 di
o o (¢ - luc hoc do dac dudgc
liéu chan doan) S : ?

\/

Danh gia tham s
(nhan dang hu hdong)

v

Hu hong

v

M6 hinh thyc trang
két c4u cong trinh

Hinh vé 3.4.1
So d6 giai bai toan chan doan hu héng bang phuong phap rung dong

3. Sau khi da thu thap dugc cac s6 liéu do dac tit cong trinh thuc vé cac dac
trung dong luc hoc cta cong trinh, cuing véi co s6 dit liéu da xay dung
trong phan mo phdng, gidi bai toAn danh gia tham s (parameter
estimation), ta thu dudc cac gia tri cua tham s6 hu hong, tuong tng véi
trang thai thuc ctia céng trinh. So sanh cic gia tri nay cua tham s6 hu
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héng véi cac gia tri goc, ta c6 thé rat ra vé tinh trang hu héng céng trinh
va dé xudt cac giai phap suta chiia kip thoi. Pong thdi ta ciing c6 ngay
duge mé hinh thuc trang cua két cdu cong trinh, c6 thé st dung tiép dé
danh gia kha niang lam viéc tiép theo cta né.

Dén day bai toan chdn doan hu héng két cdu da dude hoan tat.

3.4.3. Vi du minh hoa

A. Chén dodn vét nit trong dam dan hoi.

Xét mot dam dan héi c6 moédun dan héi E, mat d6 khoi p, hé s6 Poatson
v, tiét dién A=bxh ( h 14 chiéu cao dam), mémen tiét dién I va chiéu dai L,
nhu da mo ta trong chuong 1. K&t c4u nay c6 thé mé ta mot dim cau dang
lam viéc. Mot van dé dat ra 1a hay xac dinh xem dam cé bi niit ngang 6 dau
d6 khong, néu c6 thi vi tri 6 dau va d6 sau cua vét niit nhu thé nao. Day 1a
bai toan chan doan hu héng dich thuc ctia mot két cAu cong trinh don gian.

Cac tham s6 hu hong 1a vi tri va do sau vét niit x,,a,. M6 hinh tham s6
cua vét nit chinh bao gdm: Mdt 14 mé hinh ctaa vét niit, dude xay dung trén
cd s6 gia thiét vét nit dude thay thé bang mot 16 xo quay tuong duong tai vi
tri vét nit véi o cting lién hé v6i 6 sau vét nit bang cong thic:

2
K =l;c=wlc(&j (3.4.1)
C EI h

IC(Z) =0.62727z% — 1.0453323 + 4.5948z* — 9.973z° + 20.29482°
—33.0351z" +47.1063z% —40.75562° +19.62'°

Hai 12 m6 hinh déng luc hoc ciia dam cé vét niit, dudec mo ta bang phuong
trinh tan s6

% 3.4.2
x:{%f;mz} ;B=E1=5.346hlc(ac/h) (3.4.2)

KL

V6i cac ham F,, F; 1a cac ham s6 dudc x4c dinh trén co s6 diéu kién bién 6
hai d4u [14]. Hién nhién 13, mé hinh tham s6 nay cho ta xac dinh tan s6
riéng cia dam phu thudc vao cac tham s6 vét ntt x,,a,. Déc biét 1a khi do
sau vét nit bang khéng (tucng tng véi gia tri p = 0) ta dude phuong trinh
tan s6 ctia dam khong c6 vét nit. Nhu vay tham s B c6 thé coi 1a dai dién
cho chiéu sau vét ntt hay miic d6 hu hdng. Nghién ciiu su phu thuéc cua
tan s riéng (ding hon 1a tham s6 tdn s6 A ) vao do sau va vi tri vét nit
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trén co s6 moé hinh da lap, cho thay d6 sau ctua vét nit cang 16n thi tan sé
riéng cang gidm, nhung d6 nhay cam cta tan s6 lic méi xudt hién vét ntt
16n hon so véi ldc vét ntit da dat mot do sdu nao d6. Hon niia ton tai mot s6
vi tri trén dAm ma néu vét ntt xuit hién tai d6 c6 mot s6 tan s6 riéng
tuong ting khong phu thudc vao do sau vét niit. Diéu nay qua 1a c¢6 y nghia
trong viéc chin doan vét nit vé sau.

Véan dé tiép theo 1a thi nghiém dong trén ddm. DAu hiéu chén doan
tat nhién 1a phai chon tan s6 riéng. Vi thé muc tiéu thi nghiém dong 1a xac
dinh céc tan s6 riéng thuc té cua dam. Coéng viéc nay kha don gidn doi véi
cac chuyén gia vé thi nghiém ddng do6i v6i mot ddm dan héi. Ching ta
khong c6 nhiéu thdi gian dé xem xét vAn dé nay 6 day ma chi dung lai &
mot ¥ tudng don gidn trong viéc cac tan sé do duge 1a Q = {ml* ooy @ } .

Thong thuong, véi cac thiét bi thi nghiém doéng hién dai ching ta cé
thé do dugc ham phd ctia dich chuyén, van tdc hay gia téc ciia cong trinh tai
mot s6 vi tri ndo d6. Ham ph6 nay thuc ch4t 14 ham truyén nhu da néi dén
nhiéu trong cac chuong trude, phu thudc vao vi tri diém do va tan s6.
Nhiing nghién ctu ly thuyét cho thay trén doé thi cia ham truyén theo tan
s0 cac dinh tuong tng véi cac tan s riéng. N6i ding hon, cac tan sb riéng
néi chung nam trong lan can cta cac dinh. Tuy nhién tin s riéng khong
hoan toan trung véi tin s6 dinh vi hé s6 can lam tan s6 dinh (tan s6 cong
hudng) léch khdi tan s riéng. Do léch nay phu thudc vao hé s can dude
biéu hién bing bé réng (d6 nhon) cta dinh. D&i véi cac cong trinh thép, can
nho, néi chung cac dinh rat nhon, nhung d6i véi cac céng trinh nam trong
dat thi cac dinh rat ti. Nhu vay, viéc xac dinh tan s6 riéng dua trén do thi
cua ham truyén chi cin dén tan sd dinh va d6 nhon (hé s6 can) ctua cac
dinh. Nhung viéc sip xép bo tri trat tu trong cac tan sd riéng theo thi tu
tang dan 14 mot viéc kha phiic tap, can dén két qua phan tich dang riéng
trudée khi do va vi tri do.

Cudi cung 14 x4c dinh cac tham s6 hu héng. T cac tin s6 do, ta ¢ thé
c6 dudc cac tham sd tan s tuong tng s6 liéu do A = {7»?,...,7[;1}, tinh theo cong
thitc (3.4.2). V& nguyén tic, néu s6 liéu do 1a chinh xac va mo hinh mé ta
dung su lam viéc cia dam thuc t&, ta c6 thé xac dinh hai tham s6 vét niit «x,
va [ tu cac phuong trinh

F](X;,xc)B +F0(7;;,xc)=0;j:1,...,m (3.4.3)
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Hién nhién 1a dé xac dinh duge 2 4n s6, ta cAn it nhét 1a 2 phuong trinh va
do d6 s6 lugng tin s6 do it nhat phai 1a 2, tic m = 2. Khi d6, dé hé hai
phuong trinh (3.4.3) c6 nghiém d6i v6i B, can phai thod man diéu kién

k3

F(x)F0,%,) — F (.3, Fy (K%)= 0 (3.4.4)

Pay la phuong trinh dé xac dinh vi tri vét nit x, , ¢6 thé giai bing mot
phuong phap so thich hgp. Sau khi giai phuong trinh cudi, véi nghiém la
X, ta c6 thé tinh tiép miic d6 hu hong

_FROE) _ F(0g.%)

P = Ewx) T Foox) (3.4.5)

Néu s6 lugng tan s6 do duge nhiéu hon 2 va do cic sai s6 khong thé tranh
khoi trong do dac va mo hinh ho4, ta phai giai hé phuong trinh (3.4.2) bang
phuong phap gan ding — phuong phap binh phuong t6i thiéu

J(x.B) = SRS x)B + Fy(.).x)]= min

Nghiém binh phuong t6i thiéu déi véi mic d6 hu hong ton tai va bang
P

p= —[zf;z(xj,xc)/zﬁ(x’;,xg} (3.4.6)

S 053) - S F 050 ~[LF05.5)R05.5)F =0 (3.4.7)
j= Jj= j=

Nhu vay, (3.4.7) 1a phuong trinh dé x4c dinh vi tri vét nit. Sau khi giai
phuong trinh siéu viét mot 4n s6 nay dude %, roi thay né vao (3.4.6) ta xac
dinh dugc mic d6 hu hong phai tim.

B. Chdn dodn hu héng khung khong gian s& dung mé hinh PTHH.

Dé6i v6i két cdu cong trinh phic tap hon, ching ta khong thé st dung
cach tiép can giai tich nhu trén, ma phai ciAn dén mot trong cac phuong
phip md phdong da trinh bay & chuong hai. Vi phuong phap PTHH da va
dang dugc dung phé bién nén ching téi sé trinh bay mot vi du nita vé tGng
dung PLHCT trong chidn doan hu héng ctia khung trén cé sé phuong phap
PTHH.

M6 hinh tham sé cta két cadu céng trinh dudc xay dung dua trén co sé
phuong phap PTHH. Cu thé 1a tim cach dua cac tham s6 hu héng vao cac
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ma tran khéi lugng va d6 ciing dé cudi cing nhan dude M (B),K(B), trong d6
B 1a véc to tham s6 hu hong. Viéc xay dung cic ma tran nay tuy thudc vao
ting quan diém vé hu hong va ¢6 nhiéu dang khac nhau. Vi du, d6i v6i mét
phéan ti dam hai chiéu c6 mot vét niit, ma tran khéi lugng van gili nguyén
vi néi chung vét nit khéng lam thay doi khéi lugng, con ma tran do ctng
dudc xay dung dua trén cac ham dang 1a chuyén vi tinh (theo phuong phap
PTHH) ctia dAm c6 mot vét nit. K&t qua nhan dude ma tran do cting phan
ti c6 dang

12(1+B) 6L(1+2pX) —12(1+B) 6L(1+2p(1-X))
P 6L(1+ 2PX) 417 (1+3px?) —6L(1+2Bx)  2L*(1+6px(1-X))
[ ]_L_i —12(1+B) —6L(1+2B%) 12(1+B) —6L(1+2B(1-X))

6L(1+2Bp(1-X)) 2L°(A+6px(1-%)) —6L(1+2B(1-X)) 4L*(1+3B(1-X)%)
trong d6 x=x, /L, x, 1a vi tri vét ntt va

)

Dé dang nhan thdy néu do sau vét nit bang 0 ta dugc ma tran d6 ciing cua
phan ti dan hai chiéu c¢d dién. Nhu vay ta dudc ma tran do cing 1a ham
ctia hai tham s6 hu héng vi tri va do sdu vét nit. Vi ddu hiéu chan doan
dugc chon 14 cic tan so riéng, nén co sd dii liéu cho chdn doan néi chung
dugc xay dung ti d0 nhay cam cua ching dd1 v6i cac tham s6 hu hong. That
vay, xuat phat tit phuong trinh cd ban cua bai toan tri riéng

(3.4.8)

ta c6 thé tinh dudc

Nhan v6 huéng ti bén phai phuong trinh cuéi véi véc to dang riéng @7, su
dung tinh chat d61 xiing ctia cac ma tran va phuong trinh (3.4.8), ta dudc

Tu day ta c6 thé tinh duge
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(3.4.9)

Cong thtc cudi mé ta su thay d6i cta tri riéng (hay tin sé riéng) theo tham
s6 hu héng dudc goi 1a d6 nhay cdm ctia tri riéng. Day la cong cu chu yéu dé
nghién ctiu thiét ké ciing nhu chian doan hu héng cong trinh.

Gia st két qua cua thit nghiém dong céng trinh khung 14 m tan sé
riéng, va do d6 ta c6 m tri riéng do dugc . V& nguyén tac ta co

trong do6

la ma tran d6 nhay cam cua céc tri riéng da dugec xdy dung 6 trén va
12 tri riéng cua két cdu cong trinh khong c¢6 hu hong.

Dua vao ky hiéu

bai toan chén doan hu héng dudc thay bang bai toan danh gia tham sd
tuyén tinh

v6i D 1a ma tran cadp mxn, n 1a s6 luong cac tham sé hu hong, b 1a véc to s6
liéu do dac. Bai toan danh gia tham s6 ¢ ban nay cho ta nghiém binh
phuong t6i thiéu

Nhu vay, bai toAn chidn dodn hu héng vé nguyén téc 1a giai xong. Tuy
nhién nghiém nay chi 1a gan ding. Do chinh xac ctia né phu thudc nhiéu
vao ma tran d6 nhay cdm D. Cé nhiéu cach dé chinh x4c hoa ciing nhu dé
vugt qua tinh ky di cta bai toan khong chinh, tuy nhién ching vugt ra
ngoai khuén khé gido trinh nay, nén khéng dudc trinh bay & day.

131



Déng luc hoc cong trinh Nguyén Tién Khiém

MOT SO PR BAI KIEM TRA

1. Hay thiét lap phuong trinh tan s6 dao déng udn ctia dam dan hoi c6
cac dic trung E, F, J, L, p khong d6i trong trudng hop dam céng-xon
(mot dau ngam, mot dau tu do).

2. Chiting minh rang hai dang riéng khac nhau cia mot dam dan héi
truc giao.

3. Néu khai niém, ¥ nghia co hoc va biéu thitc giai tich cia ham truyén
thong qua cac déc trung dong luc hoc d61 v6i dam dan hoi.

4. Chiing minh réng cac dang riéng ctia hé cd hoc hitu han bac tu do
truc giao theo ma tran khoi lugng va do ctng.

5. Thiét lap ma tran do ciing va khéi lugng trong hé toa do dia phuong
cia mot phan tii dAm hai chiéu bang phuong phap phan ti hitu han.

6. Cho mot hé co hoc nhu trong Hinh vé P1. Cac vat c6 cung khoi lugng
m va khoang cach gitia ching va dén dau mut trai déu bang L . Cac
thanh néi c¢6 cting cac dic trung co hoc nhu modul dan héi E va mo
men quan tinh J. B6 qua khéi lugng ctia cac thanh noi, kich thude cac
vat va chi xét chuyén dong thiang ding clua cac vat, diung phuong
phap tap trung khéi lugng hay:

a. Xac dinh bac tu do va Thiét 1ap ma tran khéi kugng M cta hé (2
diém).

b. Cho luc P=1 tac dung 1én vat 2 (hinh vé), xac dinh chuyén vi tinh
cua hai vat (3 diém).

c. Xay dung ma tran d6 mém F va ma tran do cting K=F" cua hé (3
diém).

d. Xac dinh c4c tan s6 riéng va dang dao dong riéng ctia hé (2 diém).

f
| O O

Hinh P1
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7. Dam c6 khéi lugng tap trung. Thiét 1ap phuong trinh tan s6 cho két
cdu dugc mo ta trong Hinh P2 Néu biét mot s6 tan sé riéng cua hé,
hay tinh khéi luong tap trung.

m

x=0 WI x=1L
|
f
*

A i

Hinh P2

8. DAm c6 mot vét nit. Cho mot dAm dan hoi, c6 mot vét nit md tai x,
(Hinh P3) véi do sdu a. Vét niit duge md ta bang mot 1o xo xoay dd
ciing K, phu thuoc vao d6 sau vét ntt. Thiét 1ap phwong trinh tan s&
ctua hé. Néu biét mot tan s6 va vi tri vét nit, hay tim do sau.

x=0 \ a ¢h x=1L
T
i )
e I Y =x e
| — A0
|
|
|
@)
=
i
K
P e
Hinh P3
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