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LÒI NÓI ĐẰƯ

Cuốn sách "Bùi tập hình học họa hình" dược biên soạn theo chương 
trình CCGD của Bộ Giáo dục và Đào tạo, phù hợp với nội dung của 
giáo trình "Hình hục họa hình" (Tập 1) do các tác già Nguyễn Đình Điện 
và Dỗ Mạnh Môn biên soạn và do Nhà xuất bản Giáo dục tái bàn l'ân 
thứ 7 năm 1999.

Cuôn sách này dược dùng làm tài liệu 'học tập môn học "Hình học 
họa hình" cho sinh viên các trường dại học kỉ thuật.

Nội dung của cuốn sách gồnì những bài tập cùa pỉVán "Phép chiếu”, 
phần "Phương pháp hai hình chiếu thẳng góc" và phăn "Hình chiếu 
trục do".

Đổ giúp bạn dọc giải các bài toán hình họa dược dễ dàng hơn, trong 
phàn một ngoài các dề bài tập, ớ dầu mỗi chương chúng tôi có nêu 
một số thí dụ kèm bài giải và một số dỉổm mà bạn dọc cân lưu ý. 
Trong phần hai có lời hướng dẫn cách giải một số bài tập dể bạn dọc 
tham khảo. Các hướng dẫn này có tính chất gợi ý, không nên xem dó là 
hướng giải quyết duy nhắt của bài tập. Trong phân ba chúng tôi giới thiệu 
một sổ bài toán tổng hợp và hệ thống các bài tập lớn nhằm giúp các bạn 
dọc hệ thống hóa lại các kiến thức cùa từng chương cũng như cùa toàn 
bộ chương trình. Các bài toán tổng họp cố thổ giải bằng bất kì phương 
pháp nào dă dược trình bày trong giáo trình "Hình học họa hình".

Việc biên soạn cuốn sách dược phân cổng như sau :
Nguyễn Quang Cự : soạn các chương ĩ, 2, 3 và ph'ân hướng dẫn 

tương ứng.
Nguyễn Mạnh Dũng: soạn các chương 4, 5, 6, 8, 9 và phấn hướng 

dẫn tương ứng.
Vũ Hoàng Thái: soạĩi các chương 7, 10, 11, 12 và phán hướng dần 

tương ứng.
Phẫn ba do các tác già soạn chung.
Chù biên : Nguyễn Quang Cự.
Trong quả trình biên soạn chúng tôi dã nhận được nhiều ý kiến 

đóng góp của các dòng nghiệp. Chúng tôi xin chăn thành cám ơn và 
mong nhận dược nhiều ý kiến phê bình cùa bạn dọc dể cuốn sách dược 
hoàn thiện hon trong Vân tái bản sau.

CÁC TÁC GĨÀ
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CẤC KÍ HIỆU DÙNG TRONG SẤCH

Các mặt phẳng hình chiếu :
- Mặt phẳng hlnh chiếu đứng : (P 1
- Mạt phẳng hình chiếu bằng : íp2
- Mặt phẳng hình chiếu cạnh íp3

Các trục hình chiếu : X, y, z
Các điểm : A, B, c... hoặc 1, 2, 3 ...
Các đường (thầng hoặc cong) : a, b, c...
Các mặt phẳng : (íP)( (© ), {(R, ) ...
Các góc phẳng : a, Ị3, y ...
Các mặt cong : Q ...
Hình chiếu của các yếu tố hình học :

“ Hình chiếu đứng : dùng chỉ số 1
Thí dụ : Ap Bj ; ap bj ; 0 L ; íRp..

- Hình chiếu bằng : dùng chỉ số 2
Thí dụ : A^, B2 ; a2, b2 ; ỡ 2 ; ÍQ, .;.

- Hình chiếu cạnh : dùng chỉ số 3
Thí dụ : A3, B3 ; a3, b3 ; © 3 , íAÌị ... 

Các vết của mặt phẳng :
- Vết đứng : V1. Thí dụ v^ ; 4; v'..

- Vết bằng : V2. Thí dụ V2p ; về í VP'

- Vết cạnh : V3. Thí dụ ỉ p ■: vỉ> ;; V?..

Vuông góc : X
Song song : //
Thuộc : e
Giao : n

Trùng nhau : =
Kết quả của sự giao nhau : =. Thí dụ : K = d n (p 
(K là giao điểm của đường thẳng d và mặt phẳng (p),
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PHẦN MỘT

CHƯƠNG ì
PHÉP CHIẾU

1.1. Các bài. toán về phép chiếu. Cố thể chia thành ba dạng chính san đây :

+ Các bài toán ,vể tính chất của phép chiếu hoặc vẽ hình chiếu của các yếu tố hình học.
, + Các bài toán về xác định phép chiếu.

+ Các bài toán được giải bằng cách ứng dụng phép chiếu.
Thí dụ ĩ : Cho hlnh chiếu song song trên một mặt phẳng của tâm o và hai đỉnh 

A, B của hình bình hành ABCD là O’, A’ và B’> (Hình 1- la), Vẽ hình chiếu của hình 
bình hành trên mặt phẳng đđ.----------------------------------------------------

Giải. Vì tâm của hình bình hành chia đôi hai đường chéo của nó và phép chiếu 
song song bảo tồn tl số đơn của 3 điểm thảng hàng nôn dễ dàng vẽ được hình chiếu 
của hai đỉnh C và D là C’ và D’ với A’O’ = O’C’ và B’O’ = O’D*, (Hình 1- lb).

Ngoài ra vỉ phép chỉếu song song bảo tổn tính song song của hai đường thẳng nên 
sau khi vẽ được hỉnh chiếu của đỉnh C là C' theo cách no'i trên, có thê’ suy ra hlnh 
chiếu của đinh thứ tư là D’ bàng cách qua A’ và C’ lần lượt vẽ các đường thẳng song 
song vởí B’C’ và B'A’. Giao điểm của hai đường thẳng này là điểm D’ cần vẽ.

Thí dụ 2. Cho nguổn sáng s, mật phảng nằm ngang (p, mặt phảng nghiêng © và một 
cây sào thẳng đứng AB có B Ê (1P) (Hình l-2a), Vỗ bóng của cây sào AB đổ lên (iP)
và (ỡ ) do nguồn sáng s 
gây ra biết rằng hình 
chiếu theo phương thẳng 
đứng của s lên (fP) và (0) 
lần lượt là S| và S-,.

Giải. Giả thiết ràng 
(fP ) và (0 ) là các mặt 
phẳng không trong suốt, 
bóng đổ cùa cây sào AB 
lên (íP) và (0 ) do nguồn 
sáng s gây ra có thể xem 
là hình chiếu của AB lên 
phần thấy của (íP) và 
(0 ) từ tâm chiếu s, (Hình l-2b).

lơ
Ilìnli 1- 1

Vì B G (íP) nên hình chiếu của nó trên (íP) là B’ = B. Mặt khác S1 được xem là 
hình chiếu của điểm vô tận của AB từ s lên (fP). Do đo' hình chiếu của AB lên (íP)
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Ilìnli 1-2

Vì B G ((P ) nên hình chiếu của nó 
trên \(P ) là B’ = B. Mạt khác Sị được 
xem là hỉnh chiếu của điểm vô tận của 
AB từ s lên (ÍP). Do đó hình chiếu của 
AB lên (íp) là đoạn B’M’ thuộc SjB’, ở 
dó M’ là giao điểm của SjB’ với giao 
tuyến cũa ị(P) và (Q, ).

Hình chiếu của AB lên (Qt ) là đoạn 
M’A’, ở đó A’ = SA n S2M’.

Vậy hóng đổ cùa sào AB lên ị(p ) và 
) là đoạn .thẳng gẫy khúc A’M’B’ .trồng 

đo' A’M’ là bóng của đoạn AM dô’ lên dó ) 
và M’B’ là bóng của đoạn MB đổ lển (íP).

Thí thí 3: Cho hai mặt phảng fPvà íìcát 
nhau theo đườhg thảng g, 3 điểm A,’ B, c 
bất kì thuộc (fp) và 3 đường thảng a, b, 
c bất kì thuộc. (Q> -), (Hình l~3a). ■
----Xác—định—tâin-^chiếu—s sao cho hình 
chiếu của A, B, c từ s lên (Q> ) lẩn lượt 
thuộc a, b, c.

Giải: Gọi :H = gna;’I = gflb 
và K = g n c, (Hình 1-3b).

Xét hai mật phẳng (A, a) và (B, b). 
Chúng co' hai điểm chung lã :

L’ = a n b
và L = AH í*ì BI
trong đo' : AH = (íP ) rì (A,a)

BI = (íp) n (B, b)
Suy ra giao tuyến của hai mặt phẳng 

(A, a) và (B, b) là dường thảng LÉ. Tương 
tự như vậy, giao tuyến của hai mặt phảng 
(A, a) và (C, c) là đường thảng NN’, trong 
dó :

N’ = a n c.
. và N = AH n CK.

Hai đường thẳng LL’ và NN’ cùng thuộc mật phảng (A, a), chúng cát nhau tại điểm 
s là tâm chiếu cần xác định.

Dễ dàng thấy rồng giao tuyến của hai mặt phẳng (B, b) và (C, c) là MM’ cũng di
qua s, nói khác đi s là điểm chung của ba mặt phẳng (A, a), (B, b) và (C, c).

Thí du 4: Cho mặt cho'p SABC và đường thẳng d, (Hình 1-4). Vẽ giao điểm ĩ của
d với mặt bên (SAB) của cho'p biết rằng d cắt các mặt (SBC) và (ABC) lấn lượt tại
K và L.
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Giải: Dùng phép chiếu xuyên tám 
với tâm chiếu là đỉnh s và mặt phắng 
hình chiếu là mặt day (ABC) của chóp.

Trong phép chiếu này cậc mặt bên 
(SAB) và (SBC) của cho'p lấn lượt 
chiếu thành các đoạn thẳng AB và BC 
đường thẳng d chiếu thành d’ = K’U, . 
trong đo' :

K’ = SK n BC và L’ = L " ■ - ,
Gọi r = d’ n ẠB, r chính là hình 

chiếu của giao điểhi I = d n (SAB).
Bằng phép chiếu ngược lại suy ra 

điểm I cần vẽ : \
I = SI’ n d. , ■
Thí tỉụ 5: Vẽ giao tuyến của ,mật 

chóp SABC và mặt lãng trụ DEẸ.HIK, 
co' các đáy ABC và DEF cùng nàm 
trong một mặt phảng (P cho biết hình 
chiếu của đỉnh chóp s theo hứởng song 
song với các cạnh của lăng trụ lên mặt 
phảng (Plà điểm S’, (Hình 1-5).

Giải: Co' thể vẽ giao tuyến của hai 
;inật đã cho bằng cách tim giao điểm 
các cạnh của mặt này, với mặt kia. 
Các giao điểm đo' có thể xác định nhỡ 
phép chiếu song song có hướng chiếu 
song song với các cạnh bến của lăng 
trụ và mặt phẳng hỉnh chiếu là mặt 
phẳng (fP) chứa đáy của hai mật.

líình í-3

ỡ

Hình 1-4

Trong phép chiếu này bã'mạt bên của 
lãng trụ ,được, chiếu thậnh ba cạnh.cùa 
tam giác đáy ,DEF, ba cạnh bên SA, SB, 
sc của chóp được chiếu thành các đoạn 
thẳng S’A, S’B, S’C.

Trên hình 1-5, nhờ hình chiếu trên 
mặt, phàng đáy chung có thể nhận thấy 
ngay rằng mặt chóp xuyên vào mặt lãng 
trìi tạỉ hai mặt bên (EFKI) và (FDHK) 
và xuyến rá khỏi lăng trụ ở mặt bên 
(DEIH), ttong đo' các điểm r, 2’,' 31’ và 
4’; 5’, 7’ là hình chiếu của câc giao điểm 
cúa ba cạnh bên của chóp vối cáứ mật 
bên của lầng trụ ; các điểm 8’ là 
hình chiếu của giao điểm của cạnh FK 
của lảng trụ với các mặt bên của cho'p.
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Hình 1-5

Bằng phép chiếu song song theo hướng ngược lại ta xác định được các giao điểm 
1, 2, 3 và 4, 5, 7 của các cạnh của chóp với các mặt bẽn của lăng trụ. - Dế xấc định 
các điểm 6 và 8, ta gán hình chiếu 6’ và 8’ của chúng lẩn lượt vàó hình chiểu của 
các đường thẳng SM và SN thuộc các mặt bên (SBC) và (SAB), ở đó S’M = S’N và 
đi qua điểm 6’ = 8’= F.

Sau cùng nối các giao điểm đã xác định được bàng các đoạn thẳng với chú ý là chl 
được nối hai điểm cụng thuộc một mặt bên của chóp và một mặt bên của lãng trụ.

1.2 Bại tập

Bài 1 : Cho ba đường thẳng song song a, 
b, c có giao điểm với mặt phảng (fP) lấn lượt 
là A, B và c ; một điểm See, (Hình 1-6).

Vẽ hình chiếu xuyên tâm từ s lẽn ((P) 
của hai đường thẳng a và b. Với vị trí nào 
của a, b, c đối với mặt phảng ịfP) thì hình 
chiếu của a và b song song với nhau. Khi nào 
các hình chiếu của a và b song song nhau ?

Bài 2 : Cho hình chiếu song song trên 
một mặt phảng của trọng tâm G và của 
hai đỉnh A, B cùa tam giác ABC lần lượt 
là G’, A’ và B’, (Hình 1-7). Vẽ hình chiếu 
của đỉnh thứ ba c của tam giác.

Hình 1-6
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Ilìiili 1-7

Bài 3 : Cho hình chiếu song song trên một mặt phảng 
của ba đỉnh A, B và D của một hình lục gỉác đều ABCDEF 

. là A’, B’ và P’, (Hình 1-8;.
Vê hình chiếú của hlnh lục giáe đo trên mặt phẳng đă cho.
Bài 4: Cho đường tròn tầm o nội tiếp trong hình vuông 

ABCD nầm trong mặt phằng íp Vẽ hình chiếu song song của đường 
tròn đó trên mặt phảng biết ràng hình chiếu của hình vuông 
ABCD trên (Q>) là hỉnh bình hành AB’C’D’, (Hình 1-9).

Hình 1-8

llhih 1-9llhih 1-10

lỊìiili 1-11

Bài 5 ỉ Cho tứ giác phảng 
ABCD, một điểm s không 
thuộc mật phảng của 
ABCD và một đỉểm A 

c thuộc tỉa SA (Hình 1-10), 
Cói A’ Ịà hình chiếu 

của điểm A từ tâm chiếu 
s lên một mặt phồng 
(p nào dtí. Hây xác định 
mặt phẳng íp và vẽ hỉnh 
chiếu của ABCD từ s lên 
(íp) biết ràng hình chiếu 
đo' là một hình bình hành.

Bài 6 : Cho một tứ giác phảng ABCD, 
(Hình 1-11). Xác định vị trí của tâm chiếu 
s và mặt phang hỉnh chiếu (Psao cho hình

: chiếu cùa ABCD từ s lên (íP) là : 
â) Một hình binh hành
b) MỘt hlnh chữ nhật 
cí Một hình vuông.
Bài 7 : Cho góc xUy~và một mặt phẳng 

fP, (Hình 1-12). Xác định hướng chìếus 
sao cho hỉnh chiếu song song của góc xúy' 
theo hưởng đó lên (íP) là một go'c vuông.

Cũng câu hỏì như trên nhưng xét trong 
các trường hop sau :

a) Góc xOy~ có một cạnh song song 
với mạt phảng fp

b) Góc xOy~ là một gtíc vuông có một 
cạnh song song vớỉ mặt phẳng fP.

0

IIÌIIÍI 1-12
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BIỂU DIỄN DIỂM, DƯÒNG THẲNG VẠ MẶT PHANG

2.1. Điểm

- Hỉnh biểu diệncủa một điểm A trong phươngpháp hai hình chiếu thẳní 
cặp điểm (Ap A0 nằm trên một đườừg gióng vuông’góc với trục hình chiếu.

- Độ cao của. một điểm là khoảng cách từ điểm/đó đến mặt phẳng hlnh chú' 
ỊỴền hình biểu diễn, đó là khoảng cách từ hình chiếu đứng của điểm tới trục hìn

7 Độ cao của ỉỊiểm là dương, bằng không hpặc âm tùy theo hình chiếu đứng 
ị ở phía trên, thdộc hoặc ở phía dưới của trục hình chiếu.

- Độ xa củạ một điểm là khoảng cách từ điểm do' đến mặt phảng hình chiê 
Trên hình biểu diễn đó là khoảng cách từ hình chiếu bằng của điểm tới trục hìn

Độ xa của điểm là dương, bằng không hoặc âm tùy theo hình chiếu bàng C1 
phía dưới, thuộc hóặc ở phía trên của. trục hình chiếu.

2.1.1. Các thí dụ
' Thí dụ ỉ: Xác định vị trí so với các mặt phẳng hình chiếu của các 

D, Ẻ cho trẽn hình 2-1.
Giải . - Điểm.A có độ xa 

bàng o (A2 G x) và độ cao 
dương nên A thuộc mặt 
phảng hình chiếu ' đứng, ở 
phía trên của mặt phảng hình 
chiếu bằng.

- Điểm B có độ cao bằng 
o (B| t xi và độ xa dương 
nên B thuộc mặt phẩng hình 
chiếu bằng ở phía trước của 
mật phảng hình chiếu đứng.

- Điểm c co' độ xa và độ 
cả hai mặt phẳng hỉnh chiếu

điểm A, B, c,

' Hình 2- I

cao 
tức

đều bằng 0 (Cj ~ C-, G x) nên c đổng thời thuộc 
là thuộc trục hinh chiếu X,

4?
. ■ ỳộ; ■

3 = 5

- Điểm D cb„ độ cap và đô xa bằng nhau vể trị tuyệt đối và cùng mang dấu'đ'ựơng 
nên D cách đều hai mặt phẳng hình chiếu và nằm ở góc tư thưí nhất.

- Điểm E có độ cao dương, độ xa âm nhưng bằng nhaủ về trị tuyệt đối nên È Cách 
dểu hai mặt phẳng hình chiếu và nằm ỏ góc tư thứ hai.

io



Thí dụ 2: Vê điểm A’ đối 
xứng với điểm A qua mặt 
phảng hình chiêu đứng và 
điểm B’ đối xứng với điểm 

chiếu

xứng 
hình

I1Ì1111 2-2

B qua mạt phấng hỉnh 
bằng, (Hình 2-2á) ■

Giải
- Vì A và Ă’ đối 

nhau qua mật phảng
chiếu thing tức là chúng thuộc 
một đường thằng chiếu thing 
nên hình chiếu đứng của

của chúng bằng nhau

cao của chúng bằng nhau 
nhưng khác dấu nên hình 
chúng đối xứng nhau qua 
(Hỉnh 2-2c).

chúng trùng nhau :.A| = A’j. 
vể trị tuyệt đối nhưng khác dấu nên hình 
trục hỉnh chiếu, (Hình 2-2b). !
phảng hình chiếu bằng tức là chuhg thuoc 

chúng trũng nhau : Át = Ấ’2
A, =8,

a) " V) ' ■

Mặt khác độ xa 
chiếu bằng của chúng đối xứng nhau qua

- Vì B và B’ đối xứng nhau qua mật 
một đường thẳng chiếu bằng nên hình chiếu bằng cùa

Mặt khác độ 
vể trị tuyệt đối 
chiếu đứng của 
trục hình chiếu,

Thí dụ 3 : Cho điểm A(Ap A2) và hình 
chiếu bàng Bt của điểm B, (Hình 2-3a). 
Xác định trục hình chiếu và vẽ hình chiếu 
đứng của điểm B biết ràng A và B đối 
xứng nhau qua mặt phảng hình chiếu đứng.

Giải :
- Vì A và B đối xứng nhau qua mặt 

phảng hình chiếu đứng, (Hình 2-3b)
- Hình chiếu bàng 

của A và B đối xứng 
nhau qua trục 
chiếu, 
tiling 
thẳng 

*

hình 
X là 
đoạn

do đó 
trực của 
A2B2.

Hình chiếu 
của A và Bđứng

trùng nhau : Bị = Aj

Thỉ (ht 4: Vẽ hình 
chiếu cạnh của 
điểm A(Ap A2) và 
hình chiếu bằng 
của điểm Ẹ(Bị, Bị), 
(Hình 2-4a).

7ÍZ

Hình 2-3

lỉìiih 2-4
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chiếu 
chiếu 
chiếu 
hình

của

của

một điểm nàm trên một đường

một điểm nâm trên một dường

tìiải :
Nhận xét :
- Hình chiếu đứng và hình 

ngang vuông go'c với trục hình
- Hình chiêu đứng và hình 

thẳng đứng vuông góc với trục
- Trên hình biểu diễn, độ xa của 

của no' đến trục X hoặc khoảng cách
Với các nhận xét trên, việc vẽ hình chiếu thứ 

đã cho của chúng được thể hiện trên

bằng khoảng cách từ hình chiếu

cạnh
z.
bằng
chiếu
một điểm
từ hình chiếu cạnh của no' tới trục z.

ba của A và B theo hai hình
hình 2-4b.

^2

gióng

gióng

bằng

chiếu

2.1.2. Bài tập

Bài 1 : Xác định vi trí so với 
các mặt. phảng hình chiếu của các 
điểm A, B, c, D, E (Hình 2-5).

Bài 2 : Cho
các điểm A, B, c, (Hình 2-6). Vẽ 
hỉnh biểu diễu

hình biểu diễn của
A

&1

của :
- Điểm A’ đối xứng với A qua 

mật phảng hình chiếu
.4/

đứng.

í Hull 2-6

Hình 2-5

- Điểm B’ đổi xứng với B 
chiếu bằng.

- Điểm C’ đối xứng với c qua trục hỉnh chiếu X.
Bài 3 : Cho hình biểu diễn của các diểm A, B, c, 

(Hình 2-7). Xác định vị trí cúa trục hình chiếu X trong 
từng trường 
chiếu đứng ;
c thuộc

qua mặt phẳng hình

mặt

hợp biết rằng A thuộc mặt phảng hình 
B thuộc mặt phảng hình chiếu bằng và 
phảng phân giác góc tư I và III.

9

Bài 4 : Cho hình biểu diễn của 
hai điểm A và B, (Hình 2-8). Xác 
định vị trí của trục hình chiếu X 
biết rằng độ cao của A bằng độ xa 
của B. Chỉ rõ vị trí của A và B so 
với các mặt phẳng hỉnh chiếu.

Bài 5 : Cho hình biểu diễn của 
điểm A và hình chiếu đứng của 
điểm B, (Hình 2-9) trục hình chiếu

5

ố
c.

llìnli 2-7

^z

ỡ.

/í,

Ilình 2-8

12



X vá hình chiếu bằng của B biết 
/ rằng A và B đểu thuộc mật. phảng

phân giác của góc tư ĩ và III.
Q Aị Bài 6 : Cho hình chiếu đứng của

điểm A thuộc mật phẳng hinỊì chiếu 
đứng và hình chiếu bằng của điểm 

s <( B thuộc mặt phảng hình chiếu bằng
1 (Hình 2-10). Xác định trục hình

o a chiếu X và các hình chiếu còn lại
1 của A và Ẹ biết rằng độ cao của A

• . ... bằng độ xa cúa B ,và bàng +15mm,Hình 2-9 IIÌI1I1 2-10 & ■

Bài 7 : Vẽ hình chiếu cạnh của các điểm A, B, c, D, (Hình 2-11).
Bài 8 : Cho ba hỉnh chiếu của điểm A, (Hình 2-12). Xác định vị trí của trục hỉnh chiếu. z.

Hình 2-12llìnli 2-11

2.2. Đường thẳng

Một sổ điểm cần chú 
diễn của

ý :
một đường thẳng a bất kì trong phương pháp hai hình chiếu 

thảng (ap xiên góc bất kì với trục hình
biểu
là một cặp đường
vững định nghĩa, hình biểu diễn và tính chất của : đường bằng,

đường cạnh, đường thảng chiếu bằng, đường thảng chiếu
+ Biểu diễn sự liên thuộc giữa điểm và đường
4- Biểu diễn hai đường thẳng song song ; hai 

thảng chéo nhau.
2.2.1. Các thí dụ
Thí (ỉu Ị: Cho các điểm A(A|, A<) và C(Cp C1)
- Qua A vẽ một đoạn thảng AB song song với mặt phẳng hỉnh 'chiếu bằng biết ràng 

AB co' chiều dài bằng 25mm và nghiêng với mặt phảng hình chiếu đứng một góc 30°.

+ Hình 
thẳng góc

+ Nám

thảng 
đường

(Hình

đứng.

thẳng .cắt nhau

2-13a).

chiếu.
đường mạt,

; hai đường

13



- Qua c vẽ một đoạn thảng 
CD song song với mạt. phảng 
hình chiếu đứng biết rằng CD 
có chiểu dài bằng 30mm và 
nghiêng với mật phảng hình 
chiếu bằng một góc 45°.

Giải :
- ÁB là một đoạn thảng 

thuộc một đường bằng : Qua 
A‘| vẽ đường thảng song song 
với trục X. Qua A, vẽ một đường 
thảng nghiêng với trục X go'c 
30° và đặt trên dó một đoạn 
thẳng A2B2 = 2Ị5mm. Từ B2 dễ 
dàng suy ra B| /Hình 2-13b).

- CD là một đoạn thẳng 
thuộc một dường mặt : Qua 
C2 vẽ đường thảng song song 
với trục X. Qua C| vẽ một 
đường thảng nghiêng với trục 
X gdc 45° và đặt trên đó một 
đoạn thẳng CjDj = 30mm. Từ 
D( dễ dàng suy ra D2- ■ lình 2-13

Trên hình ve chỉ ve 'một trong bốn vị trí của AB và CD, bạn đọc tự suy ra các vị
trí còn lại của cluing.

Thí íỉụ 2: Cho hai đường thảng bất kì a (ap aj và b(bp b2) (Hình 2-14a). Vê đường 
thẳng chiếu đứng c và đường thảng chiếu bàng d cắt cả a và b.

Giải :

Ị4



- Gọi I và K lần lượt, là giao điếm của đường thầng chiếu đứng c với a và b. Ta cố :
I( = Kj = Cị — n bj.

Hỉnh chiếu bằng của c Jà C-, (I-, K7) vuông góc với trục X (Hình 2-14b).
- Gọi M và N lẩn lượt là 'giao điểm cứa đường thẳng chiếu bằng d với a và b :

/ • M2 = ‘‘N2. = đ2 = a2 A b2 , ■'

Hỉnh chiếu đứng cửa d là d( (MịNp vuông go'c với trục X.
Thí du 3: Cho đường thẳng a(ap a?h (Hình 2-15a). Thn trên a các điểm :
- A có độ cao bằng 0
- B có độ xa bằng ọ„
- c cố hai hình chiếu trùng nhau.
- D có hai hỉnh chiếu đối xứng nhau qua trục X. .

1IÌ11I1 2-15 .

Trước hết nhận xét ràng các điểm A, B, 0, D thuộc đường thẳng a nên các hình 
chiếu của chúng phải thuộc các hìrih chiếu cùng tên. của a. |J

Ngoài ra (HÍnh 2—15b) :
- A có độ cao bàng 0, nên Aj G X, do đó.

Aj - a( A X
- B co' độ xa. bàng ọ nên7 Bn E X, do đó

B, -- a, n x’
- c co hai hình chiếu trùng nhau nên •:

‘ ' Cị — C-, = a, A a2

- D cố hai hình chiếu đối xứng nhau qua trục X. Có thể xác định D như sau : qua 
điểm B, = ạ2 n X vẽ đường thẳng a\ đổi xứng vói a, qua X. Điểm = Hị A a’7 
là hình chiếu đúng của điểm D cần tìm, từ đồ suy ra hình chiếu bằng D2 của D.

Thí dụ 4: Cho hai đường thảng bất kì a(ap a2),*b(bj, bp và hình chiếu bàng của 
điểm M thuộc một đường thảng c song song với a và cắt b, (Hình 2-16a). Vẽ hình 
chiếu đứng cùa M.

15



Giài :

Hình 2-16

c
hỉn h

Nhặn xét rằng :
M E c nên M2 G c? ; 
c // a nên c2 // a1 ; C| 

n b = B nên C-, n 
chiếu đứng Mị của < 
Qua Mt vẽ c2 // 
Gọi B2 = c2 n 
Qua B] vẽ Cj // a

Mị G C|.

b2 = B-, và 
điểm M như

Cị n b| = Bị 
sau (Hỉnh 2-16b).

với B2Bj ± X. Vậy ta có thể vẽ

2
b„ từ Bt suy ra B| ỄE b| 

từ M, suy ra Mj E Cj.

2.2.2 Bài tập

Bài 9 : Qua 
và qua điểm N

điểm M
vệ một

vẽ một đường thẳng bàng cát đường thẳng d (Hỉnh 2-17a), 
đường thảng mặt cất dường cạnh PQ, (Hình 2-17b).

Bàỉ 10 : Cho hình chiếu đứng của 
hai điểm A và B, hình chiếu bằng 
của hai điểm c và D, (Hình 2-18).

a - Vẽ các hình chiếu còn lại của 
A, B, c, D biết rằng cả 4 điếm đo' 
cùng thuộc một dường thẳng d.

b - Tìm trên đường thẳng d đó :

IIÌI1I1 2- 1 7

'z ■ - Điểm co' độ

- Diểiii co độ

- Dỉểm có độ cao bằng hai lắn độ

cao bằng 0

xa bằng 0

xa.

16



Bài 11 : Cho đường cạnh PQ, (Hình 2-19). Tìm trẽn đường thẳng đó : 
a - Điểm có hai hình chiến trùng nhau.
b - Điểm có hai hình chiếu đối xứng nhau qua trục hình chiếu X.

Hình 2-20

Bài 13 : Cho hai đường thẳng p và q, (Hình 2“21). Vờ một đường thẳng cắt cả p và q và: 
a- Song song với mặt phảng hỉnh chiếu đứng và co' độ xa cho trước (Hình 2-21a).

2-BTHHHH 17



b - Song song với mặt phẳng hình chiếu bằng và ctí độ cao cho trước (Hình 2-2 Ib). 
c - Thuộc mặt phẳng phân giác thứ hai (mặt phảng phân giác của góc tư II 

và IV), (Hình 2-2 le).

Bài
a -
b -
Bài

Hình 2-21

14 : Chọ .điểm A và hai đường thẳng p, q.
Vẽ qua Ạ (Ịường thẳng cát cả p và q (Hình 2-22a).
Cũng yêu cầu như trên nhưng cho q là một đường thẳng cạnh (Hình 2-22b). 
'15 : Cho đường thẳng a, đường thằng cạnh PQ và hình chiếu đứng của

M không thuộc a và PQ, (Hỉnh 2-23), Vệ hlnh chiếu bằng của M biết 
đường thẳng song song với PQ và cắt đường thẳng a.

rằng M
điểm 
thụộc

một

A

A

&

7'

A

'Ổ2

Hình 2-22

Cho đường thẳng a, đường thẳng cạnh PQ và hình chiếu bằng của 
M không thuộc a và P.Q, (Hình 2-24). Vẽ hình chỉếu đứng của M biết rằng M 
một đường thẳng song song với a

Bài 17 : Cho ba đường thẳng
(Hình 2-25).

- Vẽ một đường thẳng cắt cả
chiếu đứng.
- Vẽ một đường thẳng cắt hai đường thẳng a, b vá song song với đường thẳng c.

Bài 16 : điểm 
thuộc

và
a,

cắt đường thẳng cạnh PQ.
b và c trong đtí b là đường thẳng chiếu bằng,

a
hình

ba đường thẳng a, b, c và song song với mặt phẳng

b

18



Hình 2-24 Hình 2-25

2.3. Mặt phẳng

Một số điểm cẩn chú ý :
- Một mặt phẳng có thể được biểu diễn bằng hình biểu diễn của': ba điểm khống 

thẳng hàng ; một đường thẳng và một điểm không thuộc đường thằng đó ; hai đường 
thẳng cắt nhau ; hai đường thẳng song song. Từ cách biểu diễn này có thể dễ đàng 
chuyển sang cách biểu diễn khác (Hình 2-26).

Hình 2-26

Ngoài ra người ta cũng thường biểu diễn mặt phẳng bằng hai vết của nđ, đây chỉ là trường 
hợp riêng của việc biểu diễn mặt phẳng bằng hai đường thẳng cắt nhau hoặc song song.

- Nắm vững định nghĩa, hình biểu diễn và tính chất của các mặt phằng cổ vị trí 
đặc biệt so với các mặt phẳng hình chiếu : mặt phẳng chiếu đứng ; mặt phẳng chiếu 
bàng ; mặt phẳng bằng và mặt phẳng mặt.

- Nắm vững các điều kiện liên thuộc của điểm và đường thẳng với mặt phảng.

19



Hình 2-27

2.3.1. Các thí dụ
Thí dụ 1: Cho điểm A và đường thẳng af (Hình 2-27),
- Qua điểm A dựng một mặt phẳng vuông góc với mặt phảng hình chiếu đứng 

và nghiêng với mặt phẳng hình chiếu bằng một góc 30°.
- Qua đường thẳng a dựng một mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng hinh chiếu bằng. 
Xác định các vết của hai mặt phảng 0# vằ
Giải :
- Q> là mặt phẳng chiếu đứng nên hình 

chiếu đứng Q> I của nd là một đường thẳng,
Vì A E Q, nên A| e Q»r
Vì góc nghiêng (Q», íP2) = 30° nên (Qi p 

x) = 30°. Vậy qua Aj vẽ một đường thẳng 
Qjj hợp với trục hình chiếu X một góc 30°, 
đố là hình chiếu đứng suy biến của mặt 
phẳng Q> cẩn vẽ. Vết đứng của (Q» ) là 
Vq= Qjp Vết bằng của (Q, ) là -L X và 
đi qua điểm Q>x = v^ n X .

Bài toán có hài nghiệm hình.
“ ((R. ) là mặt phẳng chiếu bằng nên 

■hình chiếu bằng í^2 của nó là một đường thẳng. Mặt khác vì a G ($?) nên a2 = 6^2

Vết bằng của (í?ỉ ) là V2 E $?2' Vết đứng của nó là vị i X và đi qua điểm 

= '£ n x'
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- Đường thằng bằng có độ cao bằng h > o'
- Đưòng thẳng mặt cố độ xa bàng 1 > 0
- Đường thẳng có hai hình chiếu trùng nhau
- Điểm có độ cao và độ xa đều bằng h.
Giải Trên hình 2-28b :
- Gọi b là đường bằng cần vẽ. VI b có độ cao bằng h nên br // X và cách X vể phía 

trên một khoảng bằng h. Mặt khác vì b £ (Q) ) nên b phải có hai điểm thuộc ), chẳng 
hạn'điểm A = b íì p và điểm B = b n ị Từ các hlnh chiếu đứng A, = bị n Pi và 
B| = bt n q1 suy ra các hình chiếu bằng A? G p2 và B2 G q2. Đường thẳng b2 = A2B2 
là hình chiếu bằng của dường thẳng bằng b.

“ Gọi m là đường thắng mặt m tìần vẽ. Lập luận tương tự như trên, ta vẽ hình
chiếu bằng của đường thẳng mật, dó là 'm2 // X và cách X vể phía dưới một khoảng
bằng 1. Từ m2 suy ra n^ bằng cách gắn m vào. (ữí ), tại hai điểm, chẳng hạn điểm
c = m n p và điểm D = m o q.

- Gọi g là đường thẳng thuộc (ỉì ) và cố hai hình chiếu triing nhau. Cổ thể xác
định g bằng cách tìm điểm có hai hình chiếu trùng nhau của hai đường thẳng thuộc (Q» ),
chẳng hạn p và q rồi nối chúng bằng đường thẳng í

Điểm E với t E2 = P| n p2
Điểm F với Fị = F2 = qj n q2.
Đường thẳng g $ EF lá đường thẳng thuộc mặt phẳng phân giác thứ hai $.

- Gọi K là điểm thuộc (fìj ) và có độ cao bằng độ xa và bằng h, đó cũng là điểm
thuộc đường thẳng bằng b đã vế trên và co' độ xa bằng h. Dễ dàng xác định được 
K2 = b2 n b\ với b’ [ là đường thẳng đối xứng với bị qua trục X. Từ Kj suy ra K1 G bp

Cũng có thể xác định Kj = bt n b*2 với b’2 là đường thẳng đối xứng với b2 qua
trục X. Từ KẪ suy ra K2 G b2. Bạn đọc tự vẽ hình.

Thí dụ 3. Vẽ các vết của mặt phẳng Qj (b A m) (Hình 2-29a).

Hình 2-29

Giải : Vì b và m lần lượt là đường thẳng bằng và đường thẳng mặt của mặt phẳng Qj 
nên hướng của hai vết của (fì> ) đã biết, do đó chl cần tìm một điểm nào đó thuộc 
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một trong hai vết là có thể vẽ được chúng. Chẳng hạn xác định vết đứng N của đường 
thẳng bằng b, (Hình 2-29b).

Qua điểm N = Nj vẽ vết đứng của (Qj ) là v^ // nip Qua giao điểm Q»x = v^ n X 
vẽ vết bằng của (Q» ) là Vq, // b2.

Cũng có thể xác định vết bằng của đường thẳng mặt m rổỉ vẽ vết bằng và vết 
đứng của (Qj ). Bạn đọc tự vẽ hình.

Chú ý :
a - Vết của một mặt phẳng chứa vết cùng tên của các đường thẳng thuộc nó.
b -.Vết đứng của mặt phẳng song song với các đường thẳng mặt của nó.
Vết bằng của mặt phẳng song song với các đường thẳng bằng của nó.
c - Mặt phẳng không song song với trục hình chiếu cđ hai vết cắt nhau tại một 

điểm trên trục đó.
Thí đụ 4. Cho mặt phẳng (p//q) và điểm A không thuộc (Q> ), (Hình 2 - 30a). Qua 

A dựng mặt phẳng song song với mặt phẳng Q> . Biểu diễn ) bằng các vết của no'.

X

Hình 2-30

Vì ) // (Q» ) nên vết đứng của (&) song song với một đường thẳng mặt của (Q») 
và vết bằng của ((R. ) song song với một đường thẳng bằng cùa (Qí ).

Các vết của (f?ĩ ) có thể xác định như sau (Hình 2-30b).

- Trong mặt phẳng Q, vẽ đường thẳng bằng b và đường thẳng mặt m.
- Qua điểm A vẽ đường thẳng b’ Ị/ b rổỉ tìm vết đứng N của b’.

- Qua N s Nị vẽ vết đứng của ((R. ) là yjj // và qua điểm = v-jj n X vẽ vết 
bằng của (ơè ) là v^ // b2 (hoặc // b’2).

Chú ý : Bài toán trở nên đơn giản hơn nếu mặt phẳng Qí được xác định bằng các 
vết của nó. Khi đó các vết của mặt phẳng (R, sẽ song song với các vết cùng tên của 
Q, (Hình 2-31).
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Bài 18 : Vẽ hlnh chiếu bằng của ngũ giác phẳng ABCDE biết hình chiếu đứng của 
nố và hình chiếu bằng của ba đỉnh A, B, c (Hỉnh 2-32).

và mặt phẳng chiếu bằng
(Hình 2-33). Biểu diễn (Q.)

Bài 19 : Qua điểm A dựng mặt phẳng chiếu đứng Qi 
(R, biết rằng (Q> ) và (íR,) đều song song với đường thẳng a

Đầi 20 : Qua điểm A vẽ 
đường thẳng bằng song song 
với mặt phẳng Q> trong các 
trường hợp sau.

- & (p n q) (Hình 2-34 ạ) 
(p//q) (Hình 2-34 b)

-Q> (vk , v^ ) (Hình 2-34 c)

Hình 2-34
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Bài 22 : Vẽ hình chiếu còn thiếu của đường thẳng AB biết rằng AB song song với 
mặt phẳng (Hình 2-36 a, b, c).

Hình 2-36

Bài 23 : Vẽ hình chiếu còn ỉại của tam giác ABC thuộc mặt phẳng trong các 
trường hợp sau :

Qí (p // q) ; Aj Bj // P| ; (Hlnh 2-37 a).
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b- a ( Vft ; vầ ; ^2 11 va(Hinh 2-37 b)-

Bài 24 : Cho một vết của mặt phẳng và một điểm A thuộc mặt phẳng đố (Hình 
2-38a, b, c, d). Vẽ vết còn lại của (Q> ).

IIÌnli 2-38

Bài 25 : Vẽ các vết của mặt phẳng Q chứa đường thẳng a trong các trường hợp sau 
a- íó là mặt phẳng chiếu đứng (Hình 2-39 a).
b- là mặt phẳng chiếu bằng (Hlnh 2-39 b).
c- có hai vết trùng nhau (Hình 2-39 c).

Hình 2-39

Bài 26 : Vẽ các vết của mặt phẳng (p, q), (Hình 2-40 a, b, c, d).

Hình 2-40
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Bài 27 : Vẽ hình chiếu bằng của tam giác ABC biết rằng ABC thuộc một mặt phẳng

Bài 28 : Qua điểm M vẽ một đường thẳng cắt trục hình chiếu X và đường thẳng 
a cho trước (Hỉnh 2-42).

CHƯƠNG 3

CÁC BÀI TOÁN VỀ VỊ TRÍ

3.1. Có hai loại bài toán co bản VẾ VỊ trí :
+ Xác định giao điểm của đường thẳng và mặt phẳng.

+ Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng.

Thí dụ 1: Tìm giao điểm của đường thẳng AB và 
mặt phẳng chiếu đứng , (Hinh 3-1).

Giải : Gọi K = AB n

- Vì (Q> ) là mặt phẳng chiếu đứng nên
Kx = A1B1 n v^

- Vì AB là đường thẳng cạnh nên hỉnh chiếu 
bằng K2 của K được xác định sao cho (A^BjKj) = 
= (A2B2K2). HÌỈ111 3-1
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Cách làm đã được chỉ rõ trên hình vẽ.
Thí dụ 2: Tìm giao điểm của đường thẳng chiếu 

bằng d và mặt phẳng Qt (p n q), (Hình 3-2),
Giải : Gọi K = d n (Q> )
- Vì d là đường thẳng chiếu bằng nên 1^2 = d2
- Để xác định Kj có thể gắn K vào một đường 

thẳng nào đó thuộc mặt phẳng Q>, chẳng hạn đường 
thằng p’ // p :

Qua 1^2 = d2 vẽ p*2 // p2, ta có Q2 = p’2 n q2 
Từ Q2 suy ra Qj e qr Qua Q1 vẽ p^ // PÃ 

= d1 n p\.
Thí dụ 3: Vẽ giao tuyến của hình phảng ABC với 

mặt phẳng chiếu bằng Q>, (Hình 3-3).
Hình 3- 2 .Giải : Gọi IK = (ABC) n (Q») 

trong đó I = AC íì (Qj ) và K = BC íì (Qí)

Vì (Q») là mặt phẳng chiếu bằng nên I2K2 = V& 
trong đó I2 = A2C2 n v^; = B2C2 n v^

Dễ dàng suy ra hình chiếu đứng lịK] 
của giao tuyến. Trên hình chiếu đứng cũng 
chỉ rố phần thấy và khuất của hình phẳng 
ABC đối vói mật phẳng Q> .

Nhận xét : Qua 3 thí dụ trên ta thấy 
rằng khi giải bài toán xác định giao điểm 
của đường thẳng và mặt phẳng hoặc giao 
tuyến của hai mặt phẳng, nếu có một yếu 
tố (đường thẳng hoặc mặt phẩng) ở vị trí 
vuông góc với một mặt phẳng hình chiếu 
(đường thẳng chiếu hoặc mặt phẳng chiếu) 
thì một hình chiếu của giao xác định được 
ngay trên hỉnh đã cho, Hình chiếu còn lại 
của giao dễ dàng suy ra được bằng cách 
dùng các điều kiện liên thuộc của điểm với 
đường thẳng hoặc mặt phẳng.

Thí dụ 4: Tìm giao điểm của đường thẳng 
d và mặt phẳng Q> (p Ị ị q) (Hình 3-4).

Xí

Hình 3-3

Giải : Gọi K = d íì (Q). Giao điểm K cổ thể 
mặt phằng phụ trợ. Trình tự giải gổm 3 bước :

xác định được bằng phương pháp

- Qua d dựng một mặt phẳng phụ trợ ỈR, , chẳng hạn là mặt phẳng chiếu bằng : 
d2 s ( s vị •).
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- Vẽ giao tuyến MN = Í(R) íì (Q, ). 
Cách làm tương tự như ở thí dụ 3.

- Xác định giao điểm K = d íì 
MN với Ka = dj n M1N1 và K2 E d2< 
Điểm K là giao điểm cần tìm của d 
và (Qi ).

Thí dụ 5: Vẽ giao tuyến của hai mặt 
phẳng íp (vẬ , ) và Q, (v^ , v^ ). 
(Hình 3-5).

Giải : Để vẽ giao tuyến của hai 
mặt phẳng, phải xác định 2 điểm 
chung của chúng và nối lại bằng 
đường thẳng.

Trong bài toán này điểm chung thứ 
nhất M của ((p) và (Qí) là giao điểm 
của hai vết bằng của hai mặt phẳng đó

M = = vj n y2 .. M G x2 p Q ’ 1
Điểm chung thứ hai N có thể xác 

định bằng phương pháp mặt phẳng 
phụ trợ như sau.

- Cắt cá (fp) và (Q>) bằng một mặt 
phẩng , chẳng hạn là một mặt phẩng 
bằng. - Vẽ hai giao tuyến phụ :

p = (&) n (íp)
q = (& ) n (Q,)

O đây p và q lần lượt là đường 
bằng của (fp) và (Q> ), do đó : 
p2 // vỊ ; q2 //

Hình 3-5

- Xác định giao điểm N = p íì q, trong đó

N2 = p2 n q2 ; N1 e Pj (= q1 = p.

MN là giao tuyến cần vẽ.

Nhận, xét: Khi giải bài toán vẽ giao tuyến của hai mặt phẳng, nếu đã biết hướng 
của giao tuyến thì chỉ cần xác định một điểm chung của hai mặt phẳng đó là vẽ được 
giao tuyêh.

Trên hlnh 3-6 cho hai mặt phẳng íPvà có các vết đứng V* và V& song song. Rõ 
ràng giao tuyến g = (fp) n (Q, ) phải song song với hai vết đứng đó, nói khác đi g 
là một đường thẳng mặt của (íp) và (íó ).
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Xác định giao tuyến g như sau.
- Xác định một điểm chung của CP) và (Q>):

M = íì v'p Q

- Qua M vẽ g // vj (// Vj^) trong đo' :

g2 // X và g2 G M2.
gi/z vi (// và và 81 e Mt) ■

Thí dụ 6: Vẽ giao tuyến của hình phẳng
ABC và mặt phẳng Qj (v^ , v^). Xét thấy 
và khùất của ABC so với (Q») trên hai hình 
chiếu (Hlnh 3-7).

Giải ; Để vẽ giao tuyến của hình phẳng 
ABC vá mặt phẳng Q, ta lẩn lượt xác định 
các giao điểm I và K của các cạnh AB và

Hình 3-6

BC thuộc hình phẳng ABC với mặt phẳng Q.
Cách làm được tiến hành
Việc xét thấy khuất của 

chiếu.

như ỏ thí dụ 4 và đả được chỉ rõ trên hình vẽ.
ABC đối với (Qj) được tiến hành độc lập trên : mỗi hinh

- Trên hình chiếu đứng: 
xét hai điểm cùng tia 
chiếu đứng 1 và 1’, trong 
đố 1 e AB và r E Vq.

Điểm 1 cố độ xa > 0 ; 
điểm 1’ có độ xa = 0 (vì 
1*2 G x), do đó điểm 1 
thấy ; điểm 1’ khuất. Suy 
ra phần BIK của ABC thấy 
trên hình chiếu đứng, phần 
còn lại ACKI khuất.

- Trên hình chiếu bằng: 
xét hai điểm cùng tia 
chiếu bằng 2 và 2’ trong 
đó 2 G BC và 2’ G v^.

Điểm 2 có độ cao > 0 
; điểm 2’ có độ cao = 0 
(vì 2’j G x), do đó điểm 
2 thấy ; điểm 2’ khuất.

Hình 3-7

Suy ra phẩn ACKI của ABC thấy trên hình chiếu bằng, phần còn lại BIK khuất.
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3.2 Bài tập

Đài 1 : Vẽ giao điểm của đường thẳng d và mặt phầng íp (Hình 3-8).
a) íP(A, a)
b) ÍP(K, x)

c) <P(v‘,v2)

d) (P (a // b) ; dj // ax // br

e) fP ( V* = vị ); dj /Zd2 // V*

0 (p (vị , v2) ; dj // vị ; d2 // vị.

Hình 3-8

Bài 2 : Vẽ giao tuyến của hai mặt phẳng íPvà (Hình 3-9).

a) (P (a n b) ; (c // d)

b) íp(v* , vị) ; Q, (K, x)

c) (p (vị , vỊ) ; & (v^ , v^)

d) (P (vị , ; Q, (v^ , v^) và v^ // vịj // v^ // // X
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Hình

Bài 3 : Vẽ giao tuyến của hai hình 
phẳng. Xét thấy và khuất của chúng 
trên hai hình chiếu (Hlnh 3-10).

Bài 4 : Qua điểm M vẽ một đường
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Bài 5 : Cho đường thẳng 
p thuộc mặt phẳng hình 
chiếu đứng, đường thẳng q 
thuộc mặt phẳng hình chiếu 
bằng và hai điểm A, B, 
(Hình 3-12). Tìm quỹ tích 
(tập hợp) của các tâm chiếu 
s sao cho hình chiếu của 
A và B từ s lần lượt thuộc 
p và q.

Bài 6 : Qua điểm M vẽ 
một đường thẳng song song 
với mặt phẳng fP và cắt 
đường thẳng d, (Hmh 3 - 13).

Bài 7: Qua điểm M vẽ 
đường thẳng cắt đường 
thẳng d và có hai hình 
chiếu song song nhau, 
(Hình 3 - 14a); có hại hình 
chiếu hợp với trục hình 
chiếu các góc bằng nhau, 
(Hình 3- 14b).

Bài 8: Cho vết đứng của 
hai mặt phẳng ĨP và Q> . 
Vẽ vết bằng của chúng biết 
rằng (íP) và (Q») cùng song 
song với đường thẳng d. 
(Hình 3- 15).

Bài 9: Cho vết đứng của mặt phẳng #7 vết bằng của mặt phảng Qí . Vẽ giao tuyến 
của (fp) và (Q, ) biết rằng chúng cùng song song với đường thẳng d, (Hình 3 - 16).

Hình 3-14
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Hình 3- 15

IỈÌI111 3- 17 Hình 3 - 18

I-IÌI111 3- 19 Hình 3 - 20
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Bài 10 : Cho đường thẳng d và mặt phẳng (P - Dựng qua d một mặt phẳng Qf sao 
cho giao tuyến của <(P) và (Q> ) là một đường bàng. Vẽ giao tuyến đó (Hình 3 - 17).

Bài 11: Vẽ nốt đĩnh c của tam giác ABC biết rằng mặt phẳng của ABC song song 
với trục hình chiếu và c thuộc đường thẳng d (Hỉnh 3 - 18).

Bài 12 : Dựng tam giác ABC có các đỉnh B 
và c lần lượt thuộc cãc đường thẳng b và c và 
mặt phẳng của ABC song song với mặt phẳng (P 
(v‘ = vb (Hình 3-19).

p .p

Bài 13 : Vẽ trong mật phẳng (p (p//q) đường 
thảng cắt trục hình chiếu và đường thẳng d 
(Hình 3- 20).

Bài 14 : Qua-điểm M vẽ đường thẳng cắt hai 
đường thẳng p và q (Hình 3- 21).

Bài 15: Vẽ đường thẳng cắt hai đường 
thảng p, q và song song với đường thẳng d 
(Hình 3 - 22).

Bài 16: Vẽ bóng của đoạn thẳng AB đổ lên hai 
mặt phảng hình chiếu cho biết các tia sáng song 
song với hướng s (Hỉnh 3- 23).



CHƯƠNG 4

CÁC BÀI TOÁN VỀ LƯỌNG

4.1 . Các thí dụ

Thi dụ 1: Xác định ,độ dài'của đoạn thẳng AB 
và góc nghiêng của nó so với các mặt phẳng hình 
chiếu, (Hình 4-1).

Giải : Dựng tam giác vuông A có haị
cạnh góc vuông lẩn lượt là hỉnh chiếu bằng A2B^ 
của .đoạn AB vá hiệu độ cao của hai điểm A, B.

Cạnh huyền của tam gjac^vuong này là độ dài 
của đoạn AB. Góc a = A2B2A’ (kề với A2B2) là 
gốc nghiêng của AB với (íp2).

Tương tự, tam giác vuông A A" AjBj (có hai 
cạnh góc vuông lần lượt là A|Bj và hiệu độ xa 
của A, B) có canh hruyền A" Bị là độ dài của AB 
và góc ft = A^A" (kể với AịBỊ ) là góc nghiêng 
của AB so với ( (P1).

Chú ý: Cần nhớ những trường hợp đặc biệt dưới 
đây (Hình 4-2, Hình 4-3, Hình 4 - 4 và Hình 4-5).

AB ± íP'

9
AA7AB
a (góc giữa AB và ỈP2 ) = 0° 
/ỉ (góc giữa AB và íp1) = 90°

(Hình 4-2)

I1Ì11I1 4-2

AB/HíP2) ị

(Hình 4-3)

^2®2 —

a = 0°
ft = go'c (A2B2, x)
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AB ±(íP2) -
AjBj = AB
a = 90°
/3 = 0°

(Hình 4- 4)

AB //(ÍP1)
AjB, = AB 
a = go'c (AjBp x) 
ft = 0°

(Hình 4-5)
Sau này ta có thể dùng các phép 

biến đổi để đưa AB từ vị trí bất kì 
vé một trong các trường hợp trên.

Thí tĩụ 2 : Cho tia Am . Thn điểm B G Am sao 
cho đoạn thảng AB - 40mm (Hlnh 4 -6).

Giải: Lấy một điểm c bất kì trến Am. Dựng 
tam giác vuông A2C,C’ (cạnh gốc vuông C2C’ bằng 
hiệu độ cao của hai điểm A, C). Đặt trên tia A->C’ 
một đoạn A2B’ “ 40 mm. Dựng tam giác.vuồng 
AA2B2B . .

Cố cạnh go'c vuông A2B2 G A2m2. Từ B2 ^»Bj G AjiUj.
Thỉ tỉụ 3: Tìm khoảng cách từ điểm A tới đường 

thẳng d (Hình 4-7, Hình 4 - 8 , Hình 4 - 9a, b).
Giải :
Để tìm khoảng cách từ điểm A tới đường thẳng 

d ta phải dựng đoạn thẳng AH 1 d (H £ d) và xác 
định độ dài của đoạn thẳng AH.

Trên hình 4-7 đường thảng 
d J_ (íP1 ) - d // (íP2)-» A2H2 1 d2. 
Đoạn thẳng AH // (íp1) nên 
AịHị - AH.

Trên hình 4-8 đườnng thẳng 
d// (tp2) nên A2 H2 -L d2- Đoạn 
thẳng AH co' vị trí bất kì nên độ 
dài của no' (đoạn A2H’) xác định 
bằng qui tắc tam giác (A A(H,n’l.

Trên hình 4 - 9 , d là đường 
thẳng bất kì do đo' muốn dựng đoạn 
AH i d ta phải vẽ qua A một mặt
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phảng (R ± d và tlm giao điểm H = d íì (íK ). Mặt phẳrig (R xác định bằng hai đường 
thẳng qua A và vuông góc với d là đường bằng b (b2 -L d2) và đường mặt m (nij _L dp

Dùng mặt phẳng phụ trợ chiếu đứng 
AH = A’H2 (Cạnh huyền của A A’A2H2).

c để tìm giao điểm H. Độ dài của đoạn

lỉìtili 4-9

Thí du 4: Tìm khoảng cách

Để tìm khoảng cách từ 
điểm K đến mạt phảng ta 
làm như sau :

- Vẽ một đường thảng d 
qua K và vuông góc với

-Tỉm giao điểm H = d o (f?ê).

mặt phảng (R. (p//q), (Hình 4- 10 vàtừ điểm K dến
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- Xác định độ dài của đoạn KH.
Trên hình 4 - 10 để vẽ đường thẳng d J_ (f?ỉ ) ta vẽ d| 1 v^ và d2 _L VR . Độ dài 

đoạn KH = KJip vi KH// (íP1).
Trên hình 4 - 11 để vẽ đường thẳng d 1 ($) trước hết phải vẽ trong mật phẳng một 

đường bầng b và một đường mặt m. Sau đó vẽ dj _Lm1 và d2 ± b2. Dùng mặt phẳng phụ 
trợ chiếu đứng c để xác định giao điểm H = d íì . Độ dàỉ đoạn KH = H|K’.

Thí dụ 5 : Xác định góc nghiêng của mặt phảng so với mặt phẳng hlnh chiếu 
băng (Hinh 4 - 12a, b).

Giải;

Vẽ trong mặt phẳng íì đường dổc nhatfAB) so với (íP2), AB ± v^y -» A2B2 
± v^. Góc nghiêng của AB với (íP2), (góc A2B2A’) cũng là góc nghiêng của mặt phẳng 

so với (íp2).

Chú ý : Cầh nhớ những trường hợp đặc biệt sau :

- Nếu (fí> ) ± ((p l) thì góc giữa (ữ» ) và (íP2) bằng góc a hợp bởi Vq, với trục X 
(Hình 4 - 13).

- Nếu (Q>) ± (íp2) thì góc giữa (&) và ((p1) bằng góc p hợp bởi và trục X (Hình 4 - 14).
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4. 2 Bài tập

Bài 1 : Xác định độ dài 
của đoạn thẳng AB và góc 
nghiêng của no' so với các 
mặt phảng hình chiếu.

( Hình 4-15 và Hình 4-16)

Bài 2: Cho điểm A
a- Dựng đoạn thẳng AB // 

(íp1 )> co' độ dài bằng 30mm 
và nghiêng với (íP2) góc 45°.

* A

Bi

Bz

Hình 4-16

b - Cho Ấ cố định , B thay 
đổi sao cho độ dài của đòạn 
AB và góc nghiêng của nó so 
vội (íp2) không đổi. Tìm quĩ tích 
(tập hợp) hình chiếu đứng và 
hình chiếu bằng của điểm B,

(Hình 4 - 17).

<

Hình 4-17 Hình 4-18

Bài 3 : Cho điểm A và 
hình chiếu đứng Bị của điểm 
B. Tìm hình chiếu bằng ciìa 
B biết rằng đoạn thẳng AB 
có độ dài bằng 40mm.

(Hình 4 - 18).
Bài 4: ,Cho điểm A và hình 

chiếu bằng B2 của điểm B. 
Tìm hình chiếu đứng Bj của 
B biết rằng AB nghiêng với 
( 6P1) một góc bằng 30° (Hình 
4 - 19).

Bài 5: Cho đường thẳng 
m và một điểm A G m. Tìm 
điểm B G m sao cho độ dài 
của đoạn thẳng AB bằng 30 
mm (Hình 4 - 20).

Bài 6 : Biết cạnh AB 
(AB// íP2) và hình chiếu đứng 
AjBjCjDj của hình chữ nhật 
ABCD. Vẽ hình chiếu bằng 
của ABCD, ( Hình 4 - 21). Hình 4-19 Hình 4-20
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Bài 7 : Biết cạnh AB và hình chiếu đứng của 
tia Ad chứa cạnh AD của hình vuông ABCD. Vẽ 
các hình chiếu của ABCD (Hỉnh 4 - 22).

Bài 8 : Cho điểm A và đường mặt m. Dựng 
tam giác vuông cân ABC sao cho cạnh huyển BC 
nằm trên đường thảng m (Hình 4-23).

Bài 9 : Cho điểm A và hình chiếu bằng t-, 
của đường thẳng t. Tìm hình chiếu đứng của t 
biết rằng t J_ (P 1 và khoáng cách từ A đến 
30mm (Hình 4-24).

Bài 10 : Tìm khoảng cách từ điểm A 
đường thẩng t:

a- t là đường bằng (Hình 4-25)
b- t là đường mặt (Hình 4-26)

(Hình 4-27)

đến

t là

Hình 4-27Hình 4-26

40



Bài 11 : Tìm khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng
a) Qj (m X n), (Hình 4-28)
b) (m // n), (Hình 4-29)

d)

& (v^ = v^), (Hình 4 -30)
& (v^ X v^)> (Hình 4-31)

' À

^2

Hình 4-30

Bài 12 : Cho mặt phảng ữ, . Dựng 
phảng song song và cách fìỉ 30mm:

a) J.
b)
c) a (A?

Bài 13 : 
đường thẳng m, n. (Hình 4-35, Hình 4

(Hình 4-32)
X v^), (Hình 4-33)

B, C), (Hình 4-34)
Xác định khoảng cách giữa
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Bài 14 : Xác định góc giữa hai mặt phẳng và (Hình 4-37, Hình 4-38).
Bài 15 : Xác định góc nghiêng của mặt phảng Qí so với mặt phẳng hình chiếu đứng, 

(Hình 4-39).
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Bài 16 : Vẽ vết đứng của 
mặt phẳng biết vết bằng 
va £°c nểhiênể của (Q> ) 
so với mặt phẳng hỉnh chiếu 
bằng là 30", (Hình 4-40 .

Bài 17 : Vẽ vết bằng của 
mặt phẳng íó biết vết đứng Hình 4-40 Hình 4-41

Hình 4-42

V& và góc nghiêng của (ữ>) so với mặt phẳng 
hình chiếu bằng là 30° (Hình 4-41).

Bài 18 : Cho điểm A, đường bằng b và 
mặt phẳng , Dựng đường thẳng qua Á, 
vuông góc với b và song song với (£ó ) (Hlnh 
4-42).

Bài 19 : Vẽ các vết của mặt phẳng ữỉ biết 
một đường dốc nhất của (Q> ) so với mặt 
phẳng hình chiếu bằng.

Bài 20 : Cho điểm A. Dựng một đường 
thẳng qua A, nghiêng với mặt phẳng hình 
chiếu bằng một góc bằng a cho trước và sao 
cho hai hình chiếu của đường thẳng đó song 
song với nhau.

CHƯƠNG 5

CÁC PHÉP BĨẾN Đổi HÌNH CHIẾU

5.1. Các thí dụ

Thí dụ ĩ: Cho đoạn thẳng AB.
1- Thay mặt phẳng hìnhchiếu đứng (P 1 sao cho điểm A trở thành vết đứng của 

đường thẳng AB và điểm B có độ cao bằng độ xa.
2- Thay mặt phẳng hình chiếu bằng (P2 sao cho AB trở thành đường bằng có độ 

cao bằng lOmm (Hỉnh 5-1)
Giải :

1- Thay (fp !) bằng (fp1) thì trục X thay bằng trục X nhưng hỉnh chiếu bằng và độ 
cao của các điểm A, B không thay đổi. Do đó:

- Trục X phải đi qua A2 thì điểm A mới trỏ thành vết đứng của đường thẳng AB.
- Trục X phải nàm cách B2 một khoảng bằng độ cao của điểm B (đoạn BịBx thì độ 

cao và độ xa của điểm B mới bằng nhau.
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Vậy X là tiếp tuyến vẽ qua A 2 của đường tròn 
tâm B-,, bán kính bằng đoạn BjBx (Trên hình 
5-1 chì vẽ một trong hai nghiệm của bài toán).

2- Thay {(P 2) bằng (ÍP2) thì hình chiếu đứng 
và độ xa của các điểm A, B không thay đổi. Dể 
AB trở thành đường bằng co' độ cao bằng lOmm 
trục X phải song song và cách AjBj một khoảng 
bàng lOmm.

Thí dụ 2: Xác định góc nghiêng của mật phẳng 
íó so với các mặt phẳng hình chiếu (P 1 và fP2 
(Hình 5-2).

Giải 1 . .

Thay (íP1) bằng (ípl) sao cho (Q> ) trở thành 
mặt phẳhg chỉếù. đứng (x ± Vq). Góc hợp bởi 
X và vA là góc nghiêng của (4Ì ) so với (fp2).

Tương tự, thay (fp2) bằng (fp2) sao cho (íì ) 

trở thành mặt phẳng chiếu bằng (x ± v^). Góc 
hợp bởi X và v2^ là góc nghiêng của (Q> ) so với 
(íp1).

Thí dụ 3: Thay các mạt phẳng hình chiếu sao 
cho đường thẳng AB bất kì trở thành đường 
thảng chiếu bằng (Hình 5-3).

Hình 5-1
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Giải : Đầu tiên thay (£P *) bằng (íPl) sao cho AB trở thành đường mật (vẽ 
X // A^B^. Tiếp đó, thay (íp2) bằng (fp2) để AB trở thành đường thẳng chiếu đứng 
(vẽ X ± AjBj).

Thí ìỉụ 4: Xác định dạng gốc của tam giác ABC (Hình 5-4).
Giải : B1

ễ.

Hình

Đầu tiên thay (ÍP l) bàng (fp1) sao cho (ABC) 
trở thành mặt phẳng chiếu đứng. Muốn vậy ta chí 
việc vẽ trong (ẤBC) một đường bàng AD và làm 
cho AD trở thành đường thẳng chiếu đứng (vẽ

Tiếp đó, thay ƠP2) bằng ((p2) sao cho (ABC) 
trở thành mặt phảng bằng (vẽ X // AịBịCị). Tam 
giác A2B,C, là dạng gốc của AABC.

Thí dụ 5: Tìm quỹ tích (tập hợp) các hình chiếu 
của điểm A khi quay no' một vòng quanh trục là 
đường thảng chiếu bằng

Giải : Vẽ AO J- t (O

Khi A quay quanh t 
tròn nằm trong mật phẳng bằng qua A, tâm là 
0, bán kính là đoạn thẳng OA. Hình chiếu bằng

ớ, Ai

Hình 5-5

^2- ũ2.
t (Hình 5-5).

e t).

no' vạch nên một đường
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vết bằng Vq, (N và N’). MN. và MN* là 
Thí dụ 7: Tlm dạng gốc của hlnh bìr 
Giỏ.i :

C,

R2.

Hình 5-7

của nó là một đường tròn tâm 02, bán 
kinh là đoạn O2A2, đường tròn này là 
qúỹ tích của A2- Hình chiếu đứng của 
quỹ tích là một đoạn thẳng song song 
với trục X và có độ dài bằng đường kính 
của đường tròn đó, đoạn thảng này là 
quỹ tích của A].

Thí dụ 6: Cho mặt phầng Q, và một 
điểm M G (Qí ). Dựng đường thấng nầm 
trong (Q,), qua M và nghiêng một góc a so 
với mặt phẳng hình chiếu bằng (Hình 5-6).

Giải :
Vẽ một đoạn thẳng MN // ((p1) sao cho 

N G (p2 (Ni G x) và gốc (MN, íP2) =a
* ~ _ Hình 5-6

(M1N1 hợp với trục X một gốc bang a). Quay 
MN quanh trục là đường thẳng chiếu bằng t (t qua điểm M) sao cho N tới vị trí thuộc 

thững đường thẳng cần dựng.
hành AB CD (Hlnh 5-7).

Quay ABCD quanh đường mặt AB sao cho 
(ABCD) trở thành mặt phẳng mặt, khi đó 
hình chiếù đứng của AB CD (Aị Bị ct D't ) 
là dạng gốc của nó.

Muốn vậy phải xác định vị trí sau khi quay 
của một điểm không thuộc trục quay AB, 
chẳng hạn điểm D. Độ dài của đoạn thẳng 
DH là đoạn HjD*. Sau khi quay hình chiếu 
đứng của đoạn DH là đoạn 
HjDj = HD = H1 D’.

Thí dụ 8: Cho vết bằng (Vq, ) của mặt phẳng 
Q>và hình chiếu bằng (A^c^p của một hình 
vuông thuộc (Q> ). Tìm vết đứng của (Q> ) và 
hình chiếu đứng của ABCD (Hình 5-8).

Giải :
Chập (Qi ) vào (íP 2) bằng cách quay nó 

quanh vết bằng. Hình chập của ABCD là 
hình vuông ABCD. CD thuộc đường bằng 
b đằ biết hình chiếu bằng (b2) và hình chập 
(5) nên có thể tìm được hình chiếu bằng 
(M2 E x) và hình chập (M) của VỐI đứng M 

của b. Suy ra hình chập V^ của vết đứng v^ cùa ( Q) và vết đứng (v^) cùa ( Q )■ Dễ 
dàng vẽ được hình chiếu đứng, của ABCD là A1B1C1Dr
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Thí dụ 9: Cho ba đường thẳng 
chéo nhau : đường cạnh AB và hai 
đường thảng bất kỳ d, e. Hãy dựng 
một đường thẳng cắt AB tại M, cắt 
d tại N và cắt e tại L sao cho 
MN = NL (Hình 5-9).

Giải :
Chiếu song song ba đường thẳng 

theo phương d lên mặt phẳng hình 
chiếu bằng (p2 ; hình chiếu phụ của 
AB, d, e lắn lượt là A B, d và ẽ 
trong đó 3 lá một điểm. Hình chiếu 
phụ của điểm N G d là điểm N = 3. 
Đến đây ta giải bài toán : đựng đoạn 
thẳng M L sao cho M G A B , L G e 
và trung điểm của nó là điểm N đâ 
biết. Trừ hlnh chiếu phụ của M, N, L, 
bằng các đường thẳng song song với 
d, ta tìm được hlnh chiếu bằng và 
hlnh chiếu đứng của chúng.

Hhili 5-8
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ỉ.2. Bài tập
Bài 1 : Tìm giao điểm của đường cạnh AB với mặt phẳng :
a) a ( X ). (Hình 5-10),
b) ÍL (v^ = Vq), (Hình 5-11),
c) Q| (m //n), (Hình 5-12),

Hình 5-ỉ 1

llìnl) 5-12 IÍÌ1111 5-13

Bài 2 : Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng íì (A, B, C) và í£ (K, x) (Hình 5-14).
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Bài 3 : Cho mặt phẳng íì và một hình 
chiếu của tam giác ABC thuộc . Hây 
xác định hỉnh chiếu thứ hai của AABC và 
dạng gốc của nó :

a) & (v^ n V2), (Hình 5-15).
b) (v^ // V2), (Hình 5-16).
c) _L íP1 , (Hình 5-17)
d) ft ± (P2 , (Hình 5-18)
e) (A, b) trong đó b // íP2, (Hình 5-19) 
í) Qi (A, m) trong đó m // íp1, (Hình 5-20).
Bài 4 : Cho mặt phầng và một 

hình chiếu cùa đoạn thẳng AB G . 
Hãy vẽ các hình chiếu cùa một tam giác 
đều ABC G (&) ;

1 lình 5- 18
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a) a (vft ’ vft )’(Hlnh 5_21)-

b) ft (vla // v2), (Hinh 5-22) ■

A

Hình 5-19 Hình 5-20

Bài 5 : Cho vết bằng của mặt 
phảng . Hãy vẽ vết đứng của no' 
biết rằng gốc nghiêng của (Q>) so với 
mặt phẳng hình chiếu bằng íP2 là 45° 
(Hình 5-23).

Bài 6 : Xác định độ lớn cùa nhị 
diện cạnh (AB) - hai mặt của nhị 
diện là (ABC) và (ABD) (Hỉnh 5-24).
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Bài 8 : Cho đường cạnh MN và điểm A. 
vuông góc với MN (Hình 5-26),

Bài 9 : Tim khoảng cách giữa hai đường

Bài 7 : Tìm khoảng cách từ 
điểm A đến mặt phẳng (K, x) 
(Hình 5-25).

X----------------------------

Âz

Hình 5-25

Hãy dựng một mặt phẳng qua A và

thẳng song song m, n (Hình 5-27).

A1.
Mị

ỏ

Mz

Hình 5-26 Hình 5-27

Bài 10 : Cho đường thẳng m và hình chiếu bằng của điểm A. Tìm hình chiếu đứng 
của A, biết rằng khoảng cách từ A đến m là 25 mm (Hlnh 5-28),

Bài 11 : Vẽ đường vuông gdc chung và tìm khoảng cách giữa hai đường thằng m 
và n (Hình 5-29).
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Hill 11 5-28 Hình 5-29

Bài 12 : Cho mặt phẳng Q, và hình chiến đứng của điểm 
của K, biết Tằng khoảng cách từ K đêh ) là 25mm.

K. Tìm hình chiếu bàng

a) & (v^ //. v^), (Hỉnh 5-30).

b) (v& , v^), (Hình 5-31).

Hình 5-3(1

Bài 13 : Cho đường thẳng m (nip m2), Hãy 
xác định phép thay một mặt phẳng hình chiếu 
sao cho :

a) Hai hình chiếu của m đối xứng với nhau 
qua trục X,

b) Hai hình chiếu của m song song với nhau
c) Hai hỉnh chiếu cúa m trùng nhau.
Bài 14 : Xác định go'c giữa hai đường thẳng 

m và n. (Hình 5-32).
Bài 15 : Xác định gốc hợp bởi đường thẳng 

m và mặt phảng , (Hình 5-33).

Hình 5-32



Bài 16 : Cho hai đường thẳng m, n. Hãy dựng một đường bằng cắt m tại A, cát 
n tại B và sao cho độ dài của đoạn thảng AB bằng 25mm, (Hỉnh 5-34).

Hình 5-33 Hình 5-34

CHƯƠNG 6

BIỂU DIỂN ĐƯÒNG CONG VÀ CÁC MẶT

6.1. Các thí dụ
Thí dụ i: Cho mật phẩng íì> và một điểm o (Q, ), Vẽ các hình chiếu của đường 

tròn V thuộc mật phẳng Q, có tâm là điểm o và bán kính R - 20mm, (Hình 6-1).
Giải : Hình chiếu đứng của v là elip (Vj) có trục dài AB = 2R với AB nằm trên 

đường mặt qua o, trục ngắn CJD1 với CD nằm trên đường dốc nhất của mặt phẳng 
íì so với fp1. Hình chiếu bằng của AB và CD lá hai đường kính liên hợp của elíp (v2), 
trong đo' C là điểm xa nhất, D là điểm gần nhất của (v).

Hình chiếu bằng của (v) là elíp (v2) có trục dài EF — 2R với EF nằm trên một 
đường bằng qua 0, trục ngắn G2H2 với GH nằm trên đường dốc nhất của (Q> ) so vối 
(íp2). Để xác định trục ngắn của các elip (Vj) và (v2) co' nhiều cách :

- Chập mặt phẳng Q> vào mặt phẳng íp2 (Hình 6-1).
- Thay các mặt phẳng hình chiếu sao cho ) trở thành mặt phẳng chiếu. - Đặt 

trên đường dốc nhất của (Q> ) so với (ÍP1) các đoạn thẳng OC = OD = R và đặt trên 
đường dốc nhất của (íì) so với ((P2) các đoạn thẳng OG = OH = R.
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Thí dụ 2: Cho mặt phẳng 
và hình chiếu bằng là một đường 
tròn của một elíp (e) thuộc (fí>). 
Hây vẽ hình chiếu đứng của (e) 
(Hình 6-2).

Giải : Hỉnh chiếu đứng của 
(e) là một elíp. Hai đường kính 
AB và CD của (e) có 
bằng A2B2 i. C2D2 
chiếu đứng A1B1 và 
chúng là hai đường
hợp của elíp hlnh chiếu đứng. 
Điểm thấp nhất M và điểm cao 
nhất N của (e) nằm trên đường 
dốc nhất (qua D) của mặt phẳng 

so với (íP2).
Thí dụ 3:. Cho tạm giác ABC
1- Dựng hình chóp S.ABC có 

cạnh bên SA = 40 mm và 
cho cạnh bên SA vuông góc 
đáy.

2- Biết hình chiếu đứng
của một điểm M nằm trên mặt 
của hình chóp (giả sử thấy), 
tìm hình chiếu bằng M2 của 
điểm M (Hình 6-3).

hình chiếu 
nên hình
C1D1 của
kính liên

sao
với

M

Hình

Giải :

1- Vẽ qua A đường thẳng d vuông gốc với mật phẳng (ABC) : dj ± AjB] (vỉ AB 
là đường mặt) và d2 ± A2C2 (vì AC là đường bằng). Đặt trên d một đoạn thẳng SA 
= 40 mm. Cặp điểm cùng tia chiếu bằng I, J (với I E SB và J E AC) cho th/íy trên 
hình chiếu bằng cạnh SB thấy còn cạnh AC khuất. Cặp điểm cùng tia chiếu đứng K, 
L (với K e sc và L e AB) cho thấy trên hình chiếu đứng cạnh sc thấy còn cạnh 
AB khuất.

2- Hình chiếu đứng Mj của điểm M thấy nên M nằm trên mặt (SBC). Gắn M vào 
đường thẳng SN E (SBC) ta tìm được M2. M2 thấy vì hình chiếu bàng của mặt (SBC) 
thấy.

Thí dụ 4: Cho mặt nón tròn xoay và hình chiếu đứng của một điểm M nằm trên 
mặt nón (M^ thấy). Tìm hình chiếu bằng của M (Hình 6-4).

Giải : Để tìm hình chiếu bằng M2 của điểm M ta gán M vào một đường thuộc mặt 
no'n, chẳng hạn :
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- Gắn M vào đường sinh (SA)
- Gắn M vào đường tròn (v)
Mị thấy nên M thuộc nửa 

trước cùa mặt nón.
Thí dụ 5; Cho hai điểm o, A
1- Vẽ đường bao quanh các 

hình chiếu cùa mặt cầu tâm o, 
bán kính R = OA.

2- Giả sử đã biết hình chiếu 
đứng Mị của một điểm M thuộc 
mặt cầu (Mj thấy). Tim hlnh 
chiếu bằng của M, (Hình 6-5).

Giải :
1- Tìm độ lớn của đoạn OA 

(đoạn O2Ầ’). Đường bao quanh 
hình chiếu đứng của mặt cầu là 
hình chiếu đứng của đường tròn 
lớn (k) nằm trong mặt phẳng 
mặt (k£ là đường tròn tâm Op 
bán kính R = O2A’). Đường bao 
quanh hỉnh chiếu bằng của mặt 
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cầu là hình chiếu bằng của đường tròn lởn (v) 
nằm trong mặt phẳng bằng.

2- Để tìm hình chiếu bằng của điểm M ta 
gắn M vào một đường tròn thuộc mặt cẩu và 
song song với một mật phẳng hình chiếu (trên 
hình 6-5 điểm M dược gắn vào đường tròn a 
nằm trên mặt phẳng bằng). thấy nên M là 
điểm thuộc nửa trứớc của mặt cầu.

6.2. Bài tập

Bài 1 : Vẽ các hlnh chiếu của đường tròn (v) 
thuộc mặt phẳng ọ, biết tâm o và bán kính.R 
của nó (R — 25 mm)

- & ± (P1 (Hỉnh 6-6)
- & // X (Hình 6-7)
- (b, m) và Ọ = b Tì m (Hìhh 6-8).
Bài 2 : Biết tâm o của đường tròn (v) và 

hai trục A1B1 và CqDj của elíp (vẤ) lá hình chiểu 
dứng của (v). Vẽ hình chiếu bằng của đường tròn 
(v) (Hình 6-9).

Bài 3 : Cho mặt phẳng (a, b), gọi o = a n b và (e) là elíp cố tâm là o và 
nằm trên mặt phẳng Qi Biết hình chiếu bằng của (e) (là đường tròn tâm O2), Hãy vẽ 
hình chiếu đứng của elíp (e) (Hình 6-10).
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. °z

Hình 6-9

Bài 4 : Vẽ các hình chiếu của lãng 
trụ đứng ABC. A’B’C’ biết cạnh bên 
AA’ và hình chiếu đứng của đáy ABC 
của lăng trụ đố (Hình 6-11).

Bài 5 ': Cho mặt phẳng Q và hlnh 
chiếu đứng của hai điểm D, A E (&). 
Gọi (v) là đường tròn tâm o, bán kính 
R = OA thuộc mặt phẳngQ. Hãy xác 
định các điểm cao nhất, thấp nhất (so 
với íp2), gần nhất, xa nhất (so với íP1) 
và tiếp tuyến tại A của đường tròn 
(v) (Hình 6-12).

Bài 6 : Hình chóp S.ABC có đáy 
ABC nầm trên mặt phẳng hình chiếu 
bằng íp2 và ba cạnh bên vuông go'c với 
nhau từng đôi một (SA ± SB ± sc 
± SA). Biết hình chiếu bằng của đáy 
ABC. Vẽ các hình chiếu của hình cho'p 
(Hình 6-13).

Hình 6-11

Bài 7 : Mặt tròn xoay (ÍẼ) có trục là đường thẳng chiếu bằng t và đường sinh 1 (t
và 1 đa biết). Hãy vẽ đường bao quanh các hình chiếu của (3ỉ) (Hình 6-14).

Bài 8 : Mặt tròn xoay (^) có trục là đường thẳng t, đường sinh 1. Biết t, 1 (hai 
đường cùng thuộc một mặt phẳng mặt) và hình chiếu đứng M1 của một điểm M E (93) 
(Mj thấy). Tìm hình chiếu bằng của M (Hình 6-15).
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Bài 9 : Hình trụ xiên (Sì) cố hai đáy là những hình tròn, và một trong hai đáy nằm 
trên mặt phẳng hình chiếu bằng fp2. Biết ba đường sinh AA’, BB’, CC’ của (Sỉ) và 
hình chiếu bằng của một điểm M E (Sĩ) (M2 khuất).

a - Hãy vẽ đường bao quanh các hình chiếu của (Sì).
b - Tìm hình chiếu đứng của điểm M (Hình 6-16).
Bài 10 : Hình trụ tròn xoay (Sí) có trục là đường mặt m. Biết trục m vá một 

đường sinh AA’ của (Sỉ), biết hình chiếu đứng Mị của một điểm M E $ (Mi thấy).
a - Hãy vẽ đường bao quanh các hỉnh chiếu của (SÍ)'
b - Tìm hình chiếu bằng của điểm M (Hình 6-17)-
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2

m2

Hình 6-17

nón tròn xơay (Sì) có trục là đường thẳng chiếu bàng t, đỉnh s và đắy 
thuộc mặt phảng hình chiếu bằng íp2. Biết trục t, đỉnh s của (Sỉ) và 

một điểm M E (Sì)- Hãy vẽ đường bao quanh các hình chiếu của (Sì) (Hình 6-18).
Bài 12 : Hình nón tròn xoay (Sỉ) có trục là đường thằng chiếu bằng t, đỉnh 

điểm s và đáy là hình tròn (v) thuộc mặt phẳng hình chiếu bằng íP2. Biết s, t, (v) 
hlnh

Bài 11 : 
là một hình

Hỉnh 
tròn

là
và

chiếu bằng của một điểm M G (Sì)

- Hãy vẽ đường bao quanh hình chiếu đứng của (Sỉ)- 
b - Tìm hình chiếu đứng của điểm M (Hình 6-19).
a

7

%

mull 6-18

>
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Bài 13 : Cho đường thảng m. Hay dựng Ịiiặt phảng đi qua đường thảng m sao cho 
mật 'phẳng ấy hợp với mặt phẳng hình chiếụ bằng một go'c bằng 45° (Hình 6-20).

Bài 14 : Cho điểm 0 và hình chiếu đứng của một điểm A nằm cách điểm o
một đoạn bằng 30 mm. Tìm hình chiếu bàng của điểm A (Hlnh 6-21).

9

ổ

Hình 6-20

Bài 15 : Biết đường kính AB của mạt cấu 
(Sỉ) và hình chiếu đứng của một điểm K G (Sỉ)

a - Vẽ đường bao quanh các hình chiếu của 
mật cầu (Sì) ■

b - Tỉm hình chiếu bằng của điểm K (Hình 
6-22)-

Bài 16 : Cho ba tỉa Sa, Sb, Sc không cùng 
thuộc một mặt phầng. Hãy vẽ đường bao qụanh 
các hình chiếu của mặt nón tròn xoay (Sì) có 
đỉnh là s và các đường sinh SA — SB — sc - 
40 mm có A G Sa, B e Sb và c e Sc.

Bài 17 : Cho bốn tia Sa, Sb, Sc và Sd. Hãy 
kiểm tra xem có tồn tại một mặt nón tròn xoay 
đỉnh s và có bốn đường sính SA, SB, sc, SD 
mà A, B, c, D lần lượt nằm trên các tia Sa, 
Sb, Sc và Sd không ?

Hình 6“21

Hình 6“22
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CHƯONG 7

MẶT PHẲNG tiếp Xúc vối mặt cong

7.1. Các thí dụ

Một số chú ý khi vẽ mặt phẳng tiếp xúc với các mặt cong thường gặp
+ Mật phẩng tiếp xúc vởi mặt càu tại một điềm (gọi là tiếp điểm) thì vuông góc 

vói dường kinh cùa mặt câu dì qua tiếp diểm (gọi là pháp tuyến).
+ Mật phàng tiếp xúc vói mặt kẻ thi có chung với mật kẻ dó tắt cả các dường sinh 

thảng di qua tiếp điểm.
+ Mặt phầng tiếp xúc với mặt tròn xoay tại một diếm thì vuông góc với mặt phảng 

kinh tuyến di qua tiếp diẽm của mặt tròn xoay.
Để vẽ mật phảng tiếp xúc với một mặt cong ta có thể :
- Hoặc là dựng mặt phẳng đĩ qua tiếp điểm và vuông góc với pháp tuyến của mặt 

cong tại tiếp điểm đó.
- Hoặc là dựng mặt phẳng được xác định bàng hai tiếp tuyến đi qua tiếp điểm của

mặt cong.

Thí (ỉ ụ 1: Dựng mặt 
phẳng Q> tiếp xúc với mặt 
cầu tâm o, bán kính R và 
song song với mặt phằng 
(P (Vp , Vp ).

Giải : Mặt phẳng tiếp 
xúc cần dựng phải vuông 
góc với một đường kính 
của mặt cầu.

Vì (Q> ) // ((p) nên ((p) 
củng vuông góc với dường 
kính đo' (Hình 7-1). Do dó 
La dựng mạt phẳng Q như 
sau ;

- Qua tàm o của mặt 
cầu vẽ đường thẳng d ± ((P)

- Các đẩu mút của 
đường kính của mặt cầu
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nằm 
tim. 
đẩu 
OM

trên đường thẳng d là các tiếp điểm cần 
Trên hỉnh vẽ chỉ rõ cách xác định một 
mút - điểm M - của đường kính đó với 
= R.
Qua M dựng mặt phẳng fì» // (íP). Đó 

là một trong hai mặt phẳng tiếp xúc cần tìm.
dụ 2: Qua điểm A dựng mặt phẳng 

tiếp xúc với mặt trụ xiên.
Giải : - Biết rằng mặt phẳng tiếp xúc với 

mặt trụ theo đường sinh thẳng của nó, do 
đó mặt phẳng tiếp xúc cần dựng sẽ chứa đường 
thẳng a vẽ qua A và song song với các đường 
sinh của mặt trụ (Hình 7-2). Suy ra cách dựng 
các mặt phẳng tiếp xúc với mặt trụ như sau :

- Xác định giao điểm I của a với mặt 
phảng đáy trụ.

- Vẽ các tiếp tuyến IM và IN của đường 
cong đáy trụ. Các mặt phẳng íP(A, m) và Q, 
(A, n) là hai mặt phẳng tiếp xúc cần dựng, 
trong đó m và n lần lượt là các đường 
sinh vẽ qua M và N của mặt trụ.

Thí dụ 3: Dựưg mặt phẳng ÍR. tiếp 
xúc với 
song với

Hình

mặt tròn xoay (ỈẼ) và song 
mặt phẳng (p (b n m).

Mặt phẳng tiếp xúc với mặtGiải :
tròn xoay (ỈẼ) thì vuông góc với kỉnh 
tuyến vẽ qua tiếp điểm. Mặt phẳng 
tiếp xúc cần dựng ((R.) song song với 
mặt phẳng (P nên {(P ) cũng vuông 
gốc với mặt phẳng 
trên của (ỈẼ), (Hình

kinh tuyến nói
7-3).

túyến vuông góc- Mặt phẳng kinh 
với mặt phẳng íP(b fì m) là mặt phẳng 
chiếu bằng chứa trục z của mặt tròn 
xoay 
(íp)

với J_ b2. Gọi a = (Q, ) n 
và 1 = (Q>) n (íg).

tiếp 
mặt 
là c

Mặt phẳng tiếp xúc (R. phải chứa 
tuyến c của kinh tuyến 1 thuộc 
GẼ). Vỉ ({R,) ị ị (ÍP) nên rõ ràng

7-2

Hình 7-3
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Trên hình vẽ, bằng phép quay mặt phẳng quanh trục xoay t đến vị trí mới là 
mặt phẳng mặt (// (P 1) ta xác định được tiếp tuyến c đó.

Sau khi quay : a (ap a2) => a’ (a’p a’2)
1 (lp 12) => r (l’p 1’2)

Vẽ c’ // a* trong đó c’| // a’j và c’2 = a’2. Đường thẳng c’ được xác định bằng hai 

điểm I’ và K với K G t.
Bằng phép biến đổi ngược lại dễ dàng vẽ được tiếp tuyến c (IK).
Mặt phẳng (R. xác định bằng hai đường thẳng cắt nhau c và b'(với b’ e I và b’ // b) 

chính là mặt phẳng tiếp xúc cẩn dựng.

7.2. Bài tập

.Bài 1 : Vẽ mặt
Bài 2 : Vẽ mặt
(v^ , v2) (Hình

cắu tâm o tiếp xúc vối mặt phẳng íp(b o m) (Hình 7-4). 
nón tròn xoay cố trục là đường thẳng d và tiếp xúc với mặt phẳng 
7-5).

Bài 3 : Vẽ
a (Hình 7-6).

Hình 7-5

mặt phẩng tiếp xúc với mặt no'n đỉnh s và song song với đường thẳng

Bài 4 : Vẽ giao tuyến của mặt nón tròn xoay với mặt phẳng fíí. Xác định điểm 
cao nhất và điểm thấp nhất của giao tuyến (Hình 7-7).
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Hình 7-6 Hình 7-7

Bài 5 : Dựng mặt phầng tiếp xúc với mặt nón tròn xoay và với mặt cẩu (Hỉnh 7-8).
Bài 6 : Dựng mặt phẳng tiếp xúc với hai mặt cầu và đi qua điếm A (Hình 7-9).

lỉìtih 7-8 Hình 7-9

Bài 7 : Dựng mặt phảng tiếp xúc với ba mặt cẩu (Hỉnh 7-10).
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Bài 8 : Vẽ đường bao của hlnh chiếu bằng của mặt tròn xoay (Sỉ) có trục là đường 
mặt m, cho biết hình chiếu đứng của mặt tròn xoay đó (Hình 7-11).

Hình 7-10

Bài 9 : Vẽ đường bao của hình chiếu 
bằng của mật tròn xoay (Sỉ) có trục là 
đường thẳng t, cho biết hình chiếu đứng 
của mặt tròn xoay đó (Hình 7-12).
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CHƯƠNG 8

GIAO CỦA MẶT PHẲNG với đa diện và mặt cong

8.1. Câc thí dụ

Thí dụ 1: Tìm giáo tuyến của mặt 
phảng với lăng trụ ABCD.A’B’C’D’ 
(Hình 8-1).

Giải : Giao của mặt phẳng Q> với 
lăng trụ (L) là một đa giác (Đ). Mỗi 
đỉnh của (Đ) là giao điểm của một 
cạnh của (L) với (íì). Chẳng hạn đỉnh 
M của (Đ) là giao điểm AA’ n (Qí ) 
(xác định M bằng cách dùng mặt phẳng 
phụ trợ chiếu đứng). Mỗi cạnh của 
(Đ) là giao tuyến của (Q>) với một mặt 
của (L). Thí dụ MN = (ã) n (ABA’B’). 
M là điểm chung thứ nhất (đã biết), 
J là điểm chung thứ hai (J = AB íì 
(ữ,) của hai mặt phẳng Q) và (ABA’B’).

Thí dụ 2: Vẽ giao tuyến của mặt 
phẳng chiếu đứng Q> với mặt nón tròn 
xoay (ịẼ) có trục là đường thẳng chiếu 
bằng (Hình 8-2).

Giải : Mặt phẳng .Q, cắt tất cả các
đường sinh của mặt nón tròn xoay Hình 8-1
(§Ẽ) nên giao tuyến của (Q, ) và (Sỉ)
là một elíp (e). Hình chiếu đứng của (e) là đoạn thẳng AjBp Hình chiếu bằng của (e) 
là elíp (e2) cố trục AB nằm trên mặt phẳng mặt qua s (mặt phảng này là mặt phẳng 
đối xứng chung của (Sì) và (Q> ) và trục CD nằm trên đường thẳng chiếu đứng đi qua 
điểm giữa o của đoạn thẳng AB (O là tâm của elíp (e)).

Chú ý : hình chiếu bàng của đáy nón bị che khuất bởi mặt phẳng Q>.

Thí dụ 3: Tìm giao tuyến của mặt phẳng chiếu đứng với mặt nón tròn xoay (Sỉ) 
cố trục là đường thằng chiếu bằng (Hình 8-3).

Giải : Mặt phẳng song song với một (và chỉ một) đường sinh SM của (Sỉ) nên 
giao tuyến giữa CQí ) và (Sỉ) là một parabôn. Đỉnh của parabôn là giao điểm 
A = SN íì (Qí ) (SM và SN là hai đường sinh giới hạn phần thấy và phồn khuất của
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ty

8-3Hình

(33) trên hlnh chiếu đứng). Giao tuyến của (Q> ) 
với đáy nón cho ta hai điểm thấp nhất của 
parabôn là B, c.

Thí dụ 4: Tìm giao tuyến của mặt phẳng chiếu 
đứng & với mặt nón tròn xoay (S3) (Hình 8-4).

Giải : Mặt phẳng íó song song với hai đường 
sinh SP, SQ của nón

Hình 8-2

nên giao tuyến của (Q> ).

ty
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và (3ỉ) là một hypecbôn. Hai giao điểm A = SM’ íì (ữ» ) và B = SN n (Qy ) là hai 
đỉnh của hypecbôn. Tiệm cận của hypecbôn là hai đường thẳng đi qua tâm o của nổ 
(O là điểm giữa của đoạn thẳng AB) và song song với hai đường sinh SP và SQ.

Thí dụ 5: Tìm giao tuyến của mặt cầu (0) với mặt phẳng chiếu đứng (Hình 8-5).
Giải : Giao của (Q> ) và (O) là một đường tròn (a). Hình chiếu đứng của (a) là một 

đoạn thẳng, hình chiếu bằng của (a) là elíp (a2). Gọi CD là đường kính của (a) thuộc 
mặt phẳng mặt vẽ qua o thì C1D1 = 2R (R là bán kính của (a)). Trục lớn A2B2 của 
(a2) nằm trên một đường thẳng chiếu đứng và có độ dài A2B2 = 2R = CjDj

Các giao điểm E, F = (v) n (£6 ) là những điểm giới hạn thấy khuất của (a) trên 
hình chiếu bằng.

8.2. Bài tập

Bài 1 : Vẽ giao tuyến của mặt phảng chiếu đứng với các mặt chóp, (Hình 8-6; 
Hình 8-7) và mặt lăng trụ, (Hình 8-8). Xét thấy khuất và tìm độ lớn của các thiết diện.

Bài
(Hình

2

3 :Bài
thầy khuất

Bài 4 :
(Hình 8-17

ĨĨÌ1111 8-7

: Tìm giao tuyến của mặt phẳng với mặt lăng trụ và xét thấy khuất, 
8-9 ; Hình 8-10 ; Hình 8-11 ; Hình 8-12).

Tìm giao tuyến của mặt phảng chiếu đứng với mật nón tròn xoay. Xét 
và tìm độ lớn của các thiết diện (Hình 8-13 ; Hình 8-14 ; Hình 8-15).

Tìm giao tuyêh của mặt phẳng với mặt nốn, (Hình 8-16) và mặt trụ 
và 8-18). Xét thấy khuất.
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}

phảng Q> với mặt cầu (Hình 8-19 và 8-20).
Bài 6 : Cho lăng trụ đứng ABCD.A’B’C’D’ có đáy ABCD là hình chữ nhật nằm trẽn 

mặt phẳng hình chiếu bằng (P2. Hãy dựng mặt phẳng đi qua AB và cắt lãng trụ đã 
cho theo giao tuyến lá một hình vuông. Vẽ các hình chiếu của giao tuyến (Hình 8-21).
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Hình 8-19 Hình «-20

Bài 7 : Cho mặt nón tròn xoay và đường thẩng đ. Dựng mặt phẳng đi qua d 
sao cho giao tuyến của mặt nón cắt bởi là các đường sinh. Vẽ các hình chiếu của 
giao tuyến, (Hình 8-22).

Bài 8 : Cho vết bằng của mặt phẳng Qi và mặt ntín tròn xoay. Hãy xác định vết 
đứng của (Q> ) biết rằng giao tuyến của nón và (Qí ) là một parabôn. Vẽ các hỉnh chiếu 
của giao tuyến (Hình 8-23).
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Hình 8-24Hình 8-23

Bài 9 : Cho mắt phẳng fìj và một điểm 
s G (Qj). Vẽ qua S những đường thẳng nằm 
trong (Q> ) và hợp với mặt phẳng hình chiếu 
bằng íp2 một góc bằng 60°, (Hình 8-24).

Bài 10 : Cho đường thẳng m và một điểm 
o, Dựng mặt cầu tâm o sao cho khoảng cách 
giữa hai giao điểm của m với mặt cầu có độ
dài bằng 20 mm, (Hình 8-25).

Hình 8-25
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CHƯONG 9

GIAO ĐIỂM CỦA ĐƯÒNG THẲNG với đa diện và mặt cong

9.1. Các thí dụ
Thí dụ 1: Tìm giao điểm của đường thẳng d với mặt chóp SABC (Hình 9-1).
Giải : Mặt phẳng phụ trợ chiếu đứng (iffy chứa đường thẳhg d cắt mặt chóp 

theo giao tuyến DEF. Các giao điểm Mi và N của d với giao tuyến DEF chính là giao 
điểm của d với mặt chtíp. Trên hình chiếu đứng giao điểm M = d íì (SAC) khuất còn 
giao điểm N == d Ọ (SBC) thấy.

Trên hình chiếu bằng giao điểm M thấy còn giao điểm N khuất.
Thí dụ 2: Tìm giao điểm của điíòng thẳng d với^mặt nón đỉnh s có đáy là một hình 

tròn nàm trên mặt phẳng hinh chiếu bằng (Hình 9-2).
Giải : Mặt phẳng. phụ trợ ÍR. (8, d) cắt mặt phẳng chứa đáy nón theo dường thẳng 

CD. Gọi I và J là các giao điểm của CD với đường tròn đáy nón. SI và SJ lá giao 
tuyến của mặt phẳng phụ trợ (R, với mặt nón. Các giao điểm M = dnSIvàN = d 
M SJ là các giao điểm cần tìm của d

Trên hình chiếu đứng đường sinh SI
với mặt nón.
khuất nên giao điểm M khuất ; đường sinh SJ

Hình 9-2
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Trên hỉnh chiếu bằng cả hai đường sinh SI và SJ đều thấy, do đó các giao điểm 
M và N đều thấy.

Thí dụ 3: Tìm giao điểm của đường thẳng AB với mặt trụ xiên có đáy nằm trong 
mặt phẳng chiếu đứng (R. và hình chiếu bằng của nó là đường tròn (Hình 9-3).

Giải : Mặt phẳng phụ trợ chứa đường thằng AB và song song với các đường sinh 
của mặt trụ cắt mặt phầng đáy trụ (R theo đường thẳng CD. Giao điểm I, J của CD 
với đáy trụ là chân của các đường sinh giao tuyến của mặt phẳng phụ trợ với mặt 
trụ đâ cho. Các giao điểm M, N củà AB với hai đường sinh nối trên chính là giao 
điểm của AB với mặt trụ.

Trên hình chiếu đứng đường sinh chứa điem M khuất nên giao điểm M khuất ; 
đường sinh chứa điểm N thấy nên giao điểm N thấy.

Trên hình chiếu bằng đường sinh chửa điểm M thấy nên giao điểm M thấy ; đường 
sinh chứa điểm N khuất nên giao điểm N khuất.

Hình 9-3 Hình 9-4

Thí dụ 4: Tìm giao điểm của đường thẳng AB với mặt cầu tâm o (Hình 9-4).

Giải : Mặt phẳng phụ trợ chiếu bằng (R. (ÍÂĩp chứa AB cắt mặt cầu theo một đường 
tròn (v) tâm I cố hình chiếu bằng là một đoạn thẳng = 6^2 và có độ dài bằng đường 
kính của nó. Bằng phép thay mặt phẳng hình chiếu đứng ta xác định được hình chiếu 
đứng mới của (v) là đường tròn (v’p tâm là 1’ị và hình chiếu đứng mới của AB là 
A’jB’p Từ các giao điểm M’p N’ị của AịB’! vói (v’x) dễ dàng vẽ được các hình’ chiếu 
ban đầu của AB với mặt cầu.
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9.2, Bài tập

Bài 1 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt thóp (Hình 9-5 ; 9-6).

Bài 2 : Tìm giao1 điểm của các đường thẳng m, n với mặt lăng trụ (Hình 9-7 ; 
9-8 ; 9-9).

Hình 9-7 Hình 9-8

Bài 3 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt nón (Hình 9-10 ; 9-li ; 
9-12 ; 9-13).

Bài 4 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt trụ (Hình 9-14 ; 9-15 ; 9-16).
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Bài 5 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt cẩu (Hình 9-17 ; 9-18 ; 9-19). 
Bài 6 : Tìm giao điểm củạ đường thẳng m với mặt xuyến (Hình 9-20 ; 9-21).
Bài 7 : Tìm giao điểm của đường thẳng m với mặt parabôlôit eliptic (Hình 9-22).
Bài 8 : Tìm giao điểm của đường thẳng m với mặt elipxôĩt tròn xoay (Hình 9-23).
Bài 9 : Cho đường thẳng m và điểm s không thuộc m. Hãy dựng đường thẳng qua 

s, cắt m và hợp với mặt phẳng hỉnh chiếu bằng một gốc 60° (Hình 9-24).
Bài 10 : Cho hai đường thẳng chéo nhau m và n. Tìm những điểm thuộc m và 

cách n một đoạn bằng 30 mm (Hình 9-25).
Bài 11 : Cho điểm o và đường thẳng m. Tìm những điểm thuộc m và cách o một 

đoạn bằng 25 mm (Hình 9-26).
Bài 12 : Cho hai đường thẳng chéo nhau m, n và một điểm Sem. Hãy vẽ các 

đường thẳng qua s, cắt n và hợp với m một góc 30° (Hình 9-27).

Hình 9-11 Hình 9-12 Hình 9-13
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Hình 9-18 Hình 9-19

Hình 9-20 Hình 9-21

78



79



Hình 9-26 Hình 9-27

80



CHƯƠNG 10

GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT

10.1, Các thí dụ

+ Dạng của giao tuyển
- Giao tuyến của hai đa diện lồi là một hoặc hai đường gẫy khúc khép kín do các 

đoạn thẳng tạo thành. Mỗi đoạn của đường gẫy khúc này là giao tuyến của một mặt 
cùa đa diện này với một mặt của đa diện kia ; mỗi đỉnh của đường gẫy khúc là gỉao 
điểm của một cạnh của đa diện này với một mặt của đa diện kia.

- Giao tuyến của đa diện với mặt cong là một hoặc hai đường gẫy khúc khép kln 
do các đoạn cong phẳng tạo thành. Các đoạn cong phẳng đó là giao tuyến của các mật 
của đa diện với mặt cong. Các điểm gãy khúc của giao tuyến là giao điểm của các 
cạnh của đa diện với mặt cong.

- Giao tuyến của hai mặt cong nói chung là đường cong ghềnh. Bậc của đường cong 
ghềnh đó bằng tích số bậc của hai mặt cong. Giao tuyến của hai mặt cong bậc hai 
nói chung là đường cong bậc bốn. Trong một số trường hợp đặc biệt, giao tuyến của 
hai mặt bậc hai là các đường cong phẳng.

+ Cách chọn mặt cât phụ trợ
No'i chung các bài toán vẽ giao tuyến của hai mặt cố thể đưa vể một trong hai bài 

toán quen thuộc sau :
“ Vẽ giao tuyến của mặt phảng với các mặt.
- Vẽ giao điểm cỉia đường thẳng với các mặt.
Ngoài ra khi vẽ giao tuyến của hai mật cong thường phải xác định một sổ điểm 

của giao tuyến (tức là các điểm thuộc cả hai mặt cong đó) nhờ phương pháp mặt cắt 
phụ trợ.

Các mặt cắt phụ trợ được chọn sao cho giao tuyến phụ của nó với các mặt cong 
là các đường dễ vẽ (như đường thẳng, đường tròn).

Theo nguyên tắc đó, mặt cắt phụ trợ được chọn tùy thuộc từng loại mặt cong như 
sau :

- Đối với mặt nốn, mặt cắt phụ trợ nên chọn là mật phẳng chứa đỉnh nón.
- Đối với mặt trụ, mặt cát phụ trợ nên chọn là mặt phẳng song song với đường 

sinh thẳng của mặt trụ.
- Đối với mặt tròn xoay, mặt cắt phụ trợ nên chọn là mặt phẳng vuông góc với 

trục xoay hoặc là mặt cầu có tâm nằm trên trục xoay.
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cẩu
(tức
mặt

lăng

- Đối với mặt cẩu, mặt cắt phụ trợ 
nên chọn là mặt phẩng chứa tâm 
hoặc là các mặt phẳng đổng mức 
là mặt phẳng song song với một 
phẳng hình chiếu).

Thí dụ ỉ: Vẽ giao tuyến của mặt 
trụ xiên (abc) vá mặt lăng trụ đứng 
(deg), (Hình 10-1).

Giải : Giao tuyến là một đường gẫy 
khíic khép kín có hình chiếu 'bằng 
hình chiếu bằng của mặt lăng trụ 
(deg) và ở trong giới hạn của hình 
bằng của mặt lăng trụ xiên (abc).

Dễ dàng suy , ra hình chiếu đứng của 
giao tuyến bàng cách gắn nó vào, các 
mặt củạ lăng trụ (abc) hoặc nói 
khác, tìm giao điềm của các cạnh 
c của mặt láng trụ (abc) với mặt 
trụ (deg) rổi tìm giao điểm của 
e và g của mặt lãng trụ 
lãng trụ (abc).

thuộc 
đíỉng 
chiếu

các
với

cách 
a và 
lăng 
cạnh
mặt(deg)

Nối các
khuất của

giao điểm xác định được và xét thấy, 
giao tuyến theo quy tắc sau :

- Chỉ nối hai giao điểm nếu chting cùng thuộc 
một mặt của đa điện 
một mặt của đa diện

thứ nhất, và cùng thuộc 
thứ hai.

- Trên một hình 
thảng của giao tuyến 
mặt đều thấy của cả

chiếu nào dơ, một đoạn 
là thấy nếu nó thuộc hai 
hai đa diện.

tuyến là đường gẫy khúcTrên hình ve,
1 3 5 4 7 2 8 
các đoạn l16ị81

Bạn đọc hãy
các cạnh của hai mặt lăng trụ trên hình chiếu 
đứng.

giao
6 1 và trên hình chiếu đứng, 
và 3] 5^! là thấy.

giải thích sự thấy, khuất của

Thí dụ 2; Vẽ giao tuyến của mật nón dỉnh s 
và mặt lăng trụ chiếu đứng (abc) (Hình 10-2).

Giải : Giao tuyến là một đường gây khúc 
khép kín co' hình chiếu đứng thuộc hình chiếu
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đứng của mặt lãng trụ (abc) và ở trong giới hạn 
của hình chiếu đứng của mặt nón.

Hình chiếu bằng của giao tuyến gốm co' cung 
parabôn 7232124282 - hình chiếu bằng của giao tuyến 
giữa mặt (ab) của lãng trụ vởi mặt nón và cung 
tròn 7252226282 " hình chiếu bằng của giao tuyến 
giữa mặt (be) của lăng trụ với mặt no'n. Các điểm 
gãy khúc 7 và 8 là giao điểm của cạnh b của làng 
trụ với mặt nón.

Trên bình chiếu bằng cung parabôn thấý, cung 
tròn khuất,

Thí dụ 3: Vẽ giao tuyến của mặt no'n đình s và 
mặt trụ chiếu đứng (Hình 10-3).

Giải : Giao tuyến là một đường cong ghềnh bậc 
bốn co' hình chiếu đứng là cung tròn lớn 1^! thuộc 
hình chiếu đứng của mặt trụ và nằm trong giới 
hạn của hình chiếu đứng của mặt nón.

Để vẽ hình chiếu bằng của giao tpyến ta có thể 
gắn một số điểm của nó vào mặt nốn. Chẳng hạn 
trên hình vẽ, các điểm 3, 4 và 5, 6 được gắn vào 
các đường tròn vĩ tuyến của mặt no'n ; các điểm 
7, 8 và 9, 10 được gắn vào các đường sinh của mặt 
nón.

Cũng có thể no'i rằng ta dằ dùng các mặt phẳng phụ trợ để xác dịnh một số điểm 
chung của hai mặt đã cho. Chẳng hạn mặt phảng bàng chứa trục của mặt trụ cắt mặt 
nón theo một đường tròn vĩ tuyến, cắt mặt trụ theo hai đường sinh. Các giao tuyến
phụ này cắt nhau tại hai điểm 3 và 4 - hai điểm thuộc giao tuyến cấn vẽ. Ngoài ra
các mặt phẳng chiếu đứng chứa đỉnh s của mặt' nón sẽ cắt cả mặt nón và mặt trụ
theo các đường sinh. Trên hình vẽ một mặt phẳng như vậy cho ta các điểm 7, 8 và
9, 10 thuộc giao tuyến.

Nối các diểm I? 2 - 3, - 5, - 9, - 2 2 - 10? - 62 - 4O - 8-2 - 12 bằng một 
đường cong trơn đều với chú ý rằng cung 32 - 72 - 12 - 8, - 42 thấy, cung còn lại 
của giao tuyến bị khuất - Các điểm 32 và 4n là hai điểm giới hạn phần thấy và khuất 
các giao tuyến trên hình chiếu bằng, chúng cũng là các điểm tiếp xúc của giao tuyến 
và đường sinh bao của mặt trụ trên hình chiếu bằng.

10.2. Bài tập

+ Giao tuyến của. hai da. diện

Bài 1 : Vẽ giao tuyến của hai lãng trụ (Hình 10-4, 10-5).

Bài 2 : Vẽ giao tuyến của láng trụ và cho'p (Hình 10-6 ; 10-7 , 10-8, 10-9. 1 0-10,
10-11),
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Hình 10 -6 Hình 10 -7 Hình 10 -«
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Bài 3 : Vẽ giao tuyến của hai chóp (.Hình 10-12, 10-13).

Ilìnti 10-11 IIÌDli 10 -12
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+ Giao tuyến của da diện và mật cong.
Bài 4 : Vẽ giao tuyến củá láng trụ và trụ (Hình 10-14, 10-15, 10-16).
Bài 5 : Vẽ giao tuyến của lăng trụ và nón (Hình 10-17, 10-18).
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mull 10 -17

Hình 10 -19
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Bài 8 : Vẽ giao tuyến của chóp và trụ (Hỉnh 10-23, 10-24, 10-25).
Bài 9 : Vẽ giao tuyến của cho'p và cẩu (Hình 10-26, 10-27)
+ Giao tuyến của hai mật cong.
Bài 10 : Vẽ giao tuyến của hai trụ (Hình 10-28, 10-29, 10-30, 10-31).
Bài 11 : Vẽ giao tuyến cũa trụ và nón (Hình 10-32, 10-33, 10-34).
Bài 12 : Vẽ giao tuyến của trụ và cầu (Hình 10-35, 10-36).
Bài 13 : Vẽ giao tuyến của trụ và một phần của xuyến (Hình 10-37, 10-38, 10-39).
Bài 14 : Vẽ giao tuyến của trụ và elipxôit (Hình 10-40, 10-41).
Bài 15 : Vẽ giao tuyến của non và cầu (Hình 10-42, 10-43, 10-44, 10-45).
Bài 16 : Vẽ giao tuyến của nón và xuyến (Hình 10-46, 10-47).
Bài 17 : Vẽ giao tuyến của cầu và xuyến (Hình 10-48).

Ilìnli 10 -25 Hình 10-26
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Hình 10-28 k

Hình 10 -30Hình 10 -29
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ilình 10 -34
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Hình 10 -39

Hình 10 -41
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CHƯƠNG 11

KHAI TRIỂN CẤC MẶT

11. 1. Các thí dụ

Khai triển một mặt là trải mặt đó lên trên một mặt phẳng. Vấn để cơ bản của bài 
toán vẽ hình khai triển của một mặt là xác định hình gốc (hình thực) của mặt đó.

Thí dụ Ị'. Vẽ hỉnh khai triển của lãng trụ cụt ABCD. A’B’C’D* (Hình 11 - 1)..

Giải : Vì các cạnh bên của lăng trụ song song với mặt phẳng hình chiếu, đứng nên 
độ dài của chúng đã biết : AA’ = AjA’p BB’ = BjB’p cc* = CjC’p DD’ = DịD’p

Để vẽ hình khai triển các mặt xung quành của lăng trụ này ta co' thể làm như 
sau :

- Xác định hình gốc (độ lớn) của một tiết diện thẳng của lãng trụ. ở bài này, đáy 
ABCD của lăng trụ nằm trong mặt phẳng chiếu đứng íì vuông góc với các cạnh bên 
nên chính ABCD là một tiết diện thẳng của lãng trụ đã cho. Hình gốc của nó là 
A1B,C2D2 được vẽ bằng cách chập mật phẳng vào íp2 quanh vết bằng v^ của nó.

- Trên đường thẳng 1 đặt lẩn lượt các đoạn thẳng AOBO = A2B2, BOCO = B2C2, 
CnDo = C2D2 và DOA() = D2A2- Vẽ qua các điểm Ao, Bo, Cu, Do các đường thẳng vuông 
go'c với 1 và đật trên đo' các đoạn AOA’O = ApA’p BOB’O = BjB’p COC’O = C|C’| và

= DjD’p

Hình khai triển mặt xưng quanh của láng trụ là hình phẳng hợp bởi bôìì hỉnh thang 
vuông A„B„B’OA’" BOCOC(,B’O, và D.AAoD’.,"

Hợp của hình khai triển mặt xung quanh của lãng trụ và hình gốc cua hai đáy là 
hình khai triển của toàn bộ mặt lăng trụ.

Để dựng hình gốc của hai đáy cần phải dựng một trong hai đường chéo của chúng.

Chií ý : - Để xác dịnh hình gốc cúa các mặt xung quanh của lãng trụ ta cũng có thể 
quay từng mặt bên quanh các cạnh bên là các đường mặt tới vị trí song song vói (pl.

- Nếu các cạnh bên của lãng trụ có vị trí bất kì thì có thể dùng các phép biến 
đổi hình chiếu để đưa chúng đến vị trí song song với một mặt phẳng hlnh chiếu rổi 
thực hiện việc khai triển nhií trên.

Thí dụ 2: Vẽ hình khai triển của một nón xiên đỉnh s, đáy tròn (Hình 11 — 2).
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Giải : Mặt xung quanh của nón là mặt khai triển. Tuy nhiên để cho việc vẽ hình 
khai triển được thuận tiện ta sẽ khai triển gần đúng mặt xung quanh của nón. Cách 
làm như sau :

- Vẽ mặt chóp s. ABCDEFGH nội tiếp mặt nón, đáy chóp là bát giác đều nội tiếp 
hình tròn đáy nón.

- Vẽ hình khai triển mặt xung quanh của chóp bằng cách xác định hình gốc của 
các mật bền SAB, SBC, ..., SHA... ở đây đáy chóp nằm trên mặt phẳng hình chiếu 
bằng ỈP2 nên độ dài các cạnh đáy đã biết. Để tìm độ dài các cạnh bên của mặt cho'p 
ta có thể quay chúng quanh đường thẳng chiếu bằng i đi qua đỉnh s đến vị trí song 
song với (íp1).

Hình khai triển mặt xung quanh của mặt chóp là hình phẩng hợp bởi các tàm giác 
S.,A„Bd, SoBnC„, S0C0D0, SODC,E,„ S„EOFO> SoFog‘, S„G(,HO và SOHOAO. 97
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Qua các điểm Eo, Do, Co, Bo, Ao, H()) Go, Fo, Eo vẽ một đường cong trơn ta sẽ 
được hình khai triển gẩn đúng của mặt xung quanh của ndn. Hợp của hình náy và 
hình gốc cùa đáy nón là hình khai triển của mặt nón.

I
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Hình 11-6 Hình 11-7
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Chú ý : - Mặt phẳng (SAE) là mặt phẳng đối xứng chung của nón và chóp nội tiếp 
nên chỉ cần vè hình khai triển của một nửa mặt xung quanh của chúng rồi suy ra 
nửa còn ỉại nhờ phép đối xứng.

- Độ dài các cạnh đáy của mặt chóp nội tiếp càng nhỏ (tức là số cạnh của đa giác 
đều nội tiếp đường tròn đáy nổn càng nhiểu) thl hình khai triển gần đúng của mặt 
xung quanh của nón càng chính xác.

11. 2. Bài tập,
Bài 1 : Vẽ hlnh khai triển của các mật sau :
a'- Lăng trụ (Hình 11-3)
b“ Chóp (Hình 11-4)
c- Chóp*cụt (Hình 11-5)
d- Trụ cụt (Hlnh 11 - 6 a, b)
e- Nón cụt (Hình 11-7).
Bài 2 : Vẽ hình khai triển cùa phẩn còn lại ở phía dưới mặt phẳng cất Q sau khi 

bị cắt bởi mặt phẳng này của các mặt dưới đây.
a- Chóp (Hình 8-6)
b- Lãng trụ (Hình 8-12)
c- Nón (Hlnh 8-16)
d- Trụ (Hình 8-17).
Bài 3 : Vẽ hình khai triển của hai mặt kèm giao tuyến của chúng :
a- Làng trụ và chóp (Hình 10 - 6, 10 - 9, 10 - 11).
b- Chóp và trụ (Hình 10 - 23, 10 - 25). .
c- Trụ và nón (Hình 10 - 32)
d- Trụ và trụ (Hình 10 - 30, 10 - 31).
Bài 4 : Vẽ hình khai triển của các mặt chuyển tiếp, (Hình 11 - 8a, b, c).
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CHƯOlịỊG 12

HÌNH CHIẾU TRỤC ĐO

12. 1. Các thí dụ
Khi vẽ hình chiếu trục đo của các vật thể cẩn chú ý các vấn đê sau :
4- Trong kĩ thuật người ta thường dùng 5 loại hình chiếu trục đo (TCVN 11 - 78) 

sau, (Hình 12 - 1):
a- Hình chiếu trục, đo Vuông góc đểu, p = q =1 r = 1
b- Hình chiếu trục đo vuông góc cân, p = r = 1; q = 0,5
c- Hình chiếu trục đo (xiên góc) đứng đều, p = 1 = r = 1,
d- Hình chiếu trục đo (xiền góc) đứng cân, p = ,r = 1; q = 0,5
e- Hình chiếu trục đo (xiên góc) bang, đểu, p = q = r = 1
ở đây p, q và r lẩn lượt là hệ số biến dạng theo các trục X, y và z.
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+ Để hình chiếu trục đo của vật thể co' tính 
trực quan và đẹp cẩn phải :

- Chọn loại hình chiếu trục đo thích hợp
- Chọn hướng nhìn hợp lí (tức là đặt vật thể Q 

cần biểu diễn ở VỊ trí hợp lí trong hệ trục tọa độ).
+ Hình chiếu trục đo của đường tròn thường 

là elỉp. Biết hai đường kính liên hợp. AB và CD 
của elip, người ta có thể vẽ elip bằng phương 
pháp 8 điểm (hoặc phương pháp hlnh bình hành) 
như sau (Hình 12 - 2).

- Vẽ hình bình hành MNPQ nhận AB và CD là hai đường trung bình.
- Vẽ tam giác vuông .cân cổ cạnh huyễn là “■ cạnh nào đố của hình bình .hành, thí 

dụ tam giác vuông cân DJQ.
- Vẽ cung tròn tâm D, bán kính ĐJ và xác định các giao điểm E và F của cung 

tròn này với cạnh PQ của hình bình hành.
“ Qua E và F vẽ 

I, K của chúng với 
hai đường chéo của 
hình bình hành.

- Vẽ elip qua 8 
điểm A, B, c, D, G, 
H, I, K.

+ Trên hình chiếu 
trục đo người ta 
thường không thể 
hiện phần khuất của 
vật thể. Đối với các 
vật thể có cấu tạo 
rỗng người ta dùng 
hình cắt trục đo để 
thể hiện các phẩn rỗng 
đó (Hình 12 - 6b).

Trên hình cắt trục 
đo người ta dùng các 
mặt phẳng song song 
(hoặc trùng) với các 
mặt phẳng tọa độ để 
cắt bỏ một cách tưởng 
tượng một phần của 
vật thể cần biểu diễn.

cảc đường thẳng song song vởi CD và tim các giao điểm G, H,

Hình 12-3
Thí dụ í: Cho một 

tấm phẳng nằm trong 
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mặt phẳng hình chiếu bằng fp2. Vẽ hình chiếu trục đo vuông go'c đều của tấm phẳng 
đó (Hình 12-3).

Giải : Chọn một hệ tọa độ OXYZ sao cho (XOY) = (6P2) và hai trục ox, OY chứa 
hai cạnh của tấm

Vẽ hỉnh chiếu
AB’C’D’ với A’B’

Cạnh vát E’F’
Chỗ lõm gồm một phần là hình chữ nhật co' hình chiếu trục đo là hình bình hành 

G’H’K’L’ và một phần là nửa đường tròn co' hình chiếu trục đo là một nửa elip HTK’.

phẳng (Hình 12 - 3, a).
trục đo của hỉnh bao ngoài của tấm phầng, đó là hỉnh bình hành 
= A2B2 và A’D’ = A^.
có thể xác định nhờ hai kích thước C*E’ = C2E2 và C’F’ = C2F2-

hai hinhThí dụ 2: Cho 
chiếu thẳng góc của một 
vật thể. Vẽ hình chiếu trục 
đo vuông góc đễu của vật 
thể đo' (hình 12-4).

Giải : - úựng hình 
chiếu trục đo của hlnh 
chiếu bằng của vật thể 
(như thí dụ

- Lần lượt dựng độ cao 
của hai bộ phận tạo thành 
vật thể đã cho bằng cách 
tịnh 
hỉnh 
hỉnh 
phận
tương ứng.

Zr ----

1).

tiến theo trục O’Z’ 
chiếu trục đo của 
chiếu bằng các bộ 
đó lên các độ cao

Thí dụ 3: Cho hình chiếu 
thẳng go'c của một hình 
lập phương (Hình 12 - 5,a). 
Hãy chọn loại hình chiếu 
trục đo hợp lí và vẽ hình 
chiếu trục đo của nớ.

Giải : Hỉnh chiếu trục 
đo vuông góc đều của hình 
lập phương không cho ta 
cảm giác là một hình biểu 
diễn nổi (Hình 12 - 5, b). 
Trong trường hợp náy nên 
dùng loại hình chiếu trục 
đo vuông góc cân (Hình 
12 - 5, c).

2

Hình 12-4
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ỉ

song nhau. Tà sẽ chọn loại hình chiếu trục đo đứng đều (hoặc đứng cân) và đặt vật 
thể trong hệ trực tọa độ sao cho* trục OY song song với trục của các hình trụ. Khi 
đó hình chiếu trục đo của cậc đường tròn đáy của các hình trụ vẫn là các đường tròn 
(Hình 12 - 6, tộ. ở đây dùng hình cắt trục đo để thể hiện rõ cấu tạo của vật thể.

Thí dụ 5: Cho hỉnh chiếu thẳng, góc của một hỉnh trụ cụt cố lổ rỗng hình lăng trụ 
đáy vuông (Hình 12 - 7). Hãy vẽ hình chiếu trục đo hợp lí của nó.

Hình 12-6 (a,b)

104



Hình 12-7

Giải : Vì đáy của 
lăng trụ là hình vuông 
nên ta dùng loại hình 
chiốu trục đo vuông góc 
cân để không có mặt 
bên nào của lăng trụ 
bị suy bịến. Hình chiếu 
trục đo của đường tròn 
đáy dưới của trụ là một 
elip, vẽ bằng phương 
pháp 8 điểm. Hình 
chiếu trục đo của elip 
đáy trên của trụ cũng 
là một elip. Hai đường 
kính liên hợp . của nó 
là A’ B’ và C’ D* dễ dàng 
được xác định bằng 
cách đặt lẩn lượt trên 
các đường sinh vẽ qua 
A’, B’, c* và VD’ các

đoạn A’A’ = AjAp B*B’ = BpBp C’C’ = CỈC1 và D’D* = DfDp Đáy trên của lăng trụ 
là M’N’P’Q’, xác định bằng cách tìm giao điểm củạ A’B’ và C’D’ với các cạnh bên 
tương ứng của lăng trụ.

Để thể hiện lỗ rỗng hình lăng trụ người ta dùng hình cắt trục đo. Ở đây dùng các
mạt phẳng tọa độ trục đo X’O’Z’ và Y’O’Z’ để tưởng tượng cắt bỏ một phần của vật 
thể hướng vể phía người quan sát.

Thí dụ 6: Cho hình chiếu trục đo của hai mặt trụ (Hình 12 - 8). Vẽ giao tuyến của chúng.
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Giải : Để xác định các điểm của giao tuyến ta dùng các mặt phẩng phụ trợ song 
song với trục của cả hai mặt trụ để giao tuyến phụ của mặt phảng phụ trợ với hai 
mặt trụ là các đường sinh. Đó là các mặt phẳng song song với mặt phẳng tọa độ 
X’O’Z’. Chẳng hạn dùng mặt phẳng {R ta xác định được các điểm 1’ và 2’ của giao 
tuyến. Các mặt phảng fpvà ữỉ tiếp xúc với mặt trụ nằm ngang cho ta điểm gần nhất 
3’ và xa nhất 4’ '.của giao tuyến theo hướng nhìn song song với trục O*Y’.

Giao tuyến là đường cong ghềnh bậc bốn.

Bài 1 : Dựng hình chiếu trục đo vuông góc đều của đoạn thẳng AB, (Hình 12 - 9).
Bài 2 : Vẽ các vết của mặt phẳng íó (AB // CD), (Hình 12 - 10).
Bài 3 : Tìm giao điểm của đường thẳng AB và mặt phảng (C, D, E), (Hình 12 “ 11).
Bài 4 : Tìm giao tuyến của mặt phẳng với mặt lăng trụ. (Hình 12 - 12).
Bài 5 : Tỉm giao tuyến của mặt. phẳng íì với mặt nón tròn xoay, (Hình 12 - 13).
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Bài 6 : Vẽ giao tuyến của mạt cho'p và mặt lâng trụ, (Hình 12 - 14).
Bài 7 : Cho hình chiếu thẳng góc của một hình hộp chữ nhật và một mặt nón tròn 

xoay, (Hình 12 - 15).
Vẽ hỉnh chiếu trục đo của hai 

mặt đó và giao tuyến của chúng.

Hình 12 - 15Hình 12 - 14

Bài 8 : Cho 
hình chiếu trục

hình chiếu thẳng gđc của hai mặt trụ tròn xoay 
đo vuông góc đều của hai mặt trụ và giao tuyến

(Hình 12 - 16), Vẽ 
của chúng.

Bài 9 :
chiếu trục

Cho hình chiếu thẳng góc của một vật thể 
đo hợp lí và vẽ hình chiếu trục đo của vật

(Hình 12 - 17). Chọn loại hỉnh 
thể đó.

Hình 12 - 17
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Bài 10 : Vẽ hình chiếu trục đo vuông go'c cân của các vật thể cho trên hình 12 - 18, 
trên đó có dùng hình cắt trục đo.

Hình 12-1«
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PHÀN HAI

HƯỚNG DẪN

chường 1

PHÉP CHIẾU

Bài 1 : Hình chiếu xuyên tâm từ s lên mặt phẳng íP cùa đường thẳng a có thể 
xác định bằng hình chiếu của 2 điểm thuộc nó, chảng hạn : điểm A’ - hình chiếu của 
A = a n (íp) với A’ = A và điểm c - hlnh chiếu của điểm vô tận của a. Do đó hình 
chiếu của a là a* (CA).

Tương tự như vậy hình chiếu của b là b’ (CB).
a’ // b’ khi c là điểm vô tận của (íp), nối một cách khác là a, b và c phải song 

song vối (íP).
Bài 2 và Bài 3: Dùng tính chất của phép chiếu song song : Phép chiểu song song 

bào tồn tl số đơn của 3 điểm thẳng hàng và bảo tổn tính song song của 2 đường 
thẳng.

Bài 4 : Hinh chiếu song song của đường tròn nội tiếp hình vuông ABCD là elip 
nội tiếp hỉnh bình hành A’B’C’D’ - hình chiếu song song của hình vuông nói trên . 
Ngoài 4 điềm tiếp xúc của elíp với 4 cạnh của hình bình hành, có thể xác định thêm 
4 điểm của elip nằm trên 2 đường chéo của hlnh bình hành -hình chiếu của 4 điểm 
thuộc đường tròn đã cho nằm trên 2 đường chéo của hình vuông.

Qua 8 điểm vừa xác định được vẽ một đường cong trơn đểu nhận 4 cạnh của hlnh 
bình hành lá các tiếp tuyến.

Bài 5: Gọi M = AB n CD và N = AD n BC.
Để hình chiếu của ABCD từ s lên (íP) là hình bình hành thì hình chiếu của M và 

N phải là các điểm vô tận của ((p). Suy ra ((p) phải song song với SM và SN.
Bài 6: a - Tâm chiếu s có thể chọn là một điểm tùy ý không thuộc mặt phẳng 

của ABCD. Mặt phẩng hình chiếu p được xác định như ở bài 5.
b- Để hình chiếu của ABCD là một hình chữ nhật, ngoài điều kiện cẩn thỏá mãn 

như ở câu a- thì hai hướng AM và AN phải được chiếu thành hai hướng A’M’co và 
A’N’oo vuông góc nhau. Suy ra S phải nhìn đoạn MN dưởi một góc vuông.

c- Để hlnh chiếu của ABCD là một hình vuông, ngoài điều kiện phải thỏa mãn như 
ỏ câu b- , hai đường chéo AC và BD phải được chiếu thành hai đường thẳng A* C’ 
và B’D’ vuông góc nhau. Suy ra s phải nhìn đoạn IK dưới một góc vuông, ở đó :

I = AC n MN
K = BD n MN
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Bạn đọc tự kết luậi) về quỹ tích của tâm chiếu s.
Bài 7: Gọi X = Ox íì (fp) và Y = Oy n (fP) và O’ là hinh chiếu song song ; của 

o lên (íP). Nếu hình chiếu XO’Y của góc xOy là một góc vuông thì 0’ nhìn đoạn 
thẳng XY dưới một gốc vuông.

Bạn đọc suy ra quĩ tích của các hướng chiếu cần tìm.
Giả sử Oy H (íP), nói khác đi Oy cắt (fP) tại điểm Yw. Khi đó đường tròn dường 

kính XYm trở thành đường thằng đi qua X và vuông góc với XYoo.
- Giả sử Oy// (fp) và xOy = 90°. Bạn đọc hãy chứng minh các hướng chiếu cần 

tìm thuộc mặt phẳng vuông góc với Oy tại 0.

CHƯƠNG 2

BIỂU DIỄN ĐIỂM - ĐƯÒNG ThẲNG - MẶT PHANG

2.1. Điểm

Bài 3 : Điểm A G ( íp1) —* độ xa của nó là yA = 0 . Điểm B ỄE (íP2) —* độ cao
của nổ là = 0 . Điểm c G mặt phẩng phân giác của góc tư I và III —* y c = zc

Bạn đọc tự suy ra vị trí của trục hình chiếu trong mỗi trường hợp.
Bài 4: Hình chiếu đứng của A và hình chiếu bằng của B phải , ở 2 phía khác nhau

và cách đều trục hình chiếu,
Bài 5: Theo hình biểu diễn của điểm A xác định được trục hình chiếu X, từ dó vẽ 

hình chiếu bằng của điểm B với chú ý lá các điểm thuộc mặt phẳng phân giác của 
các go'c tư I và III có hai hình chiếu đổi xứng nhau qua trục X.

Bài 6 : Trục hình chiếu cần tìm là tiếp tuyến chung trong của hai đường tròn bán 
kính bàng 15mm và có tâm lẩn lượt là Af và B2 . Bài toán cố hai nghiệm.

Dễ dàng thấy rằng các hình chiếu của A và B] của B phải nằm trên trục hình chiếu.
Bài 7 và Bài 8: Vẽ hình chiếu cạnh của các điểm dựa vào các nhận xét sau :
- Hình chiếu đứng và hình chiếu cạnh của một điểm nằm trên một đường gio'ng 

ngang song song với trục hình chiếu X.
~ Đô xa của một điểm được thể hiện ở khoảng cách từ hình chiếu bằng của nó tới 

trục X hoặc từ hình chiếu cạnh của nó tới trục z.
Nếu độ xa của một điểm là > 0 thì hình chiếu bằng của nó nằm phía dưới của 

trục X và hình chiếu cạnh của nó nằm bên phải trục z.

2.2. Đường thẳng

Bài 11: a- Điểm co' 2 hình chiếu trùng nhau của PQ là điểm vừa thuộc PQ vừa 
thuộc mặt phẳng phân giác của các góc tư II và IV
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b- Điểm có 2 hình chiếu đối xứng nhau qua trục X của PQ là điểm vừa thuộc PQ 
vừa thuộc mặt phẩng phân giác của các góc tư I và III.

Có thể dùng hình chiếu cạnh để xác định các điểm đó.
Cũng có thể áp dụng phép chiếu song song như sau :
a - Chọn một hướng chiếu tùy ý 1 (Ip 12) và niột mặt phẳng hình chiếu tùy ý, 

chẳng hạn mặt phẳng phân giác của góc tư II và IV.
Chiếu song song PQ theo hướng 1 lên ta có POQO ■ Giao điểm của POQO với đường 

gióng chứa hai hinh chiếu của PQ là điểm co' hai hình chiếu trùng nhau, của PQ.
b- Cũng chiếu song song như trên đường thẳng P’Q’ có các hình chiếu P’iQ’1 và 

P*2Q’2 đối xứng nhau qua trục X, ngoài ra P^Q’j = PiQp Hlnh chiếu nhận được của 
P’Q’ là P’OQ’O.

Bàng phép chiếu song song ngược lại từ giao điểm của POQO và 'P’oQ’n suy ra điểm 
có hai hình chiếu đối xứng nhau qua trục X của PQ.

Bạn đọc tự giải thích ý nghĩa cỉia cách làm nói trên.
Bài 13 a- Đường thẳng cần vẽ là một đường mặt. Trước tiên vẽ hình chiếu băng 

của nó - đường thẳng song song và cách trục hình chiếu một khoảng bằng độ xa cho 
trước.

b- Đường thẳng cần vẽ là một đường bằng . Trước tiên vẽ hình chiếu đứng của nó 
- đường thẳng song song và cách trục hình chiếu X một khoảng bằng độ cao cho trước.

c- Tìm điểm nằm trên mặt phẳng phân giác thứ hai của p và q rồi nối bằng đường 
thầng .

Bài 14: a - Chú ý rằng p là đường thẳng chiếu đứng. Đường thẳng cần vẽ có hình 
chiếu dứng đi qua các điểm Aị và pj.

b- p là đường thẳng chiếu bằng . Đường thẳng cần vẽ có hình chiếu bằng đi qua 
các điểm A2 và p2.

Bài 15: Dựng đường thẳng cạnh NM// PQ, ở đo' điểm N. e a. Như vậy từ hình 
chiếu đứng M! N! và hình chiếu bằng N2 đã có , dễ dàng vẽ được hình chiếu bằng 
M2 của M với chú ý là để cho 2 đường cạnh MN và PQ song song thì 2 đường thẳng 
NP và MQ phải đổng phẳng (song song hoặc cắt nhau).

Bài 16 : Vẽ hình chiếu bằng M2N2 của đường thẳng MN// a, ở đó N2 £ P2Q2' Xác 
định Nị G PjQt rái suy ra hình chiếu đứng MtN| của MN.

Bài 17 : a- Đường thẳng cần vẽ là một đường thẳng mặt, hình chiếu bằng qua 
điểm b2 và song song với trực hình chiếu.

b - Đường thẳng cần vẽ cố hình chiếu bằng song song vói c2 và qua điểm b2.

2.3. Mặt phẳng
Bài 20 : Đường thẳng cần vẽ phải song song với đường bằng hoặc vết bằng của 

mặt phẳng .
Bài 21 : Mặt phẳng Q, cần dựng cố thể được xác định bằng 2 đường thẳng cắt 

nhau tại điểm A và lần lượt song song với p và q.
Bài 22 : a- AịBl // V&.
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b- và c- Vẽ trong mặt phẳng Qí một đường thẳng có hình- chiếu dứng song song 
(hoặc trùng) với hình chiếu đứng của AB.

Bài 23: Dùng các điẽu kiện liên thuộc của điểm và đường thẳng với mặt phẳng.

Bài 25: a_ VQ - a !
b_ vẩ - a2
c- Các vết của (Qj ) là đường thẳng nối vết đứng và vết bàng của đường thẳng a.
Bài 27 : Vẽ trong mặt phẳng Q> hai đường thẳng lẩn lượt song song với hai cạnh 

nào đó của tam giác ABC.
Bài 28: Đường thẳng cẩn vẽ là đường thẳng nối M với điểm đồng quy của hai vết 

của mặt phẳng (M, a) và trục X.
Bài toán dưa tới việc vẽ vết của mặt phẳng này .

CHƯƠNG 3

CÁC BÀI TOÁN VÈ VỊ TRÍ

Bài 4 : Đường thẳng cần vẽ song song với giao tuyến của hai mặt phẩng fpvà Q> .
Bài 5: Qũy tích cần tìm là giao tuyến của hai mặt phẳng ( A, p) và (B, q).

Bài 6: Đường thẳng cẩn vẽ sẽ đi qua giao diểm của đường thẳng d với mặt phẳng 
dựng qua M và song song với mặt phẳng (P đã cho.

Bài 7: Cách làm tương tự như ở bài 6 nhưng phải tìm giao điểm của đường thẳng 
d lần lượt với các mặt phẳng dựng qua M và song song với mặt phằng phân giác của 
góc tư II và IV rổi góc tư ĩ và III.

Bài 8 : Qua giao điểm của 2 vết đứng của (íp) và (Q> ) vẽ giao tuyến của chúng 
song song với d (dp d2). Tìm vết bằng của giao tuyến đó và suy ra các vểt bằng của 
((p) và (Qí ).

Bài 9 : Trong một trong hai mặt phẳng đã cho vẽ một đường thẳng song song với 
đường thẳng d rổi suy ra vết còn lại của mặt phẩng đó.

Bài ỊO : Để cho giao tuyến của (íp) và (Q> ) lá một đường bằng thì các vết bằng 
của chúng phải song song nhau . Tìm các vết của đường thẳng d và suy ra các vết 
của mặt phẳng íỉ> .

Bài Í1 : Dựng qua AB một mặt phẳng song song với trục hình chiếu và tìm giao 
điểm của đường thẳng d với mặt phẳng đo'.

Bài 12 : Tìm các giao điểm của hai đường thẳng b và c với mặt phẩng dựng qua 
A và song song với mật phẳng (P đã cho.

Bài 13 : Đường thẳng cần vẽ là đường thẳng nối giao điểm của d với mặt phẳng 
(P vá điểm vết chân chung của (fp).
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Bài 14: Đường thẳng cẩn dựng là giao tuyến của hai mặt phẳng ( M, p) và (M, q). 
Dó cũng là đường thẳng nối điểm M với giao điểm của p (hoặc q ) với mặt phẳng 
(M, q) (hoặc mặt phảng (M, p)).

Bạn đọc cũng có thể giải bài này nhờ phép chiếu xuyên tâm hoặc phép chiếu song 
song.

- Dùng phép chiếu xuyên, tâm : Chọn M làm tâm chiếu và mặt phẳng hlnh chiếu 
co thể . .là (íp1) hoặc íP2, hoặc ếý ...) . Vẽ hình chiếu của p và q từ M lên mặt phẳng 
hình chiếu đã chọn. Giao điểm của các hình chiếu của p và q là hình chiếu cùa đường 
thẳng cần dựng. Bằng phép chiếu ngược lại dễ dàng suy ra đường thẳng cắt cá p và 
q, đi qua M.

- Dùng phép chiếu song soưg : Chọn hướng chiếu song song với ,một trong hai đường 
thẳng đã cho, chẳng hạn song song với p. Chiếu cả p, q và M lên một mặt phẳng nào 
đó (fp1), (P2 hoặc^... ). Khi đó hình chiếu của p là một điểm . Đường thẳng nổi hình 
chiếu của p và của điểm M sẽ cắt hlnh chiếú củá q. Nhờ phép chiếu song song ngược 
lại sẽ suy ra đường thẳng cẩn vẽ.

Bài 15: Đây là một trường hợp của bài tập (Bài 14) khi M là một điểm ở xa vô 
tận biểu diễn bằng đường thẳng d.

Đường thẳng cẩn vẽ là giao tuyến của hai mặt phẳng lần lượt dựng qua p và q và 
cùng song song với đường thẳng d.

Cũng có thể no'ỉ rằng đó là đường thẳng song song với d vẽ trong mặt phẩng dựng 
qua p (hóặc q), song song với d và đi qua giao điểm của q (hoặc p) với mặt phẳng 
dựng ở trên.

Bài 16 : Bóng của AB đổ lên các mặt phẳng hình chiếu sẽ thuộc giao tuyến của 
mặt phảng tia sáng chứa AB với hai mặt hình chiếu.

CHƯƠNG 4

CÁC BÀI TOÁN VỀ LƯỢNG

Bài 2 : b- Quỹ tích (tập hợp) của B2 là một đường tròn tâm A2. Quĩ tích (tập 
hợp) của Bj là một đoạn thẳng song song với trục x và co' độ dài bằng đưòng kính 
của đường tròn trên.

Bài 4 : Dựng tam giác vuông có go'c nhọn bằng 30° và cạnh đối diện với go'c đo' 
bàng hiệu độ xa của hai điểm A, B. Cạnh góc vuông thứ hai là độ dài của đoạn thẳng 
AB.

Bài 6 : Đỉnh D nằm trong mặt phẳng qua A và vuông go'c với đường thẳng AB.
Bài 8 : Vẽ đoạn thẳng AH ± m ( H G m) và đặt trên m các đoạn thẳng 

HB = HC = AH.
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Bài 13: Dựng mặt phẳng chứa đường thắng m và song song với đường thẳng n 
rổi tìm khoảng cách từ một điểm bất kì thuộc n đến (Q> ) .

Bài 16 : Vẽ đường dốc nhất AB của so với (íP2) với A nằm trên vết đứng và 
B nằm trên vết bằng.

Bài 17: Lấy một điểm A G V&. Dựng một tam giác vuông cố đỉnh góc vuông là 
A?, một cạnh gtíc vuông bậng đoạn ApAz và góc đổi điện vớỉ cạnh này là 30°. Vết 
bằng của (Q> ) là tiếp tuyến của đường tròn tâm A2, bán kính bằng cạnh góc vũông 
thứ hai của tam . giác trên.

Bài 18 : Đường thảng cần đựng là giao tuyến của hai mặt phẳng qua A : một mặt 
phẳng vuông góc với b và một mật phảng song song với (Q> ).

Bài 19 : Tìm vết đứng A vá vết bằng B của đường dốc nhất đã cho. Vết bàng của 
mặt phảng cần dựng là đường thẳng qua B và vuông góc với A^z.

Bài 20 : Gọi B là vết bằng của đựờng thẳng cán dựng . Tỉm độ dài 1 của hình 
chiếu bằng A2B2 của đoạn thẳng AB.

Hình chiếu bằng B2 của điểm B là giao điểm của đường tròn tâm A2, bán kính 1 
với đường thẳng là ảnh củá X trong phép tịnh tiến theo véc tơ A^. ,

CHƯƠNG 5

CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI HỈNH CHIẾU

Bài 10: Thay liên tiếp các mặt phẳng íp1 và (P2 để m trở thành đường thẳng chiếu 
bàng. Khi đó hình chiếu bằng của A nàm cách hình chiếu bàng của m ( đã suy biến 
thành một điểm) một đoạn bằng 25 mm.

Bài 11: Thay liên tiếp hai mặt phẳng hình chiếu để một trong hai đường thẳng 
trở thành đường thẳng chiếu.

Bài 13: Giả sử chọn phép thay mật phảng hình chiếu đứng íp1 bằng fp1. Cần xác 
định trục X = fP2 n ỈP1. Gọi A là vết bằng cùa m, B là. 1 điểm bất kl thuộc m và 
độ cao của B là a.

a- và c.- Trục X là đường thẳng đi qua A2 tiếp xúc với đường trờn (B2, a)

b - Trục X là đường thẳng đi qua B2 và tiếp xúc với đường tròn (A^a).

Bài 16: Chiếu m và n theo phương m lên (íp2) . Hlnh chiếu phụ của A là A’ trùng 
với hỉnh chiếu phụ m’ của m (đã suy biến thành một điểm)^Hlnh chiếu phụ của B là 
giao điểm B’ của n’ (hình chiếu phụ của n ) với đường tròn tâm A’, bán kính bằng 
2ỗmm.
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CHƯƠNG 6
BIỂU DIỄN ĐƯÒNG CONG VẰ CÁC MẶT

Bài 3: Mỗi cặp đường kỉnh liên hợp của elíp (e) có hình chiếu bàng là một cặp 
đường kính vuông góc của đường tròn tâm O2 (là hỉnh chiếu bằng của (e)) và cố hình 
chiếu đứng là một cặp đường kính liên hợp của elíp hỉnh chiếu đúng của (e),

Bài 4: AABC nầm trong mặt phẳng qua A và vuông gtíc với AA’.
Bài 5; Điểm cao nhất và thấp nhất của (v) nằm trên đường dổc nhất của (Q> ) so

với mặt phẳng hình chiếu bằng và đi qua o. Điểm gần nhất và xa nhất của (v) nằm
trên đường dốc nhất của (v) so với mặt phẳng hình chỉếu đứng và đi qua 0.

Có thể dùng phép biến đổi để có hình thực của (v).
Bài 6: Chân đường cao của hỉnh chóp kẻ từ s là trực tâm của AABC. Có thể giải

bài toán bằng cách chập mặt bên của hình chóp vào mặt đáy.
Bài 7: Quay 1 quanh t đến tận vị trí // íP'.Vẽ một số vĩ tuyến của (3ì), chẳng hạn 

vĩ tụyến cao và thấp nhất, vĩ tuyến lớn nhất (xích dạo) và nhỏ nhất (đường yết hầu),.. 
Sau đđ vẽ các kinh tuyến chính của (ÍẼ) - hợp hai vị trí song Song với (P1 của 1..ĐÓ 
chính là dường bao quanh hình chiếu đứng của (ÍÊ).

Bài 8: Gán điếm M vào vỉ tuyến của (ÍẼ). Chií ý : vĩ tuyến của (Sì) nàm trong mặt 
phẳng chiếu đứng.

BfrỊ 10: Đáy hình trụ (ỈẼ) qua điểm A là hỉnh tròn nằm tròng mặt phẳng chiếu 
đứng qua Ạ vuông góc với m và có tâm là giao điểm của m vớỉ mặt phảng nói trên.

Bài 13: Gọi s là điểm thuộc (Qí ). (Q» ) là mặt phẳng tiếp xúc với mặt nón tròn 
xoay đinh s và co' đường sinh là những đường thảng hợp với mặt phảng hình chiếu 
bằng một góc 45°.

Bài 17: Đặt trên bđn tia Sa, Sb, Sc và Sd các đoạn thẳng SA = SB = sc = SD. 
Chỉ tồn tại mặt nón tròn xoay khi hai điều kiện sau được thỏa mãn :

- 4 điểm a; B, c, D nằm trên một đường tròn (v)
- s nằm trên trục của (v)

CHƯƠNG 7
MẶT PHẲNG TIẾP XÚC VỚI MẶT CONG

Bài 1: Bán kính của mặt cầu cần tìm có chiểu dài bằng khoảng cách từ tâm o 
đến mặt phảng (P

Bài 2: Đường sinh tiếp xúc của mặt nón cần tìm với mặt phẳng là đường dốc 
nhất đối với mặt phẳng hình chiếu bằng của mặt phẳng Q> . Tất nhiên đường dốc nhất 
đó phải đi qua giao điểm của đường thẳng d với mặt phẳng
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Bài 3: Mặt phẳng cần dựng phải chứa đưòng thẳng b đi qua đính nón và song song 
với đường thẳng a. Mặt phẳng đó cũng phải chứa một tiếp tuyến của đường cong đáy 
nón. Vì vậy, qua giao điểm I của đường thẳng b với mặt phẳng đáy nón ta vẽ tiếp 
tuyến IM với đường cong đáy nón. Mặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng b và IM 
chính là mặt phẳng cần thn.

Bài toán chỉ cỗ nghiệm khi vẽ dư de tiếp tuyến IM, và số tiếp tuyến của đường cong 
đáy no'n vẽ qua I cho ta số nghiệm của bài toán.

Bài 4: Vẽ mặt phẳng song sóng với đường bằng của mật phảng íPvà tiếp xúc với 
mặt nón (xem bài 3). Các đường sinh tiếp xúc của các mặt phẳng đó với mặt no'n sẽ 
chứa điểm cao nhất và điểm thăp nhất của giạo tuyến giữa mặt phẳng ípvă mặt nón.

Bài 5: Trước hết, dựng mặt non ngoại tiếp mặt cầu, cố trục song song với trục 
mặt no'n đã cho và đổng dạng với mặt nón đó. Như vậy, mặt phảng cần dựng sẽ chứa 
đường thẳng đi qua hai dỉnh.của hai mặt nón và tiếp xúc với cả hại mặt nốh đó.

Bài 6: Trước hết dựng mặt non ngoại tiếp cả hài mặt cáu. Mặt phẳng cẩn dựng 
sẽ chứa điểm A và tiếp .xúc với mặt nón vừa dựng.

Vì trục mặt nón»vừà dựng là đường bằng nên tiết diện tròn của mặt nón đó sẽ 
thuộc mặt phảng chiếu bằng;

Nếu đường thẳng nối tâm hai mật cẩu đã cho không phải đường thẳng đổng mức 
thì, trước hết cố thể dựng hai mặt nón có chung đỉnh A và mỗi mặt nón ngoại tiếp 
một mặt cầu đã cho. Khi đo' mặt phẳng cẩn dựng là mặt phẳng tiếp xúc chung của 
hai mặt nón vừạ dựng, Từ bài toán này ta đưa vể bài toán trên.

Bài 7: Bài này cố nhiểu cách giải, ở đây nêu một trong những cách giải đó.
Trước hết dựng mặt nón ngoại tiếp hai trong ba mặt cẩu đã cho. Khi đó mặt phẳng 

cần dựng là mặt phẳng tiếp xúc với mật nón vừa dựng và mật cẩu còn lại (xem bài 5).
Bài 8 và Bài 9: Đường bao hình chiếu bằng của mặt tròn xoay là đường bao hình 

chiếu bằng của các mặt cẩu nội tiếp mặt tròn xoaý đã cho.

CHƯƠNG 8

GIAO CỦA MẶT PHẲNG vói ĐA DIỆN VÀ MẶT CONG

Bài 6: Vì ABCD. A’B’C’D’ là lăng trụ đứng nên hỉnh chiếu bằng của giao tuyến của 
mặt phầng với lãng trụ trùng với hình chiếu bàng củà lăng trụ (A2B2C2D^). Vẽ hình 
chập (là hình vuông) của giao tuyến vào mặt phảng hình chiếu bằng (P2 quanh vết 
bằng của mặt phẳng & , từ đó suy ra vết đứng v^ và hình chiếu đứng của giao 
tuyến.

Bài 7: Mặt phẳng Q> cẩn dựng đi qua d và đỉnh no'n. Xác định vết bằng VP' của 
mặt phẳng Q, . Qua các giao điểm (nếu cố) của V2, với đường tròn đáy nón vẽ được 
các đường sinh - giao tuyến của (Q> ) và mặt no'n.
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Bài 8: Mặt phẳng Qí phải song song với một đựờng sinh của mặt nón. Có thể 
thay mặt phẳng hinh chiếu đứng để (£ó ) trở thành mặt phẳng chiếu đứng. Khỉ đó 
vết đứng mới của (Q, ) phái song song với một trong hai đường sinh bao quanh 
hình chiếu đứng mới của mặt nón. Từ đó suy ra vết đứng của mặt phẳng . Bài 
toán có 2 nghiệm.

Bài 9: Các đường thẳng cần dựng là giao tuyến của mật phẳng ữí với mặt nón tròn 
xoáy đỉnh s và có các đường sinh nghiêng với mặt phẳng hỉnh chiếu bàng góc 45°.

Bài 10: Cần xác định bán kính của mặt cầu. Có thể quay m quanh đường bằng 
(hoặc đường mặt) vẽ qua o của mặt phằng (0, m) để đưa m tới song song với một 
mặt phảng hình chiếu.,

Bạn đọc cũng có thể dùng phép thay mặt phẳng hình chiếu để đạt mục đích no'i 
trên.

1 CHƯƠNG 9

GIAO ĐIỂM CỦA ĐƯÒNG THANG với các mặt

Bài 9: Tìm giao điểm của đường thẳng m với mặt nón tròn xoay đỉnh s, trục là 
đường thẳng chiếu bằng và cố đường sinh nghiêng với mặt phẳng hình chiếu bàng (P2 
một góc bằng 60°.

Bài 10: Tìm giao điểm của đường thẳng n với mặt trụ tròn xoay có trực là đường 
thẳng m và thiết diện thẳng là đường tròn bán kính R = 30 min.

Bài 11: Tìm giao điểm của đường thẳng m với mật cầu tâm o, bán kính R = 35 mm.
Bài 12: Tìm giao điểm của đường thẳng n vối mặt nón tròn xoay đỉnh s, trục m 

và đường sinh nghiêng với trục một góc a.

CHƯƠNG 10

GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT

Bài 1: Hình 10-4 ; Giao tuyến là một đường gẫy khúc ghềnh khép kín gổrụ 12 
đỉnh và có hình chiếu bằng trùng với hình chiếu bằng của lăng trụ đứng ờ trong giởi 
hạn hình chiếu bằng của lăng trụ xiên. Dễ dàng xác định được hình chiếu đứng của 
6 điểm gẫy khúc thuộc các cạnh của lãng trụ xiên. Để xác định 6 điểm gẫy khúc 
thuộc các cạnh của lãng trụ đứng co' thể gắn các điểm đó vào các đường thẳng thuộc 
các mặt bên và song song với các cạnh bên của lăng trụ xiên.
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Cũng ctí thể vẽ hlnh chiếu đứng của giao tuyến bàng cách tỉm giao tuyến của từng 
mặt bên của lăng trụ đứng (là các mặt phẳng chiếu bàng) với láng trụ xiên.

Hỉnh 10-5 : Lần lượt tìm giao điểm các cạnh của lăng trụ này với lãng trụ kiá 
bàng phương pháp mật phẳng phụ trợ (nên chọn là các mật phẳng chiếu).

Cũng có thể dùng phương pháp chiếu phụ song song với hướng chiếu phụ song song 
với cạnh cùa một trong hai lãng trụ và mặt phẳng hình chiếu phụ là mặt phảng đáy 
chung cửa chứng.

Bài 2 : Hlnh 10-6 - 10-8 : Hlnh chiếu đứng của giao tuyến trùng với hình chiếu 
đứng của lãng trụ vồ ở trong giới hạn hình chiếu đứng của chđp.

Hỉnh 10-9 - 10-10 : Hình chiếu bằng của giao tuyến trùng với hỉnh chiếu bằng 
của lăng trụ và ở trong giới hạn hỉnh chiếu bằng của chổp.

Hỉnh 10-11 : Lẩn lượt tlm giao đỉểm các cạnh của lăng trụ với chóp và ngược lại 
bằng phương pháp mặt phầng phụ trợ. Riêng đời với cạnh của chóp là đường cạnh có 
thể tìm giao điểm của nổ với lăng trụ bằng cách chiếu phụ lên mặt đáy bên trái của 
lãng trụ (là mặt phẳng chiếu bằng) theo hướng chiếu phụ song song với cạnh của lăng 
trụ đó. Nóỉ khác đi ta dùng mặt phẳng phụ trợ chứa cạnh bên là đường cạnh của 
chóp và song song Ỳới cạnh của lâng trụ để tìm giao điểm của cạnh bền đó với làng 
trụ.

Bài 3 : Lẩn lượt tìm giao điểm các cạnh của mặt chốp này với mặt chóp kia và 
ngược lại bằng phương pháp mặt phảng phụ trợ.

Mạt phảng phụ trợ ctí thể là mặt phẳng chiếu hoặc’ là mặt phầng chứa đỉnh của 
cả hai mặt chóp.

Bài 4 : Hlnh 10-14 : Hình chiếu đứng của giao tuyến trùng với hình chiếu đứng 
của lăng trụ và ở trong giới hạn hình chiếu đứng của mặt trụ.

Giao tuyến gổm cđ :

- Một cung elip - giao tuyến của mật trụ với mật bên phía phải của lăng trụ.

- Hai đoạn thẳng - giao tuyến của mặt trụ với mặt bên phía trái của lăng trụ 
(song song với trục của mặt trụ).

í
- Một cung tròn - giao tuyến của mặt trụ với mặt bên phía dưới của lăng trụ.

Hlnh 10-15 : Hình chiếu bằng của giao tuyến trùng với hlnh chiếu bàng của trụ 
và ở trong giới hạn hình chiếu bàng cùa làng trụ.

Giao tuyến gồm 4 cung elỉp - giao tuyến của 3 mặt bên của lăng trụ với mặt trụ.

Dễ dàng vẽ được hlnh chiếu đứng của các cung elip đd bàng cách gắn một số điểm 
của chúng vào các đường thảng thuộc các mặt bên và song song với các cạnh bên của 
lăng trụ.

Cần phải xác định các điểm gẫy khức của giao tuyến - giao điểm hai cạnh của lăng 
trụ với mặt trụ - và các điểm của giao tuyến nầm trên hai đường sỉnh bao hỉnh chiếu 
đứng của trụ - các điểm tiếp xúc của elip với các đường sinh đó.
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Hình 10-16 : Các mặt bên của lăng trụ xiên góc bất kỳ với trục của trụ nên cát 
trụ theo các cung elip. Để vẽ các giao tuyến elỉp đó có thể tìm giao điểm của một số 
đường sinh của trụ với các mặt bên của lãng trụ. ■

Cần phải xác định các điểm gẫy khúc của giao tuyến - giao điểm nếu cđ của các 
cạnh lãng trụ với mặt trụ.

Bài toán có thể được giải bàng phép chiếu phụ song song lên mặt phẳng đáy chung 
của hai mặt.

Bàỉ 5 : Hình 10-17 : Giao tuyến là một đường gẫy khúc khép kín gổm hai cung 
elip - giao tuyến của mặt bên phía trên và phía trái của lâng trụ với nốn -■ và hai 
cung parabôn - giao tuyến của mặt bên phía phải của lăng trụ với nđn.

Hình chiếu đứng củã giao tuyến trùng với hình chiếu đứng của lăng trụ và ở trong 
giới hạn hình chiếu đứng của mặt nốn.

Để vẽ hình chiếu bằng cùa giao tuyến có thể gắn một số điểm của nó vào các 
đường sinh của nón.

Cần phải xác định các điểm của giao tuyến nằm trên hai đường sinh bao hlnh chiếu 
bầrig của nón và trên các cạnh của lăng trụ.

Hình 10-18 : Làm tương tự bài 10-4 (Hlnh 10-16) Bài toán có thể giải bằng phép 
chiếu phụ song song lên mặt phẳng đáy chung của hai mặt.

Bài 6 : Hlnh 10-19 : Giao tuyến là đường gẫy khúc khép kín do các cung tròn - 
giao tuyến của ba mặt bên của lăng trụ với mặt cầu - tạo thành.

Hình chiếu đứng của giao tuyến trùng với hlnh chiếu đứng của lăng trụ và ở trong 
giới hạn hình chiếu đứng của mật cồu.

Dễ dàng vẽ được hình chiếu bằng của các cung tròn giao tuyến của các mặt bên 
phía dưới và phía bên phải của lảng trụ với mặt cầu, riêng cung tròn giao tuyến của
mặt bên phía trái của lăng trụ với cẩu có hình chiếu bàng là cung elip.

Hình 10-20 : Giao tuyến là đường gẫy khúc do các cung tròn - giao tuyến của các
mặt bên của lãng trụ với mặt cầu - tạo thành - Hai hlnh chiếu của các cung tròn
đó đều là các cung elip. Cố thể xác định một số điểm của các elip đó nhờ phương 
pháp mặt phẳng phụ trợ (nên chọn là mặt phẳng bàng hoặc mặt phẳng mặt).

Bài 7 : Để xác định một số điểm của giao tuyến nên dùng các mặt phẳng phụ trợ 
là mặt phẳng mặt hoặc dưa vể bài toán "sự liên thuộc của điểm với mật xuyến".

Bài 8 : Hình 10-23 : Giao tuyến gồm hai đường khép kín, mỗi đường do hai nửa 
elip - giao tuyến của mặt trụ với một mặt bên của cho'p - tạo thành. Cẩn phài xác 
định các điểm gẫy khúc của giao tuyển - giao điểm của cạnh phía trước và phía sau 
của chtíp với mặt trụ - và các điểm của giao tuyến thuộc các đường sinh bao của mặt 
trụ trên hình chiếu bằng.

Hlnh 10-24 : Giao tuyến gồm hai phẩn :
- Một đường gẫy khúc tạo bởi ba cung elíp do nửa phía trên cùa trụ cát ba mặt 

bên của chóp.
- Một đường gẫy khúc thứ hai cũng tạo bởi ba cung elip do nửa phía dưới của trụ 

cắt ba mặt bên cửa chóp.

119



Cần phải xác định các điểm gẫy khúc của giao tuyến.
Hình 10-25 : Ngoài đường gẫy khúc gồm ba cung eli'p do mặt trụ cắt ba mặt bên : 

của chóp, giao tuyến còn có một tam giác - giao tuyến của đáy trên của trụ cắt mặt 
chóp - và một dường tròn - giao tuyến cỉia trụ với đáy của chóp.

Chú ý rằng các giao điểm của ba cạnh của chóp với trụ có cùng độ cao, do đố dễ- 
dàng vẽ được hình chiếu đứng của giao điểm của trự' với cạnh bên là đường thẳng 
cạnh của chóp.

Bài 9 : Các mặt bên của chóp cắt mặt cầu theo các cung tròn mà hình chiếu cíia 
chúng là các cung elip. Có thể xác định một số điểm của các cung elíp đó nhờ các 
mặt phẳng bằng phụ trợ.

Cũng có thể thay mặt phẳng hìhh chiếu để đưa một mặt bên của chóp thành mặt 
phằng chiếu, vẽ giao tuyến của mặt bên đo' với cấu trên hình vừa biến đổi rổi đưa kết 
quả vể hình chiếu ban đẩu - Do tính đối xứng sẽ suy ra gỉao tuyến của cẩu với các 
mặt bên còn lại của cho'p.

Bài 10 : Hình 10-28 và 10-29 : Giao tuyến là đường cong ghểnh bậc 4.'Cá. thể 
xác định một số điểm của giao tuyến nhờ phương pháp mặt phẩng phụ trợ (Hình. 
10-28 : mật phảng; phụ trợ có thể là mát phẳng bằng hoặc mặt phẳng mặt ; Hình 
10-29 : chỉ co' thể dùng mặt phẳng mặt phụ trợ).

Cũng có thể chuyển vễ bài toán "điểm liên thuộc mặt trụ" dể vẽ hình chiếu còn 
thiếu của giao tuyến.

Hình 10-30 và 10-31 : Vì hai mặt trụ tròn xoay có đường kính bằng nhau (cùng 
ngoại tiếp một mạt bậc hai thứ ba “ ở đây là một mặt cầu) nên giao tuyến là hai 
đường cong bậc hai, ở đây là hai elíp.

Bài 11 : Hình 10-32 '. vì trụ và no'n cùng ngoại tiếp một mật cầu nên giao tuyến 
của chứng là hai đường cọng bậc hai* ở đây là hai elip mà hình chiếu đứng trùng với 
hình chiếu đứng của mật trụ.

Hình 10-33 : Giao tuyến gồm một đường cong ghểnh bậc 4 và một đường tròn - 
giao của trụ với đáy nón. Để vẽ hình chiếu đứng của đường cong bậc 4 có thể dùng 
các mặt phẳng phụ trợ chiếu bằng chứa trục cỉia no'n.

Hình 10-34 : Giao tuyến gổm hai đường cong ghểnh khép kín có hỉnh chiếu đứng 
là hai cung tròn trùng với hình chiếu đứng của trụ vào ở trong giới hạn hình chiếu 
đứng của các nón.

Để xác dịnh hình chiếu bàng của giao tuyến co' thể dùng các mặt phẳng phụ trợ 
chiếu đứng đi qua đỉnh no'n. Nói cách khác là gắn các điểm của giao tuyến vào một 
số đường sinh của nón.

Cần xác định các điểm ciìa giao tuyến thuộc các đường sinh bao hình chiếu bằng 
của cả nón và trụ.

Bài 12 : Hình 10--35 : Giao tuyến là một đường cong ghềnh khép kin, có hình 
chiếu bằng trùng với hỉnh chiếu bằng của trụ và ở trong giởi hạn hình chiếu bằng của 
mặt cầu. Để vẽ hình chiếu đứng của giao tuyến co' thể dùng các mặt phẳng phụ trợ 
là mặt phảng bằng hoặc mặt phẳng mặt.
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Hỉnh 10-36: Giao tuyến là điíờng cong ghềnh bậc 4. Để xác định Các điểm của giao 
tuyến nên dùng các mặt phầng mặt phụ trợ. Hình chiếu đứng của giao là một. parabôn 
(hai mật đã cho có mặt phẳng đối xứng chung song song với mặt phảng hình chiếu 
đứng). Hình .chiếu bằng của giao tuyến có một điểm tự cắt (điểm tiếp xúc của mặt 
cầu và mặt trụ).

Bài 13 : Hình 10-37: Giao tuyến gồm có :
Một cung tròn là giao tuyến của trụ với mặt phảng của thiết diện ngạng của 

xuyến.
-■ Hai đường cong ghềnh là giao tuyến của trụ với mặt phía ngoài và mặt phía 

trong của xuyến.
Hình chiếu bằng của giao tuyến trùng với hình chiếu bằng của trụ.
Phần giao tuyến là đứờng cong ghểnh co' hình chiếu đứng là một cung hypecbồn 

(thữộc mặt phía ngoài cỉia xúyến) và một'cung elip (thuộc mặt phíã trong của xúyến).
Để xác định hình chiếu đứng của giao tuyến có thể dùng các mặt phẩhg mặt phụ trợ.
Hlnh 10 - 38 : Làm tương tự bài ở hình 10-37.
Hình 10-39 : Giao tuyến gổm hai đường cong ghềnh khép kín có hình chiếu đứng 

trùng với hỉnh chiếu đứng củạ trụ và ở trong giới hạn hình chiếu dứng cửa xuyến.
Để vẽ hình chiếu bằng của giao tuyến cũng nên dùng các mặt phẳng mặt phụ trợ.
Bài 14 : Hình 10-40 : Giao tùyến gồm hai đường cong ghềnh khép kín có hlnh 

chiếu bằng trùng với hình chiếu bàng của trụ và ở trong giới hạn hình chiếu bằng của 
elipxôit - Hình chiếu đứng của giao tuyến là hai nhánh của một hypecbôn.

Ngoài các điểm của giao tuyến là giao điểm của các đường bao hình chiếu đứng 
của hai mật, để xác định hình chiếu đứng một vài điểm trung gian khác ta cố thể 
dùng mặt cầu phụ trợ cố tâm là giao điểm của hai trục cua hai mặt đã cho.

Hình 10-41 : Giao tuyến gổm một phần của đường cong ghềnh bậc 4 và một cung 
tròn - giao tuyến của elipxôìt với đáy trên của trụ.

Để vẽ hình chiếu đxíng của giao tuyến là đường cong ghềnh, có thể dùng các mặt 
phầng bằng phụ trợ.

Bài 15 : Hình 10-42 : Giao tuyến là một đường cong ghểnh bậc 4 - Co' thể dùng 
các mặt phảng bằng phụ trợ để xác định các điểm của . nó. Điểm cao nhất vă thấp 
nhất của giao tuyến nằm trên mặt phẳng chứa trục của nón và tâm của cầu.

Hình 10-43 : Giao tuyến là đường cong ghểnh. Có thể dùng mặt phẳng phụ trợ là 
các mặt phẳng chiếu chứa đỉnh nón. .Để xác định giao điểm của giao tuyến phụ giữa 
các mặt phẳng phụ trợ với nón và cầu phải thực hiện một phép quay quanh đường 
thẳng chiếu để đưa các giao tuyến phụ đến vị trí song song với một mặt phẳng hỉnh 
chiếu.

Hình chiếu đứng của giao tuyến là một parabôn, hình chiếu bằng của nó có một 
điểm tự cát (diểm tiếp xúc của nón và cẩu).

Hỉnh 10-44 và 10-45 : Mặt nón và mặt cầu đã có chung một đường tròn (đáy nón) 
nên chúng còn cắt nhau theo một đường tròn nữa (ở hình 10-44 là một cung tròn)
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Cả hai đường tròn đều thuộc các mặt phẳng chiếu đứng.
Đài 16 : Hỉnh 10-46 : Để xác định các điểm thuộc giao tuyến ctí thể dùng các 

mặt cầu phụ trợ bán kính thay đổi và tâm là giao điểm của trục xoay của hai mặt.
Hình chiếu đứng của giao tuyến là hai cung hypecbôn.
Hlnh 10-47 : Cũng dùng các mặt cẩu phụ trợ cd tâm nằm trên trục của nón (để 

chúng cát ndn theo các đường tròn vĩ tuyến) và chứa hai đường tròn sinh nào đd của 
xuyến. Chẳng hạn ni uốn dựng một mặt cẩu phụ trợ như vậy, trôn hình chiếu đúng 
trưác hết vẽ một đường tròn sinh của mật xuyến - đd là một đoạn thằng hướng vào 
tâm hình chiếu đứng của xuyến - Vẽ trung trực của đoạn thẳng này, đó là hình chiếu 
đứng của trục của đường tròn sinh ndi trên. Giao đi/m của đường trung trực vừa dựng 
với trục của ntín là tâm của một mặt cắu phụ trợ.

Bài. 17 : Dùng các mặt phảng mặt phụ trợ hoặc các mặt cẩu phụ trợ có tâm là 
giao điểm của trục xoạy của xuyến với mật phẳng đối xứng chung của hai mặt đã cho.

Hỉnh chiếu dứng của giao tuyến là hai cung của một parabôn.

CHƯƠNG 11

KHAI TRIỂN CÁC MẶT

Bài 1 : a- Ctí thể xác định độ lớn của các mật bên của lăng trụ bằng cách quay 
từng mặt bên đó quanh các cạnh là các đường mặt của lăng trụ.

b- Ctí thể xác định độ lớn của ba mặt bên của chóp bằng nhiểu cách, chẳng hạn :
- Tlm độ dài các cạnh bên của chdp bằng cách quay chung quanh cạnh thẳng đứng 

cho tới song song với mạt phầng hình chiếu đứng.
Chú ý rằng đáy chdp ctí độ lớn bằng hỉnh chiếu bàng của nrí.
- Gập ba mặt bên của chóp quanh các cạnh đáy của chúng cho tới trùng với mặt 

phảng đáy chóp.
c- Khai triển mật chtíp và xác định vị trí ba đỉnh của thiết diện trên hlnh khai 

triển , từ đd suy ra độ lớn của thiết diện (tức đáy trên của chtíp cụt).
d- Khai triến mật trụ và xác định vị trí một số điểm đặc biệt của thiết diện (là 

elip) trên hlnh khai triển. Độ lớn của các thiết diện cd thể xác định bằng cách chiếu 
phụ chúng lên các mặt phẳng song song với chính các thiết diện dtí.

e- Khai triển mạt ndn và xác định vị trí một số điểm đặc biệt của thiết diện elip 
(tức đáy trên của ndn cụt) trên hlnh khai triển.

Bài 2 : Làm tương tự bài 1. Khai triển các mặt đâ cho rồi xác định thiết diện do 
mặt phảng Êh tạo nên trên hỉnh khai triển của các mật đó.

Bồi 3: Làm tương tự hai bài trên. Vẽ hlnh khai triển của từng mặt và xác định 
trên hlnh khai triển của chúng các điểm thuộc giao tuyến.
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Riêng bài 3a để xác định hình khai triển của giao tuyến chỉ việc xác định các đỉnh 
của đường gẫy khúc - gỉao tuyến của lâng trụ và chóp - đổ ỉà giao điểm của các cạnh 
của mặt này với mặt kỉa.

Bài 4: a - Mạt chuyển tiếp gổm 8 tam giác. Để vẽ hình khai triển cùa mặt chuyển 
tiếp chl cẩn xác định độ lớn của 2 tam giác kê nhau và từ đó suy ra độ lớn của các 
tam giác còn ỉặi.

b- Mặt chuyển tiếp gôm 4 tam gỉác và 4 phán mặt nón và có mặt phảng đối xứng 
ỉà mặt phảng mặt. Các phán mặt nón được khai triển gân đúng.

e- Mặt chuyển tiếp gổm 4 tam giác và 4 phẩn mặt ndn và cd hai mặt phẳng đối 
xứng. Cách làm tương tự bài 4b.

CHƯƠNG 12

HÌNH CHIẾU TRỤC ĐO

Bài 2 : Các vết của mạt phẳng Oi là giao tuyến cửa Qí với các một phảng tọa 
độ trục đo.

Để vẽ vết bàng của (ft) (giao tuyến của (ft ) với mặt phằng tọa độ X’O’Y’) cd thể 
tìm vết bàng cùa A’B’ và C*D’, tức là tim giao điểm của A’B* và C’D’ với mật phầng 
X’OY.

Chú ý rằng hai vết của một mật phàng cát nhau tại một điểm trên một trục tọa 
độ trục đo.

Bài 3ỉ Dùng phương pháp mật phẳng phụ trợ. ở đáy cở thể lập mặt phàng phụ 
trợ chứa A'B* và vuông gổc vói mặt phảng tọa độ X’O’Y*.

Bài 4ỉ Có thề tỉm giao tuyến cửa các mặt bên của lang trụ với mặt phầng ft hoặc 
tìm gỉao điểm cửa các cạnh của lăng trụ với mặt phảng ft . Chứ ý ràng cảc cạnh của 
lãng trụ song song với trục O’Z’ do đó hình chiếu lần thứ hai trên mặt phằng X’O’Y*của 
giao tuyến trùng với đáy của lãng trụ.

Bài 5: Vì mặt phầng ft song song với trục O*X’ nên có thể vẽ hình chỉếu lần thứ 
hai của mạt ndn trên mặt phảng tọa độ Y’O’Z’ (là một tam giác) và dùng các mặt 
phảng phụ trợ chứa đỉnh nón và song song với trục O’X’ để tìm giao điểm của một 
số đường sinh của mặt nón với mật phầng ft .

Giao tuyến là một cung elip có hình chiếu theo phương O’X* lên mật phẳng Y’O’Z’ 
trùng với vết của mặt phẳng ft trên mật phẳng tọa độ này.

Đàỉ 6: Tương tự như bài 3, dùng phương pháp một phầng phụ trợ để xác định giao 
điểm các cạnh của mặt chóp với mặt làng trụ. Ngoài ra vl mặt lăng trụ ctí các cạnh 
song song với trục O’Z’ nên dễ dàng xác định được giao điểm (nếu cd ) của cạnh lâng 
trụ với mặt chóp .
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Bài 7: Sau khi vẽ hình chiếu trục đo của hình hộp chữ nhật và mặt nón, vẽ giao 
tuyến của chúng bàng cách dùng các mặt phẩng phụ trợ chứá trục , của mặt nón để 
tìm giao điểm của một số đường sinh của nón với mặt bên của hình hộp.

Bạn đọc co' thể vẽ giao tuyến của hai mặt trên hình chiếu thẳng góc rồi vẽ hình 
chiếu trục ;đo của giao tuyến đọ'; 1 L '

Bài 8: Sau khi vẽ hình chiếu trục đo của hai mặt trụ, vẻ giao tuyến của chúng 
nhờ các mặt pỊhẳng.phụ trợ song song với trục của hai mặt trụ.

Bài 9 : Nên dùng loại’ hình chiếu trục đo vuông góc cân.
Bài 10: . Gắn các vật thể đã cho vào hệ trục tọạ dộ thẳng góc OXYZ sao cho trục 

oz trùng với trục đối xứng thẳng đứng của chúng và. các mặt phẩng tọa độ XOZ và 
YOZ trùng với hai mặt phẳng đối xứng thẳng đứng của các vật thể đó.

Để vẽ hình cắt trục đo của các vật thể này, dùng các mặt phảng tọa độ X’O‘Y’ và 
Y’O’Z’ làm các mặt phẳng cất tưởng tượng.
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PHẦN BA

PHỤ LỤC

, PHỤ LỤC 1

CÁC BÀI TOÁN TỔNG HỌP

Các bài toán tổng hợp dưới đây có thể được giải bằng bất kì phương pháp nào đã 
trinh bày trong giáo trình hình học họa hình. Chúng giúp người học lặm quen với việc 
sử dụng tổng hợp các kiến thức dã tích lũy được để giải cậc bài toán hỉnh họa.

Bài 1 : Vẽ giao điểm của ba mặt phẳng (P, G và (R, (Hình PL 1 - 1).
Bài 2: Quạ điểm A vẽ đường thẳng song song với hai mặt phẳng (p và 0 ÍHlnh 

PL 1 - 2).

Hình I’L 1-2

Bài 3 : Qua điểm K vẽ đường thẳng 
mật phẳng 0 (p//q), (Hình PL 1 - 3).

Bài 4: Qua điểm A thuộc mặt phẳng 
với mặt phẳng (R. (Hình PL 1- 4).

song song vâi mặt phẳng chiếu đứng ỈR, và

Q vẽ đường thẳng thuộc (G ) và song song

Bài 5 : Vẽ một đường thẳng song song với đường thẳng d và cắt hai đường thẳng 
p, q (M,N), (Hình PL 1 - 5).

Bài 6 : Qua điểm K vẽ đường thẳng cắt hai đường thẳng p và q (Hình PL 1- 6).
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Hình PL I - 7 Hình PL 1 - s
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Bài 7: Vẽ đường thẳng cắt hai đường thẳng p và q và tạo với các mặt phầng hình 
chỉếu fpl và íp2 các góc lần lượt là 30° và 45° (Hình PL 1“ 7).

Bài 8 : Trong mặt phẳng (p tlm gũy tích (tập hợp) của những điểm cách đéu hai 
điểm A và B thuộc (Q>) ( Hỉnh PL 1-8),

Bài 9 : Trong mặt phẳng íPdựng tam giác cân ABC ctí đỉnh A thuộc vết bàng của 
mặt phẳng, cho biết hình chiếu đứng của cạnh đáy BC (Hình PL 1- 9).

Bài 10: Qua điểm M thuộc đường thẳng p vẽ đường thẳng vuông góc với p và cắt 
đường thẳng q (A, B), (Hình PL 1- 10).

Hình PL 1 - 9 Hình PL 1- 10

Hình PL 1 - 11 Hình PL 1- 12

Bài 11: Qua điểm K dựng mặt phảng Q> vuông góc vói mặt phẳng fp vả nghiêng 
đổu với các mặt phàng hỉnh chiếu (Hlnh PL 1 - 11).

Bài 12: Vẽ đưòng thàng vuông góc với mặt phầng (p và cát haỉ đường thẳng p và 
q (Hỉnh PL 1 - 12).
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Bài 13: Trong mặt phẳng (P. vẽ đường thẳng cắt và vuông go'c với đường thẳng d 
(Hình PL 1 - 13).

Bài 14: Trong mặt phẳng íPtìm quỹ tích (tập hợp ) những điểm cách đểu hai đường 
thang cát nhau p và q (Hình PL 1 - 14). ;

Hình PL í - 15 Hình PL 1- 16

Bài 15: Tìm trên đường thẳng d điểm cách đều hai đường thẳng cắt nhau p và q 
(Hình PL1 - 15).

Bài 16: Tìm trong mặt phẳng quỹ tích (tập hợp) những điểm cách đểu hai vết 
ctia mặt phẳng {p (Hỉnh PL 1 - 16).

Bài 17: Tìm trong mặt phảng fP quỹ tích (tập hợp) những điểm cách đều hai mặt 
phẩng Qj và ítè (Hỉnh PL 1 - 17),

Bài 18: Qua điểm K dựng một mặt phẳng song song với đường thầng d sao cho 
hình chiếu thẳng góc lên mặt phẳng đố của hai đường thẳng song song p và q trùng 
nhau (Hỉnh PL 1 - 18).
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Hình PL 1 - 17 Hình PL 1-1«

Bài 19 : Qua điểm K dựng một mặt phẳng nghiêng đểu với các mặt phảng hìrih 
chiếu sao cho hình chiếu thẳng góc lến mặt phảng đó của hai đường thẳng bất kl p 
và q là hai đường thẳng song song (Hình PL 1 - 19).

Bài 20 : Qua đường thẳng d (M, N) dựng một mặt phẳng sao cho hình chiếu thẳng gtíc

6 ®
h ữi

Hình PL 1 - 21 Hình PL 1 - 22
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Bài 21: Tìm điểm cách đều bốn điểm bất kì A, B, c và D (Hình PL 1-21)■ -í
Bài 22 : Trong mặt phảng (p tìm điểm cách đểu điểm (Ọ, - điểm đổng quy của hai 

vết của mặt phảng íPvầ hai vết của đường thảng d(M, N) thuộc (fP) (Hinh-PL 1 - 22).
Bài 23 : Trong mật phẳng (P.hãy dựng tam giác vuông ABC có đỉnh góc vuông 

B thuộc vết bằng của mặt phảng cho biết hlnh chiếu đứng của c^nh huyền AC 
(Hình PL 1 - 23). J .... ■

Bài 24 : Qua điểm K thuộc mặt phẩng (P vẽ đường thẳng thuốc’ ({p) và nghiêng 
đều với hai vết của mặt phằng đó (Hình PL 1 - 24).

r Hình PL 1 - 25 Hình PL 1 - 26

Bài 25. Thú trên đường thảng d thuộc mặt phẳng (P một điểm cách điểm K nằm 
ngoài ((P) một đoạn bàng 1 cho trước (Hình PL 1 - 25).

Bài 26. Qua điểm K vẽ đường thẳng cắt đường thẳng d và mặt phẩng Q, lấn lượt 
tại A và B sao cho MA = KB (Hình PL 1 - 26).

Bài 27 : Dựng tam giấc đểu' ÀBC có đỉnh c nằm trần mạt'phẩn g (P(HÍnh PL 1 - 27).
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Bài 28 : Vẽ quỹ đạo chuyển động của điểm M quay xung quanh đường thẳng d 
(Hình PL 1 - 28).

Hình I‘L 1- 27 Hụi 11 P1 Ị, - .28

Bài 29 : Vẽ các hình chiếu của một lăng trụ thẳng có chiểu cao là một đoạn thẳng 
h cho trước biết rằng đáy của nó là hình vuông ABCD có đường chéo BD thuộc đường 
thẳng d (Hình PL 1-29). '

Bài 30 : Vẽ các hình chiếu của hình lập phương cố đáy là hình vuông ABDC mà 
cạnh BC của nó‘nàm trên, đường thầng d. Cho biết hlnồ'. chiếu bằng d2 của d (Hình 
PL1-30).

Bài 31 : Vẽ các hình chiếu của mặt chóp SABC có chiều cao là h biết rằng đáy 
ABC là một tam giác cân co' đỉnh A thuộc đứờng thẳng d và chân đường cao hạ từ 
đỉnh s trùng với trọng tâm 'của tam giác đáy (Hỉnh PL 1 - 31)

Bài 32 : Vẽ các hình chiếu của mặt nón tròn xoay co' chiều cao là h và đáy là 
đường tròn bán kính r nằm trong mật phảng í? Cho biết vị trí chập' lên mặt phẳng 
hình chiếu bằng của tâm dường tròn đáy là o (Hình PL 1 - 32)/
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Hình PL 1 - 31 Hình PL 1 - 32

<•

Bài 33 : Vẽ trong mặt phẳng (p đường thẳng cắt trục hỉnh chiếu X dưới một gó 
30° (Hình PL 1 - 33).

Bài 34 : Qua điểm s vê một đường thẳng cắt đường thẳng d và tạo một góc 30 
với đường thẳng 1 (Hình PL 1 - 34).

Bài 35 : Dựng tam giác vuông ABC có đỉnh góc vuông c thụộc đường thảng p (M 
N), (Hình PL 1 - 35).

Bài 36 : Qua đường thẳng d dựng một mặt phẳng nghiêng vớỉ mặt phẳng hìnl 
chiếu bằng một góc G0° (Hình PL 1 - 36).
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Hình PL 1 - 36

Bài 37 : Vẽ các vết của mặt phầng ữf vuông gớc Vối mặt phảng ípvà tiếp xúc với 
mặt nón (Hlnh PL 1 - 37).

Bài 38 : Qua điểm s dựng mặt phầng ữf vuông góc vớỉ mặt phầng íp và nghiêng 
một góc 60° với mặt phảng hình chiếụ bàng (Hình PL 1 - 38).

Hình PL 1 - 37

Bài 39 : Qua điểm s dựng mặt phẳng song song với đường thẳng d và nghiêng 
một góc 45° với mặt phẩng hinh chiếu đứng (Hình PL 1 - 39).

Bài 40 : Qua điểm K dựng mặt phẳng cách đường thẳng d một khoảng bằng r 
cho trước (Hình PL 1 - 40).
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I Hình PL 1- 39 Hình PL 1 - 40:

Bài 41
(Hình PL

ồ

Hìqh PL 1 - 42Hình PL 1-41

: Qua đửbng thẳng d dựng mặt phẳng Qí cách điểm K một khoảng bằng r
1 - 41).

Bài 42 :
PL 1 - 42).

Vẽ hình chiểu bằng của đỉnh góc vuông B của. tam giác vuông ABC (Hình

Vẽ ihình ohiếu. bằng của điểm A biết rằng khoảng cách từ A đến đườngBài 43 :
thẳng, d là lỉ (Hình; PL 1- 43). ,í , , ) 'í . 7

Bail 44 : Cho điểm s ỵà hình chiếu đựng của điểm A.’ Vẽ hình’ chiếu bằng củá A 
biết Tằng đường thẳng SÀ tạo vớí mặt phẳng hình chiếú bạng một gốc '60° (Hlnli PL
1 - 44). ' “ "■ ' ‘
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Bài 45
là điểm s

Bài 46

Hình PL 1 - 45

: Vẽ các1 hình chiếu của mặt nón trò 
thuộc (íp) và trục là đường thẳng c

Hình PL 1 - 46

xoay tiếp xúc với mặt phẳng V? đỉnh 
ếu bàngi (Hình PL 1 - 45).

: Ve các hlhh chiếu của mặt cầu bán kính lá r, tâm nằm trên đường thẳng
d và tiếp xúc: với mật cẩu đã; cho (Hình PL 1 - 46). r

Bài 47 : Dựng mặt -phảng .Q, song song với mặt phẳng (P (b A m) và tiếp xúc với 
mặt xuyến (Hình PL 1 -'47)., , ; ’

Bài 48 : Dựng mặt phẳng ọ> song song với đường thẳng d. và tịếp xúc với mật 
elipsôit tròn xoay. (Hình PL 1 - 48). 1 > . ;

Bài 49 : Vp giao tuyến cùa mặt trụ và mặt parabôlòit hypecbôlic nhận a và b 
là hai đường thẳng chuẩn và mặt phảng hình chiếu bằng là mặt phẩng chuẩn (Hình 
PL 1 - 49). ; ’• . J,
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Bài 50. Vẽ giao tuyến của mặt cầu và mặt parabôlôỉt hypecbôlic nhận a và b là 
hai đường thẳng chuẩn và mặt phẳng hình chiếu đứng là mặt phẳng chuẩn (Hĩnh PL

Hìuli PL 1 - 49 Ilhil) PL 1 - 50
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PHỤ LỤC 2

MỘT SỐ DẠNG GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT
THƯỜNG GẶP TRONG KĨ THUẬT

Trong kĩ thuật ta thường phải giải quyết vấn đề vẽ giao tuyến của hai mặt. ví dụ 
khi biểu diễn một van nước, ta cần vẽ giao tuyến cùa mặt trụ với mặt cầu ở thân 
van và giao tuyến của mặt trụ với mặt xuyến ở tay vặn. Khi vẽ mặt bằng mái của 
ngôi nhà mái dốc gồm nhiều mái giao nhau và có các chi tiết như cửa mái, ống khóị 
v.v.,., ta gặp vắn đề vẽ giao tuyến của hai đa diện...

Trên hình (PL 2 — 1, PL 2-2, PL 2-3) giới thiệu một số dạng giao tuyến của 
hai mặt thường gặp trong kĩ thuật. Các giao tuyến đó được trình bày dưới dạng miệng 
các lỗ rỗng tạo thành trên mặt xung quanh của các mặt vật thể bị đục rống. Các mặt 
vật thể tạo nên lỗ rỗng được vẽ bằng nét gạch hai chấm mảnh.

Hình PL 2 - 1 : Giao tuyến của hai đa diện (gổm 6 bài : 1 -í- 6)

Hình PL 2 - 2 : Giao tuyến của đa diện và mặt cong (gồm 10 bài : 7 -ỉ- 16).
Hình PL 2 - 3 : Giao tuyến ciìa hai mặt cong (gồm 8 bài : 17 -5- 24).

Trên hình vẽ có chỉ dẫn cách xác định một số điểm đặc biệt của giao tuyến.
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Hình PL 2 - 1 : Giao tuyến của hai đa diện (gổm 6 bài : 1 -ỉ- 6)
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Hình PL 2 - 2 : bài 13 -ỉ- 16
Hình PL 2 “ 3 : bài 17 và 18 (giao luyến của hai mặl cong)

Í40



Hình PL 2-3 : Giao tuyến cùa hai mặt cong, 
bài : 19 -i- 24.
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PHỤ LỰC 3

CÁC BÀI TẬP LỚN

Bài tập lớn số 1 : BÀI TOẤN VỀ VỊ TRÍ

1. Nội dung : Xác định giao tuyến của hai đa giác phẳng và xét thấy, khuất t] 
hai hình chiếu.

2. Hình thức trĩnh bày : Bài tập dược làm trên giấy vệ khổ 11 (A4).
3. Thời gian : Bài tập được làm sau khi; học xong bài "Các bài toán vể vị trí".
Đầu bài tập được cho trên hình PL 3-1.
Mỗi sinh viên làm một trong các bài đã cho.
Bài tập lớn số 2 : BÀI TOÁN VỀ LƯỢNG
.1. Nội dụng
+ Xác định khoảng cách từ điểm A tới mặt phẳng (BCD) hoặc tới đường thẳng CD.
+ Dựng mặt phẳng íP song song với mặt phẳng (BCD) hoặc mặt phẳng (ACD) và 

cách các mặt phẳng nàý một khoảng bằng ì cho trước.
Bài tập được giải bằng hai phương pháp : giải trực tiếp trên hình đã cho và giải 

bằng phương pháp biến đổi hình chiếm
2. Hỉnh thức trình b'ây : Bài tập được lầm trên giấy vẽ khổ 12 (A3) hoặc trên hai 

tờ giấy khổ 11 (A4)
3. Thời gian : Bài tập được làm sau khỉ học xong các bài "Các bài toán vồ lượng" 

và "Các phương pháp biến đổi hình chiếu".
Đầu bài tập được cho trên hình PL 3-2.
Mỗi sinh viên làm một trong các bài đã cho

Bài tập lón sô 3 CÁC BÀI TOÁN VÈ GIAO

1. Nội dung :
a) Vẽ giao tuyến của mặt phẳng với mặt.
b) Vẽ giao điểm của đường thẳng với mặt.
c) Vẽ giao tuyến của hai mặt. Vẽ hình khai triển của một trong hai mặt đã cho 

trên đó có cả hình khai triển của giao tuyến.
Xét thấy và khuất trên hai hình chiếu của ba bài toán trên.
2. Hỉnh thức trĩnh b'ây : Mỗi bài (a, b và c) được làm trên một tờ giấy vẽ khổ 11 (A4).
3. Thời gian : Bài tập được làm lần lượt sau khi học xong từng phẩn của "các bài 

toán về giao đối với các mặt" (Mặt phẳng cắt của mặt. Đường thẳng cắt các mặt - Giao 
của hai mặt).

Đầu bài tập được cho trên hình PL 3-3.
Mỗi sinh viên làm một trong Các bài đã cho.
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Hình PL 3-1 : Các bài toán về vị trí (gồm 12 bài : 1 -ỉ- 12) 143



Hình PL 3-2 : Các bài loán về lượng (gồm 12 bài : 1 -ỉ- 12)
144



Hình PL 3-3 : Các bài toán về giao (gổm 36 bài) 145



Hình PL 3-3 (tiếp theo)
146



Hình PL 3-3 (liếp lheo)
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LÒI NÓI ĐẰƯ

Cuốn sách "Bùi tập hình học họa hình" dược biên soạn theo chương 
trình CCGD của Bộ Giáo dục và Đào tạo, phù hợp với nội dung của 
giáo trình "Hình hục họa hình" (Tập 1) do các tác già Nguyễn Đình Điện 
và Dỗ Mạnh Môn biên soạn và do Nhà xuất bản Giáo dục tái bàn l'ân 
thứ 7 năm 1999.

Cuôn sách này dược dùng làm tài liệu 'học tập môn học "Hình học 
họa hình" cho sinh viên các trường dại học kỉ thuật.

Nội dung của cuốn sách gồnì những bài tập cùa pỉVán "Phép chiếu”, 
phần "Phương pháp hai hình chiếu thẳng góc" và phăn "Hình chiếu 
trục do".

Đổ giúp bạn dọc giải các bài toán hình họa dược dễ dàng hơn, trong 
phàn một ngoài các dề bài tập, ớ dầu mỗi chương chúng tôi có nêu 
một số thí dụ kèm bài giải và một số dỉổm mà bạn dọc cân lưu ý. 
Trong phần hai có lời hướng dẫn cách giải một số bài tập dể bạn dọc 
tham khảo. Các hướng dẫn này có tính chất gợi ý, không nên xem dó là 
hướng giải quyết duy nhắt của bài tập. Trong phân ba chúng tôi giới thiệu 
một sổ bài toán tổng hợp và hệ thống các bài tập lớn nhằm giúp các bạn 
dọc hệ thống hóa lại các kiến thức cùa từng chương cũng như cùa toàn 
bộ chương trình. Các bài toán tổng họp cố thổ giải bằng bất kì phương 
pháp nào dă dược trình bày trong giáo trình "Hình học họa hình".

Việc biên soạn cuốn sách dược phân cổng như sau :
Nguyễn Quang Cự : soạn các chương ĩ, 2, 3 và ph'ân hướng dẫn 

tương ứng.
Nguyễn Mạnh Dũng: soạn các chương 4, 5, 6, 8, 9 và phấn hướng 

dẫn tương ứng.
Vũ Hoàng Thái: soạĩi các chương 7, 10, 11, 12 và phán hướng dần 

tương ứng.
Phẫn ba do các tác già soạn chung.
Chù biên : Nguyễn Quang Cự.
Trong quả trình biên soạn chúng tôi dã nhận được nhiều ý kiến 

đóng góp của các dòng nghiệp. Chúng tôi xin chăn thành cám ơn và 
mong nhận dược nhiều ý kiến phê bình cùa bạn dọc dể cuốn sách dược 
hoàn thiện hon trong Vân tái bản sau.

CÁC TÁC GĨÀ
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CÁC KÍ HIỆU DÙNG TRONG SẤCH

Các mặt phẳng hình chiếu :
- Mặt phẳng hình chiếu đứng : (p 1
- Mạt phẳng hình chiếu bằng : íp2
- Mặt phẳng hình chiếu cạnh (P3

Các trục hình chiếu : X, y, z
Các điểm : A, B, C... hoặc 1, 2, 3 ...
Các đường (thẳng hoặc cong) : a, b, c...
Các mặt phẳng : (íP), (© >,. ) ...
Các góc phẳng : a, p, Ỵ ...
Các mặt cong : ơ, Q ...
Hình chiếu của các yếu tố hình học :

“ Hình chiếu đứng : dùng chì số 1
Thí dụ : Ap Bj ; ap bị ; © i ;

- Hình chiếu bằng : dùng chỉ số 2
Thí dụ : A2, B2 ; a2, b2 ; © 2 ’ ^2 ”■

- Hình chiếu cạnh : dùng chỉ số 3
Thí dụ : A3, B3 ; a3, b3 ; © 3 , Í&Ị ...

Các vết của mặt phẳng :

- Vết dứng : V1. Thí dụ ■ vỊ$ ; vị,..

- Vết bằng : V2. Thí dụ V2 ; v|j ; vị...

- Vết cạnh : V3. Thí dụ V3 ; ; v£...

Vuông góc : X
Song song : //
Thuộc : e
Giao : n

Trùng nhau : =
Kết quà của sự giao nhau : =. Thí dụ : K = d n fp 
(K là giao điểm của đường thẳng d và mặt phăng (p).
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PHẦN MỘT

CẤC THÍ DỤ VẦ ĐỀ BÀI TẬP

CHƯƠNG ì
PHÉP CHIẾU

1.1. Các bài. toán về phép chiếu. Cố thể chia thành ba dạng chính sail đây :

+ Các bài toán ,vể tính chất của phép chiếu hoặc vẽ hình chiếu của các yếu tố hình học.
, + Các bài toán vể xác định phép chiếu.

+ Các bài toán được giải bằng cách ứng dụng phép chiếu.
Thí (ỉụ 1 : Cho hlnh chiếu song song trên một mặt phẳng của tâm o và hai đỉnh 

A, B của hình bình hành ABCD là O’, A’ và B’, (Hình 1- la), Vẽ hình chiếu của hình 
bình hành trên mặt phẳng đđ.----------------------------------------------------

Giải. Vì tâm của hình bình hành chia đôi hai đường chéo của nó và phép chiếu 
song song bảo tồn tỉ số đơn của 3 điểm thảng hàng nôn dễ dàng vẽ được hình chiếu 
của hai đinh c và D là C’ và D’ với A’O’ = O’C’ và B’O’ = O’D*, (Hình 1- lb).

Ngoài ra vỉ phép chỉếu song song bảo tồn tính song song của hai đường thẳng nên 
sau khi vẽ được hỉnh chiếu của đỉnh C là C' theo cách nói trên, có thê’ suy ra hlnh 
chiếu của đinh thứ tư là D’ bàng cách qua A’ và C’ lần lượt vẽ các đường thẳng song 
song vớí B’C’ và B'A’. Giao điểm của hai đường thẳng này là điểm D’ cần vẽ,

Thí ílụ 2. Cho nguổn sáng s, mật phảng nằm ngang (p, mặt phẳng nghiêng ỡ và một 
cây sào thẳng đứng AB co' B e (fp) (Hình l-2a), Vỗ bo'ng của cây sào AB đổ lên (,íP)
và (ỡ ) do nguồn sáng s 
gây ra biết rằng hình 
chiếu theo phương thẳng 
đứng của s lên (fP) và (0) 
lần lượt là S| và S-,.

Giải. Giả thiết ràng 
(fP ) và (O ) là các mặt 
phẳng không trong suốt, 
bóng đổ cùa cây sào AB 
lên (íp) và (0 ) do nguồn 
sáng s gây ra có thể xem 
là hình chiếu của AB lên 
phần thấy của (íP) và 
(0 ) từ tâm chiếu s, (Hình l-2b).

lơ
Hình 1- 1

Vì B G (íP) nên hình chiếu của nó trên (íP) là B’ = B. Mặt khác được xem là 
hình chiếu của điểm vô tận của AB từ s lên (ÍP). Do đó hình chiếu của AB lên (íP)
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Vì B G (P ) nên hình chiếu của nó 
trên \(P ) là B’ = B. Mạt khác Sị được 
xem là hình chiếu của điểm vô tận của 
AB từ s lên (ÍP). Do đó hình chiếu của 
AB lên (íp) là đoạn B’M’ thuộc SjB’, ở 
đo' M’ là giao điểm của SjB’ với giao 
tuyến cũa ợp) và (ữ, ).

Hình chiếu của AB lên (Qt ) là đoạn 
M’A’, ở đó A’ = SA n S2M’.

Vậy bo'ng đổ của sào AB lên ị(p ) và 
(Ịỉ> ) là đoạn , thẳng gẫy khúc A’M’B’ trong 
đo' A’M’ là bóng của đoạn AM dô’ lên dó ) 
và M’B’ là bóng của đoạn MB đổ lển (íP).

Thí thi 3: Cho hai mặt phảng ĩPvà íiíCất 
nhau theo đườhg thảng g, 3 điểm A,’ B, c 
bất kì thuộc (fp) và 3 đường thảng a, b, 
c bất kì thuộc. (Q> -), (Hình l~3a).
----Xác—định—tâin-^chiếu—s sao cho hình 
chiếu của A, B, c từ s lên (Q> ) lẩn lượt 
thuộc a, b, c.

Giải: Gọi :H = gna;’I = gflb 
và K = g n c, (Hình 1-3b).

Xét hai mật phẳng (A, a) và (B, b). 
Chúng co' hai điểm chung là :

L’ = a n b
và L = AH í*ì BI
trong đo' : AH = {P) rì (A,a)

BI = ị‘P} n (B, b)
Suy ra giao tuyến của hai mạt phẳng 

(A, a) và (B, b) là dường thẳng LL’. Tương 
tự như vậy, giao tuyến của hai mặt phảng 
(A, a) và (C, c) là đường thảng NN’> trong 
dó :

N’ = a fì c.
. và N = AH n CK.

Hai đường thẳng LL’ và NN’ cùng thuộc mật phảng (A, a), chúng cát nhau tại điểm 
s là tâm chiếu cần xác định.

Dễ dàng thấy rồng giao tuyến của hai mặt phẳng (B, b) và (C, c) là MM’ cũng di
qua s, nói khác đi s là điểm chung của ba mặt phẳng (A, a), (B, b) và (C, c).

Thí du 4: Cho mặt cho'p SABC và đường thẳng d, (Hình 1-4). Vẽ giao điếm ĩ của
d với mặt bên (SAB) của cho'p biết rằng d cắt các mặt (SBC) và (ABC) lấn lượt tại
K và L.
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Giãi: Dùng phép chiểu xuyên tâm 
vái tâm chiếu là đỉnh s và mặt phảng 
hình chiểu là mạt đảy (ABC) của chóp.

Trong phép chiếu này cậc mặt bên 
(SAB) và (SBC) của cho'p lấn lượt 
chiếu thành các đoạn thẳng AB và BC 
đường thẳng d chiếu thành d’ = K’L’, . 
trong đó :

K’ = SK Ó BC và L’ = L ■ ,
Gọi r = d’ n ẠB, r chính là hình 

chiếu của giao điểm I = d n (SAB)..
Bằng phép chiếu ngược lại suy ra 

điểm I cần vẽ :
I = SI’ n d. , .
Thỉ dụ 5: Vẽ giao tuyến của ,mặt 

chóp SABC và mặt lãng trụ DEẸ.HIK, 
co' các đáy ABC và DEF cùng nằm 
trong một mặt phảng (P cho biết hình 
chiếu của đỉnh chóp s theo hứớng song 
song với các cạnh của lãng trụ lên mặt 
phảng íplà điểm-S’, .(Hình 1-5).

Giài: Có thể vẽ giao tuyến của hai 
mật đã cho bằng cách tìm giao điểm 
các cạnh của mặt này, với mặt kia. 
Các giao điểm đó có thê’ xác định nhỡ
phép chiếu song song có hướng chiếu 
song song với các cạnh bến của lầng 
trụ và mạt phẳng hình chiếu là mặt 
phẳng (ÍP) chứa đáy của hai mật.

Hình 1-4

lĩJ ' ■ ■■ •
Hình í-3

Trong phép chiếu này bã'mạt bên của 
lãng trụ ,được, chiểu thậnh ba cạnh.cùa 
tam giác đáy ,DEF, ba cạnh bên SA, SB, 
sc của chóp được chiếu thành các đoạn 
thẳng S’A, S’B, S’C.

Trên hình 1-5, nhờ hình chiếu trên 
mặt. phảng đáy chung có thê’ nhận thấy 
ngay rằng mặt chóp xuyên vào mặt lãng 
trụI tại hai mặt bên (EFKI) và (FDHK) 
và xuyến rá khỏi lăng trụ ở mật bến 
(DEIH), ttong đo' các điểm r, 2’/ 3’’ và 
4’ý 5’, 7’ là hình chiếu của câc giao điểm 
cứa ba cạnh bên của chóp vối cáứ mật 
bên của lầng trụ ; các điểm 8’ là 
hình chiếu của giao điểm của cạnh FK
của lăng trụ với các mặt bên của cho'p.
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Hình 1-5

Đằng phép chiếu song song theo hướng ngược lại ta xác định được các giao điểm 
1, 2, 3 và 4, 5, 7 của các cạnh của chóp với các mặt bẽn của lăng trụ. - Dể xấc định 
các điểm 6 và 8, ta gán hình chiếu 6' và 8’ của chúng lần lượt vàò hình chiếu của 
các đường thảng SM và SN thuộc các mặt bên (SBC) và (SAB), ở đó S’M = S’N và 
đi qua điểm 6’ = 8’= F.

Sau cùng nối các giao điểm đã xác dinh được bàng các đoạn thẳng với chú ý là chỉ 
được nối hai điểm cụng thuộc một mặt bên của chóp và một mặt bên của lãng trụ.

1.2 Đại tập

Bài 1 : Cho ba đường thẳng song song a, 
b, c có giao điểm với mật phảng (fP) lấn lượt 
là A, B và c ; một điểm s G c, (Hình 1-6).

Vẽ hình chiếu xuyên tâm từ s lên (íP) 
của hai đường thẳng a và b. Với vị trí nào 
của a, b, c đối với mặt phảng (fP) thi hình 
chiếu của a và b song song với nhau. Khi nào 
các hình chiếu của a và b song song nhau ?

Bài 2 : Chữ hình chiếu song song trên 
một mặt phảng của trọng tâm G và của 
hai đỉnh A, B của tam giác ABC lần lượt 
là G’, A’ và B’, (Hình 1-7). Vẽ hình chiếu 
của đỉnh thứ ba c của tam giác.

Hình 1-6
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Bài 3 ĩ Cho hình chiếu song song trên một mặt phảng 
ciìa ba đỉnh A, B và D của một hình lục gỉác đều ABCDEF 

. là A’, B’ và D’; (Hình 1-8).
Vẽ hình chiếú của hình lục giác đo trên mặt phảng dă cho.
Bài 4: Cho đường tròn tâm o nội tiếp trong hình vuông 

ABCD nầm trong mặt phẩng fp Vẽ hình chiếu song song của đường 
tròn đó trên mặt phảng tì»’ biết ràng hình chiếu của hình vuông 
ABCD trên (tì») là hỉnh bình hành AB’C’D’, (Hình 1-9).

Hình

ổ

l-H

Hình 1- 10.

lỊhih 1-11

Bàí 5 ỉ Cho tứ giác phảng 
ABCD, một điểm s không 
thuộc
ABCD và một đỉểm A 
thuộc tỉa SA (Hình 1-10), 

Cói A’ Ịà hình chiếu 
của điểm A từ tâm chiếu 
s lên một mặt phàng 
(p nào dtí. Hãy xác định 
mặt phảng íp và vẽ hỉnh 
chiếu của ABCD từ s lên 
(íp) biết rằng hình chiếu 
đo' là một hình bình hành.

: Cho một tứ giác phảng ABCD, 
11). Xác định VỊ trí của tâm chiếu

mặt phẳng của

Bài
(Hình 
s và

: chiếu

bJ
C)

6
1-

mật phang hình chiếu íp sao cho hình 
cùa ABCD từ s lên (íP) là : 
Một hình binh hành 
Một hình chữ nhật 
Một hình vuông.

Bài 7 : Cho góc xUy~và một mặt phẳng 
(P, (Hình 1-12). Xác định hướng chìếus 
sao cho hình chiếu song song của góc xúy" 
theo hưỡng đó lên (íp) là một go'c vuông.

Cúng câu hỏi như trên nhưng xét trong 
các trường hop sau :

a) Góc xOy~ có một cạnh song song 
với mạt phảng íp

b) Góc xOy“ là một gtíc vuông có một 
cạnh song song với mặt phảng (P .

llìuli 1-9
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CHƯƠNG 2 ■

BIỂU DIỄN ĐIỂM, ĐƯÒNG THẲNG yÀ MẶT PHANG

2.1. Điểm

- Hỉnh biểu diễncủa một điểm A trong phương^pháp hai hình chiếu thẳng góc là 
cặp điểm (Ap AA nằm trên một đườừg gióng vuông’góc với trục hình chiếu.

- Độ cao của. một điểm là khoảng cách từ điểm/dó đến mặt phẳng hình .chiếu bàng. 
ỊỴền hình biểu diễn, đó là khoảng cách từ hình chiếu đứng của điểm tới trục hình chiếu.

7 Độ cao của ỉỊiểm là dương, bằng không hpặc âm tùy theo hình chiếu đứng của nó 
ị ở phía trên, thdộc hoặc ở phía dưới của trục hình chiếu.

- Độ xa củạ; một điểm là khoảng cách từ điểm do' đến mặt phảng hình chiếu đứng. 
Trên hình biểu diễn đó là khoảng cách từ hình chiếu bàng của điểm tới trục hình chiếu.

Độ xa của điểm là dương, bằng không hoặc âm tùy theo hình chiếu bàng của nó ở 
phía dưới, thuộc hóặc ở phía trên của. trục hình chiếu.

2.1.1. Các thí dụ r

'■Thí dụ Xác định vị trí so với các mặt phẳng hình chiếu của các 
D, Ẻ cho trẽn hình 2-1.

Giải - Điểm..A có độ xa 
bàng o (A2 ẹ x) và độ cao 
dương nên A thuộc mặt 
phảng hình chiếu 1 đứng, ở 
phía trên của mặt phảng hình 
chiếu bằng.

- Điểm B có độ cao bằng 
o (Bị x) và độ xa dương 
nên B thuộc mặt phảng hinh 
chiếu bằng ở phía trước của 
mật phảng hình chiếu đứng.

- Điểm c co' độ xa và độ 
cả hai mặt phẳng hỉnh chiếu

- Điểm D co„ độ capvà đô xa bằng nhau vể trị tuyệt đối và cùng mang dấu'dựơng 
nên D cách đều hai mặt phẳng hình chiếu và nằm ỏ go'c tư thứ nhất.

- Điểm E có độ cao dương, độ xa âm nhưng bằng nhaủ về trị tuyệt đối nên È Cách 
dểu hai mặt phang hỉnh chiếu và nằm ỏ góc tư thứ hai.

điểm A, B, c,

-À-

' Hình 2- I

cao 
tức

đều bằng 0 (C[ = Ci, G x) nên c đổng thời thuộc 
là thuộc trục hỉnh chiếu X,

/í = /íy

đs 5
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a)

í,

Thí (lụ 2: Vê điểm A’ dối 
xứng với điểm A qua mặt 
phấng hình chiếu đứng và 
điểm B’ đổi xứng với điểm 

chiếu

xứng 
hình

^2

Hình 2-2

của chúng bằng nhan

B qua mặt phảng hỉnh 
bằng, (Hình 2-2á) •

Giải
- Vì A và Ă’ đối 

nhau qua mật phảng
chiếu dứng tức là chúng thuộc 
một đường thằng chiếu'đứng, 
nên hình chiếu đứng của 
chúng trùng nhau :.A| = Ạ’p 

vể trị tuyệt đối nhưng khác dấu nên hình 
trục hỉnh chiếu, (Hình 2-2b). !
phảng hình chiếu bằng tức là chùng thuọc 

chúng trũng nhau : Át = Á’2

a) " •

cao của chúng bằng nhau 
nhưng khác dấu nên hình 
chúng đối xứng nhau qua 
(Hỉnh 2-2c).

At

*2- .

Mặt khác độ xa 
chiếu bằng của chúng đối xứng nhau qua

- Vì B và B’ đối xứng nhau qua mật 
một đường thẳng chiếu bằng nên hình chiếu bằng của

Mặt khác độ 
vé trị tuyệt đối 
chiếu đứng của 
trục hình chiếu,

Thí dụ 3 : Cho điểm ACAp A2) và hình 
chiếu bằng Bt của điểm B, (Hình 2-3a). 
Xác định trục hình chiếu và vẽ hình chiếu 
đứng của điểm B biết ràng A và B dối 
xứng nhau qua mặt phảng hình chiếu đứng.

Giải :
- Vì A và B đối xứng nhau qua mặt 

phảng hình chiếu dứng, (Hình 2-3b)
- Hình chiếu bàng 

của A và B đối xứng 
nhau qua trục 
chiếu, 
tiling 
thẳng 

» />2

hình 
X là 
đoạn

do đó 
trực của 
A2B2.

Hình chiếu 
của A và Bđứng

trùng nhau : Bị = Aj

Thí flit 4: Vẽ hình 
chiếu cạrih của 
diểm A(Ap A2) và 
hình chiếu bằng 
của điểm Ẹ(Bị, Bị), 
ÍHinh 2-4a).

Hình 2-3

Hình 2-4
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chiếu 
chiếu 
chiếu 
hình

của

của

một điểm nàm trên một đường

một điểm nâm trên một dường

Oidi :
Nhận xét :
- Hình chiếu đứng và hình 

ngang vuông go'c với trục hình
- Hình chiếu đứng và hình 

thẳng đúng vuông góc vối trục
- Trên hình biểu diễn, độ xa của 

của no' đến trục X hoặc khoảng cách
Với các nhận xét trên, việc vẽ hình chiếu thứ 

đã cho của chúng được thể hiện trên

bằng khoảng cách từ hình chiếu

cạnh
z.
bằng
chiếu
một điểm
từ hình chiếu cạnh của no' tới trục z.

ba của A và B theo hai hình
hình 2-4b.

gióng

gióng

bàng

chiếu

2.1.2. Bài tập

Bài 1 : Xác định vj trí so với 
các mặt. phảng hình chiếu của các 
điểm A, B, c, D, E (Hình 2-5).

Bài 2 : Cho
các điểm A, B, c, (Hình 2-6). Vẽ 
hỉnh biểu diễu

hình biểu diễn của

của :
- Điểm A’ đối xứng với A qua 

mật phảng bình chiếu

' 8

ĩ

^2

&

đứng.

Hình 2-6

qua mặt phẳng hình
Hình 2-5

- Điểm B’ đối xứng với B 
chiếu bằng,

- Điểm C’ đối xứng với c qua trục hỉnh chiếu X.
Bài 3 : Cho hình biểu diễn của các diểm A, B, c, 

(Hình 2-7). Xác định vị trí cáa trục hình chiếu X trong 
từng trường 
chiếu đứng ; 
c thuộc mặt

hợp biết rằng A thuộc mặt phảng hình 
B thuộc mặt phảng hình chiếu bằng và 
phảng phân giác góc tư I và III.

*2
9

Bài 4 : Cho hình biểu diễn của 
hai điểm A và B, (Hình 2-8). Xác 
định vị trí của trục hình chiếu X 
biết rằng độ cao của A bằng độ xa 
của B. Chỉ rõ vị trí của A và B so 
với các mặt phẳng hỉnh chiếu.

Bài 5 : Cho hình biểu diễn của 
điểm A và hình chiếu đứng của 
điểm B, (Hình 2-9) trục hình chiếu

Zí2

B

cỉ

01

Hình 2-7

*2

8,

i

Hình 2-S
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X vá hình chiếu bằng của B biết 
j rằng A và B đểu thuộc mật. phảng

phân giác của góc tư ĩ và III.
Q Aị Bài 6 : Cho hình chiếu đứng của

điểm A thuộc mật phẳng hinỊì chiếu 
đứng và hỉnh chiếu bằng của điểm 

s <( B thuộc mặt phảng hình chiếu bằng
1 (Hình 2-10). Xác định trục hình

o a chiếu X và các hình chiếu còn lại 
1 J của A và B biết rằng độ cao của A

• . ... bằng độ xa cúa B ,và bằng +15mm.Hình 2-9 IIÌI1I1 2-10 & ■

Bài 7 : Vẽ hình chiếu cạnh của các điểm A, B, c, D, (Hình 2-11).
Bài 8 : Cho ba hỉnh chiếu của điểm A, (Hình 2-12). Xác định vị trí của trục hỉnh chiếu. z.

Hình 2-12llìnli 2-11

2.2. Đường thẳng

Một sổ điểm cần chú ý :
một đường thẳng a bất kì trong phương pháp hai hình chiếu 

thảng (ap xiên góc bất kì với trục hình
biểu
là một cặp đường
vững định nghĩa, hình biểu diễn và tính chất của : đường bằng,

đường cạnh, đường thảng chiếu bằng, đường thảng chiếu
+ Biểu diễn sự liên thuộc giữa điểm và đường
4- Biểu diễn hai đường thảng song song ; hai 

thảng chéo nhau.
2.2.1. Các thí dụ
Thí (ỉu Ị: Cho các điểm A(Aj, A<) và C(Cp C1)
- Qua A vẽ một đoạn thảng AB song song với mặt phẳng hình 'chiếu bằng biết ràng 

AB co' chiều dài bằng 25mm và nghiêng với mặt phảng hình chiếu đứng một góc 30°.

+ Hình
thẳng góc

+ Nám

diên của

thảng 
đường

(Hình

đứng.

thẳng .cắt nhau

2-13a).

chiếu.
đường mạt,

; hai đường
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- Qua c vẽ một đoạn thảng 
CD song song với mật phảng 
hình chiếu đứng biết rằng CD 
có chiẽu dài bằng 30mm và 
nghiêng với mật phảng hình 
chiếu bằng một góc 45°.

Giải :
- ÁB là một đoạn thảng 

thuộc một đường bằng : Qua 
A‘| vẽ đường thảng song song 
với trục X. Qua A, vẽ một đường 
thảng nghiêng với trục X go'c 
30° và đặt trên dó một đoạn 
thẳng A2B2 = 2Ị5mm. Từ B2 dễ 
dàng suy ra B| /Hình 2-13b).

- CD là một đoạn thẳng 
thuộc một dường mặt : Qua 
C2 vê đường thảng song song 
với trục X. Qua C| vẽ một 
đường thảng nghiêng với trục 
X gdc 45° và đặt trên đó một 
đoạn thẳng CjDj = 30mm. Từ 
D( dễ dàng suy ra D2- ■ lình 2-13

Trên hình ve chỉ ve 'một trong bốn vị trí của AB và CD, bạn đọc tự suy ra các vị
trí còn lại của ch ling.

Thí íỉti 2: Cho hai đường thảng bất kì a (a]( a^) và b(bp b2) (Hhìh 2-14a). Vê đường 
thẳng chiếu đứng c và đường thảng chiếu bàng d cắt cả a và b.

Giỏi :

ninh 2-14
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- Gọi I và K lần lượt, là giao điếm của đường thầng chiếu đứng c với a và b. Ta cố :
I( = Kj = Cị — n bj.

Hỉnh chiếu bằng của c Jà C-, (I-, K7) vuông góc với trục X (Hình 2-14b).
- Gọi M và N lẩn lượt là 'giao điểm cứa đường thẳng chiếu bằng d với a và b :

/ • M2 = ‘‘N2. = đ2 = a2 A b2 , ■'

Hỉnh chiếu đứng cửa d là d( (MịNp vuông go'c với trục X.
Thí du 3: Cho đường thẳng a(ap a?h (Hình 2-15a). Thn trên a các điểm :
- A có độ cao bằng 0
- B có độ xa bằng ọ„
- c cố hai hình chiếu trùng nhau.
- D có hai hỉnh chiếu đối xứng nhau qua trục X. .

1IÌ11I1 2-15 .

Trước hết nhận xét ràng các điểm A, B, 0, D thuộc đường thẳng a nên các hình 
chiếu của chúng phải thuộc các hìrih chiếu cùng tên. của a. |J

Ngoài ra (HÍnh 2—15b) :
- A có độ cao bàng 0, nên Aj G X, do đó.

Aj - a( A X
- B co' độ xa. bàng ọ nên7 Bn E X, do đó

B, -- a, n x’
- c co hai hình chiếu trùng nhau nên •:

‘ ' Cị — C-, = a, A a2
- D cố hai hình chiếu đối xứng nhau qua trục X. Có thể xác định D như sau : qua 

điểm B, = ạ2 n X vẽ đường thẳng a\ đổi xứng vói a, qua X. Điểm = Hị A a’7 
là hình chiếu đúng của điểm D cần tìm, từ đồ suy ra hình chiếu bằng D2 của D.

Thí dụ 4: Cho hai đường thảng bất kì a(ap a2),*b(bj, bp và hình chiếu bàng của 
điểm M thuộc một đường thảng c song song với a và cắt b, (Hình 2-16a). Vẽ hình 
chiếu đứng cùa M.
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Giài :

Hình 2-16

c
hỉn h

Nhặn xét rằng :
M E c nên M2 G c? ; 
c // a nên c2 // a1 ; C| 

n b = B nên C-, n 
chiếu đứng Mị của < 
Qua Mt vẽ c2 // 
Gọi B2 = c2 n 
Qua B] vẽ Cj // a

Mị G C|.

b2 = B-, và 
điểm M như

Cị n b| = Bị 
sau (Hỉnh 2-16b).

với B2Bj ± X. Vậy ta có thể vẽ

2
b„ từ Bt suy ra B| ỄE b| 

từ M, suy ra Mj E Cj.

2.2.2 Bài tập
Bài 9 : Qua 

và qua điểm N
điểm M
vệ một

vẽ một đường thẳng bàng cát đường thẳng d (Hỉnh 2-17a), 
đường thảng mặt cất dường cạnh PQ, (Hình 2-17b).

Bàỉ 10 : Cho hình chiếu đứng của 
hai điểm A và B, hình chiếu bằng 
của hai điểm c và D, (Hình 2-18).

a - Vẽ các hình chiếu còn lại của 
A, B, c, D biết rằng cả 4 điếm đo' 
cùng thuộc một dường thẳng d.

b - Tìm trên đường thẳng d đó :
'z ■ - Điểm co' độ

- Diểiii co độ

- Dỉểm có độ cao bằng hai lắn độ

cao bằng 0

xa bằng 0

IIÌI1I1 2- 1 7

xa.
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Bài 11 : Cho đường cạnh PQ, (Hình 2-19). Thn trẽn đường thẳng đó : 
a - Điểm có hai hình chiến trùng nhau.
b - Điểm cớ hai hình chiếu đối xứng nhau qua trục hình chiếu X.

Hình 2-20

Bài 13 : Cho hai đường thẳng p và q, (Hình 2-21). Vờ một đường thẳng cắt cả p và q và: 
a- Song song với mặt phẳng hỉnh chiếu đứng và có độ xa cho trước (Hình 2-2la).
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b - Song song với mặt phẳng hình chiếu bằng và ctí độ cao cho trước (Hình 2-2 Ib). 
c - Thuộc mặt phẳng phân giác thứ hai (mặt phảng phân giác của góc tư II 

và IV), (Hình 2-2 le).

Bài
a -
b -
Bài

Hình 2-21

14 : Chọ .điểm A và hai đường thẳng p, q.
Vẽ qua Ạ (Ịường thẳng cát cả p và q (Hình 2-22a).
Cũng yêu cầu như trên nhưng cho q là một đường thẳng cạnh (Hình 2-22b). 
'15 : Cho đường thẳng a, đường thằng cạnh PQ và hình chiếu đứng của

M không thuộc a và PQ, (Hỉnh 2-23), Vệ hlnh chiếu bằng của M biết 
đường thẳng song song với PQ và cắt đường thẳng a.

rằng M
điểm 
thụộc

một

A

A

&

7'

A

'Ổ2

Hình 2-22

Cho đường thẳng a, đường thẳng cạnh PQ và hình chiếu bằng của 
M không thuộc a và P.Q, (Hình 2-24). Vẽ hình chỉếu đứng của M biết rằng M 
một đường thẳng song song với a

Bài 17 : Cho ba đường thẳng
(Hình 2-25).

- Vẽ một đường thẳng cắt cả
chiếu đứng.
- Vẽ một đường thẳng cắt hai đường thẳng a, b vá song song với đường thẳng c.

Bài 16 : điểm 
thuộc

và
a,

cắt đường thẳng cạnh PQ.
b và c trong đtí b là đường thẳng chiếu bằng,

a
hình

ba đường thẳng a, b, c và song song với mặt phẳng

b

18



Hình 2-24 Hình 2-25

2.3. Mặt phẳng

Một số điểm cẩn chú ý :
- Một mặt phẳng có thể được biểu diễn bằng hình biểu diễn của': ba điểm khống 

thẳng hàng ; một đường thẳng và một điểm không thuộc đường thẳng đó ; hai đường 
thẳng cắt nhau ; hai đường thẳng song song. Từ cách biểu diễn này có thể dễ đàng 
chuyển sang cách biểu diễn khác (Hình 2-26).

Hình 2-26

Ngoài ra người ta cũng thường biểu diễn mặt phẳng bằng hai vết của nó, đây chỉ là trường 
hợp riêng của việc biểu diễn mặt phẳng bằng hai đường thẳng cắt nhau hoặc song song.

- Nắm vững định nghĩa, hình biểu diễn và tính chất cùa các mặt phẳng có vị trí 
đặc biệt so với các mặt phẳng hình chiếu : mặt phẳn,g chiếu đứng ; mặt phẳng chiếu 
bàng ; mặt phẳng bằng và mặt phẳng mặt.

- Nắm vững các điều kiện liên thuộc của điểm và đường thẳng với mặt phảng.
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Hình 2-27

2.3.1. Các thí dụ
Thí dụ 1: Cho điểm A và đường thẳng af (Hình 2-27),
- Qua điểm A dựng một mặt phẳng vuông góc với mặt phảng hình chiếu đứng 

và nghiêng với mặt phẳng hình chiếu bằng một góc 30°.
- Qua đường thẳng a dựng một mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng hinh chiếu bằng. 
Xác định các vết của hai mặt phảng 0# vằ
Giải :
- Q> là mặt phẳng chiếu đứng nên hình 

chiếu đứng Q> I của nd là một đường thẳng,
Vì A E Q, nên A| e Q»r
Vì góc nghiêng (Q», íP2) = 30° nên (Qi p 

x) = 30°. Vậy qua Aj vẽ một đường thẳng 
Qjj hợp với trục hình chiếu X một góc 30°, 
đố là hình chiếu đứng suy biến của mặt 
phẳng Q> cẩn vẽ. Vết đứng của (Q» ) là 
Vq= Qjp Vết bằng của (Q, ) là -L X và 
đi qua điểm Q>x = v^ n X .

Bài toán có hài nghiệm hình.
“ ((R. ) là mặt phẳng chiếu bằng nên 

■hình chiếu bằng í^2 của nó là một đường thẳng. Mặt khác vì a G ($?) nên a2 = 6^2

Vết bằng của (í?ỉ ) là V2 E $?2' Vết đứng của nó là vị i X và đi qua điểm 

= '£ n x'
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- Đường thẳng bằng có độ cao bàng h > o'
- Đưòng thẳng mặt có độ xa bàng 1 > 0
- Đường thẳng có hai hình chiếu trùng nhau
- Điểm cố độ cao và độ xa đều bằng h.
Giải Trên hình 2-28b :
- Gọi b là đường bằng cần vẽ. VI b có độ cao bằng h nên bj // X và cách X vể phía 

trên một khoảng bằng h. Mặt khác vì b G (Q) ) nên b phải có hai điểm thuộc ), chẳng 
hạn' điểm A = b íì p và điểm B = b n ị Từ các hình chiếu đứng Aị = b| n P1 và 
Bị = bị n q! suy ra các hình chiếu bằng Aj È p2 và B2 6 q2. Đường thẳng b2 = A2B2 
là hình chiếu bằng của đường thẳng bằng b.

“ Gọi m là đường thắng mặt m cấn vẽ. Lập luận tương tự như trên, ta vẽ hình
chiếu bằng của đường thẳng mặt, đổ là 'm2 // X và cách X vể phía dưới một khoảng
bằng 1. Từ m2 suy ra mi bằng cách gắn m vào. (Qj ), tại hai điểm, chẳng hạn điểm
c = m íì p và điểm D — m íì q.

- Gọi g là đường thẳng thuộc (iì ) và cố hai hình chiếu trung nhau. Cổ thể xác 
định g bầng cách tìm điểm có hai hình chiếu trùng nhau của hai đường thẳng thuộc (íì ), 
chẳng hạn p và q rồi nối chúng bằng đường thẳng í

Điểm E với Eị £ E2 = P| n p2
Điểm F với Fj = F2 = qx rì q2.

Đường thẳng g s EF là đường thẳng thuộc mặt phẳng phân giác thứ hai .
- Gọi K là điểm thuộc (Qj ) và có độ cao bằng độ xa và bằng h, đó cũng là điểm

thuộc đường thẳng bằng b đã vế trên và có độ xa bằng h. Dễ dáng xác định được
K2 = b2 n b*! với b’[ là đường thẳng đối xứng với bị qua trục X. Từ 1^2 suy ra e bp

Cũng có thể xác định K( = rì b*2 với b’2 là đường thẳng đối xứng với b2 qua 
trục X. Từ suy ra K2 G b2. Bạn đọc tự vẽ hình.

Thí dụ 3. Vẽ các vết của mặt phầng (b, n m) (Hình 2-29a).

Hình 2-29

Giải : Vì b và m lần lượt là đường thẳng bằng và đường thẳng mặt của mặt phẳng 
nên hướng của hai vết của (fì> ) đã biết, do đó chỉ cần tìm một điểm nào đó thuộc 
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một trong hai vết là có thể vẽ được chúng. Chẳng hạn xác định vết đứng N của đường 
thẳng bằng b, (Hình 2-29b).

Qua điểm N = Nj vẽ vết đứng của (Qj ) là v^ // nip Qua giao điểm Q»x = v^ n X 
vẽ vết bằng của (Q» ) là Vq, // b2.

Cũng có thể xác định vết bằng của đường thẳng mặt m rổỉ vẽ vết bằng và vết 
đứng của (Qj ). Bạn đọc tự vẽ hình.

Chú ý :
a - Vết của một mặt phẳng chứa vết cùng tên của các đường thẳng thuộc nó.
b -.Vết đứng của mặt phẳng song song với các đường thẳng mặt của nó.
Vết bằng của mặt phẳng song song với các đường thẳng bằng của nó.
c - Mặt phẳng không song song với trục hình chiếu cđ hai vết cắt nhau tại một 

điểm trên trục đó.
Thí đụ 4. Cho mặt phẳng (p//q) và điểm A không thuộc (Q> ), (Hình 2 - 30a). Qua 

A dựng mặt phẳng song song với mặt phẳng Q> . Biểu diễn ) bằng các vết của no'.

X

Hình 2-30

Vì ) // (Q» ) nên vết đứng của (&) song song với một đường thẳng mặt của (Q») 
và vết bằng của ((R. ) song song với một đường thẳng bằng cùa (Qí ).

Các vết của (f?ĩ ) có thể xác định như sau (Hình 2-30b).

- Trong mặt phẳng Q, vẽ đường thẳng bằng b và đường thẳng mặt m.
- Qua điểm A vẽ đường thẳng b’ Ị/ b rổỉ tìm vết đứng N của b’.

- Qua N s Nị vẽ vết đứng của ((R. ) là yjj // và qua điểm = v-jj n X vẽ vết 
bằng của (ơè ) là v^ // b2 (hoặc // b’2).

Chú ý : Bài toán trở nên đơn giản hơn nếu mặt phẳng Qí được xác định bằng các 
vết của nó. Khi đó các vết của mặt phẳng (R, sẽ song song với các vết cùng tên của 
Q, (Hình 2-31).
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2.3.2. Bàỉ tập

Bài 18 : Vẽ hlnh chiếu bằng của ngũ giác phẳng ABCDE biết hình chiếu đứng của 
nố và hình chiếu bằng của ba đỉnh A, B, c (Hỉnh 2-32).

và mặt phẳng chiếu bằng 
(Hình 2-33). Biểu diễn (Q,)

Bài 19 : Qua điểm A dựng mặt phẳng chiếu đứng Qi 
(R, biết rằng (Q> ) và ((R) đều song song với đường thẳng a

Bầi 20 : Qua điểm A vẽ 
đường thằng bằng song song 
với mặt phẳng Q> trong các 
trường hợp sau.

- Q> (p n q) (Hình 2-34 a)
- Q, (p //q) (Hình 2-34 b)
-Q> (vk , v^ ) (Hình 2-34 c)

Hình 2-34
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Bài 22 : Vẽ hình chiếu còn thiếu của đường thẳng AB biết rằng AB song song với 
mặt phẳng (Hình 2-36 a, b, c).

Hình 2-36

Bài 23 : Vẽ hình chiếu còn ỉại của tam giác ABC thuộc mặt phẳng trong các 
trường hợp sau :

Qí (p // q) ; Aj Bj // P| ; (Hlnh 2-37 a).
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í>- a. (vầ ’ vẳ ; z/ vầ (Hlnh 2-37 b)'
Bài 24 : Cho một vết của mặt phẳng ó, và một điểm A thuộc mặt phẳng đó (Hình 

2-38a, b, c, d). Vẽ vết còn lại của (Q> ).

4?
4)

Bài 25 : 
a- íó là 
b- & là 
c- có

lí)
Hìhh 2-38

vết của mặt phẳng Q chứa đường thẳng a trong các trường hợp sau :Vẽ các
phẳng chiếu đứng (Hình 2-39 a). 
phẳng chiếu bằng (Hình 2-39 b). 

vết trùng nhau (Hình 2-39 c).

mặt 
mặt 
hai

Hình 2-39

vết của mặt phẳng (p, q), (Hình 2-40 a, b, c, d).Bài 26 : Vẽ các

T>)
A

Hình 2-40
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Bài 27 : Vẽ hình chiếu bằng của tam giác ABC biết rằng ABC thuộc một mặt phẳng

Bài 28 : Qua điểm M vẽ một đường thẳng cắt trục hình chiếu X và đường thẳng 
a cho trước (Hỉnh 2-42).

CHƯƠNG 3

CÁC BÀI TOÁN VỀ VỊ TRÍ

3.1. Có hai loại bài toán co bản VẾ VỊ trí :
+ Xác định giao điểm của đường thẳng và mặt phẳng.

+ Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng.

Thí dụ 1: Tìm giao điểm của đường thẳng AB và 
mặt phẳng chiếu đứng , (Hinh 3-1).

Giải : Gọi K = AB n

- Vì (Q> ) là mặt phẳng chiếu đứng nên
Kx = A1B1 n v^

- Vì AB là đường thẳng cạnh nên hỉnh chiếu 
bằng K2 của K được xác định sao cho (A^BjKj) = 
= (A2B2K2). HÌỈ111 3-1
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Cách làm đã được chỉ rõ trên hình vẽ.
Thí dụ 2: Tìm giao điểm của đường thẳng chiếu 

bằng d và mặt phẳng Q, (p n q), (Hình 3-2),
Giải : Gọi K = d Q (Q> )
- Vì d là đường thẳng chiếu bằng nên 1^2 = d2
- Để xác định Kj có thể gắn K vào một đường 

thẳng nào đó thuộc mặt phẳng Q>, chẳng hạn đường 
thẳng p’ // p :

Qua 1^2 = d2 vẽ p*2 // p2, ta có Q2 = p’2 n q2 
Từ Q2 suy ra Qj e qr Qua Q1 vẽ p^ // PÃ 

= d1 n p\.
Thí dụ 3: Vẽ giao tuyến của hình phẳng ABC với 

mặt phẳng chiếu bằng Q>, (Hình 3-3).
Hình 3- 2 .Giải : Gọi IK = (ABC) n (Q») 

trong đó I = AC n (Qj ) và K = BC n (Q>)

Vì (Q») là mặt phẳng chiếu bằng nên I2K2 “ vầ 
trong đó I2 = A2C2 n v^; = B2C2 n v^

Dễ dàng suy ra hình chiếu đứng lịK] 
của giao tuyến. Trên hình chiếu đứng cũng 
chỉ rố phần thấy và khuất của hình phẳng 
ABC đối với mật phẳng Q> .

Nhận xét : Qua 3 thí dụ trên ta thấy 
rằng khi giải bài toán xác định giao điểm 
của đường thẳng và mặt phẳng hoặc giao 
tuyến của hai mặt phẳng, nếu có một yếu 
tố (đường thẳng hoặc mặt phẩng) ở vị trí 
vuông góc với một mặt phẳng hình chiếu 
(đường thẳng chiếu hoặc mặt phẳng chiếu) 
thì một hình chiếu của giao xác định được 
ngay trên hình đã cho. Hình chiếu còn lại 
của giao dễ dàng suy ra được bằng cách 
dùng các điều kiện liên thuộc của điểm với 
đường thẳng hoặc mặt phẳng.

Thí dụ 4: Tìm giao điểm của đường thẳng 
d và mặt phẳng Q> (p Ị ị q) (Hình 3-4).

Xí

Hình 3-3

Giải : Gọi K = d íì (Q). Giao điểm K cổ thể xác định được bằng phương pháp
mạt phằng phụ trợ. Trình tự giải gổm 3 bước :

- Qua d dựng một mặt phẳng phụ trợ ỈR. , chẳng hạn là mặt phẳng chiếu bằng : 
d2 s ( s vị •).
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- Vẽ giao tuyến MN = Í(R) íì (Q, ). 
Cách làm tương tự như ở thí dụ 3.

- Xác định giao điểm K = d íì 
MN với Ka = dj n M1N1 và K2 E d2< 
Điểm K là giao điểm cần tìm của d 
và (Qi ).

Thí dụ 5: Vẽ giao tuyến của hai mặt 
phẳng íp (vẬ , ) và Q, (v^ , v^ ). 
(Hình 3-5).

Giải : Để vẽ giao tuyến của hai 
mặt phẳng, phải xác định 2 điểm 
chung của chúng và nối lại bằng 
đường thẳng.

Trong bài toán này điểm chung thứ 
nhất M của ((p) và (Qí) là giao điểm 
của hai vết bằng của hai mặt phẳng đó

M = = vj n y2 .. M G x2 p Q ’ 1
Điểm chung thứ hai N có thể xác 

định bằng phương pháp mặt phẳng 
phụ trợ như sau.

- Cắt cá (fp) và (Q>) bằng một mặt 
phẩng , chẳng hạn là một mặt phẩng 
bằng. - Vẽ hai giao tuyến phụ :

p = (&) n (íp)
q = (& ) n (Q,)

O đây p và q lần lượt là đường 
bằng của (fp) và (Q> ), do đó : 
p2 // vỊ ; q2 //

Hình 3-5

- Xác định giao điểm N = p íì q, trong đó

N2 = p2 n q2 ; N1 e Pj (= q1 = p.

MN là giao tuyến cần vẽ.

Nhận, xét: Khi giải bài toán vẽ giao tuyến của hai mặt phẳng, nếu đã biết hướng 
của giao tuyến thì chỉ cần xác định một điểm chung của hai mặt phẳng đó là vẽ được 
giao tuyêh.

Trên hlnh 3-6 cho hai mặt phẳng íPvà có các vết đứng V* và V& song song. Rõ 
ràng giao tuyến g = (fp) n (Q, ) phải song song với hai vết đứng đó, nói khác đi g 
là một đường thẳng mặt của (íp) và (íó ).
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Xác định giao tuyến g như sau.
- Xác định một điểm chung của CP) và (Q>):

M = vỉ n vLp Q

- Qua M vẽ g // V* (// v^) trong đo' :

g2 // X và g2 G M2.

8111 vi w và và gi e M1) ■

Thí dụ 6: Vẽ giao tuyến của hình phằng
ABC và mặt phẳng Qí (Vq , vjy. Xét thấy 
và khùất của ABC so với (Q») trên hai hình 
chiếu (Hlnh 3-7).

Giải ; Để vẽ giao tuyến của hình phẳng 
ABC vá mặt phẳng Q, ta lẩn lượt xác định 
các giao điểm I và K của các cạnh AB và

Hình 3-6

BC thuộc hình phẳng ABC với mặt phẳng Q.
Cách làm được tiến hành
Việc xét thấy khuất của 

chiếu.

như ỏ thí dụ 4 và đả được chỉ rõ trên hình vẽ.
ABC đối với (íì) được tiến hành độc lập trên : mỗi hinh

- Trên hình chiếu đứng: 
xét hai điểm cùng tia 
chiếu đứng 1 và 1’, trong 
đó 1 G AB và r E V&.

Điểm 1 cố độ xa > 0 ; 
điểm 1’ có độ xa = 0 (vì 
1’2 G x), do đó điểm 1 
thấy ; điểm 1’ khuất. Suy 
ra phần BIK của ABC thấy 
trên hình chiếu đứng, phần 
còn lại ACKI khuất.

- Trên hình chiếu bằng: 
xét hai điểm cùng tia 
chiếu bằng 2 và 2’ trong 
đó 2 G BC và 2’ G v^.

Điểm 2 có độ cao > 0 
; điểm 2’ có độ cao = 0 
(vì 2’j G x), do đó điểm 
2 thấy ; điểm 2’ khuất.

Hình 3-7

Suy ra phẩn ACKI của ABC thấy trên hình chiếu bằng, phần còn lại BIK khuất.
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3.2 Bài tập

Đài 1 : Vẽ giao điểm của đường thẳng d và mặt phầng íp (Hình 3-8).
a) íP(A, a)
b) ÍP(K, x)

c) <P(v‘,v2)

d) (P (a // b) ; dj // ax // br

e) fP ( V* = vị ); dj /Zd2 // V*

0 (p (vị , v2) ; dj // vị ; d2 // vị.

Hình 3-8

Bài 2 : Vẽ giao tuyến của hai mặt phẳng íPvà (Hình 3-9).

a) (P (a n b) ; (c // d)

b) íp(v* , vị) ; Q, (K, x)

c) (p (vị , vỊ) ; & (v^ , v^)

d) (P (vị , ; Q, (v^ , v^) và v^ // vịj // v^ // // X

30



Hình

hai
đường 
phẳng

của chúng 
3-10).
một 
mật

Bài 3 :

Hình 3-10Hình 3-11

Vẽ giao tuyến của hai hình 
phẳng. Xét thấy và khuất 
trên hai hình chiếu (Hlnh

Bài 4 : Qua điểm M vẽ 
thẳng song song với 
íPvàQ, (Hình 3-11).
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Bài 5 : Cho đường thẳng 
p thuộc mặt phẳng hình 
chiếu đứng, đường thẳng q 
thuộc mặt phẳng hình chiếu 
bằng và hai điểm A, B, 
(Hình 3-12). Tìm quỹ tích 
(tập hợp) của các tâm chiếu 
s sao cho hình chiếu của 
A và B từ s lần lượt thuộc 
p và q.

Bài 6 : Qua điểm M vẽ 
một đường thẳng song song 
với mặt phẳng fP và cắt 
đường thẳng d, (Hmh 3 - 13).

Bài 7: Qua điểm M vẽ 
đường thẳng cắt đường 
thẳng d và có hai hình 
chiếu song song nhau, 
(Hình 3 - 14a); có hại hình 
chiếu hợp với trục hình 
chiếu các góc bằng nhau, 
(Hình 3- 14b).

Bài 8: Cho vết đứng của 
hai mặt phẳng ĨP và Q> . 
Vẽ vết bằng của chúng biết 
rằng (íP) và (Q») cùng song 
song với đường thẳng d. 
(Hình 3- 15).

Bài 9: Cho vết đứng của mặt phẳng #7 vết bằng của mặt phảng Qí . Vẽ giao tuyến 
của (fp) và (Q, ) biết rằng chúng cùng song song với đường thẳng d, (Hình 3 - 16).

Hình 3-14
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Hình 3- 15

Hình 3 - 18IỈÌI111 3- 17

I-IÌI111 3- 19 Hình 3 - 20
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Bài 10 : Cho đường thẳng d và mặt phẳng (P - Dựng qua d một mặt phẳng Qf sao 
cho giao tuyến của <(P) và (Q> ) là một đường bàng. Vẽ giao tuyến đó (Hình 3 - 17).

Bài 11: Vẽ nốt đĩnh c của tam giác ABC biết rằng mặt phẳng của ABC song song 
với trục hình chiếu và c thuộc đường thẳng d (Hỉnh 3 - 18).

Bài 12 : Dựng tam giác ABC có các đỉnh B 
và c lần lượt thuộc cãc đường thẳng b và c và 
mặt phẳng của ABC song song với mặt phẳng (P 
(v‘ = vb (Hình 3-19).

p .p

Bài 13 : Vẽ trong mật phẳng (p (p//q) đường 
thảng cắt trục hình chiếu và đường thẳng d 
(Hình 3- 20).

Bài 14 : Qua-điểm M vẽ đường thẳng cắt hai 
đường thẳng p và q (Hình 3- 21).

Bài 15: Vẽ đường thẳng cắt hai đường 
thảng p, q và song song với đường thẳng d 
(Hình 3 - 22).

Bài 16: Vẽ bóng của đoạn thẳng AB đổ lên hai 
mặt phảng hình chiếu cho biết các tia sáng song 
song với hướng s (Hỉnh 3- 23).



CHƯƠNG 4

CÁC BÀI TOÁN VÊ LƯỌNG

4.1 . Các thí dụ

Thí dụ 1: Xác định |độ dài'của đoạn thẳng AB 
và góc nghiêng của nó so với các mặt phẳng hình 
chiếu, (Hình 4-1).

Giải : Dựng tam giác vuông A có haị
cạnh góc vuông lẩn lượt là hình chiếu bằng A2B^ 
của .đoạn AB và hiệu độ cao của hai điểm A, B.

Cạnh huyền của tam giác vuông này là độ dài 
của đoạn AB. Góc a — A2B2A’ (kề với A2B2) là 
góc nghiêng của AB với (fp2).

Tương tự, tam giác vuông A A" AjBj (có hai 
cạnh góc vuông lần lượt là A|Bj và hiệu độ xa 
của A, B) cố canh huyền A" Bị là độ dài của AB 
và góc p = A^A" (kể với AịBỊ ) là góc nghiêng 
của AB so với ( (P1).

Chú ý: Cần nhớ những trường hợp đặc biệt dưới 
đây (Hình 4-2, Hình 4-3, Hình 4 - 4 và Hình 4-5).

AB ± íP1
A^ = AB
a (góc giữa AB và íp2 ) = 0° 
/ỉ (góc giữa AB và íp1) = 90°

4* 3f
9

(Hình 4-2)

AB // (íP2)

(Hình 4-3)

<

I1Ì11I1 4-2

a = 0°
p = góc (A2B2, x)
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AB ±(íP2) -
AjBj = AB
a = 90°
/3 = 0°

(Hình 4- 4)

AB //(ÍP1)
AjB, = AB 
a = go'c (AjBp x) 
ft = 0°

(Hình 4-5)
Sau này ta có thể dùng các phép 

biến đổi để đưa AB từ vị trí bất kì 
vé một trong các trường hợp trên.

Thí tĩụ 2 : Cho tia Am . Thn điểm B G Am sao 
cho đoạn thảng AB - 40mm (Hlnh 4 -6).

Giải: Lấy một điểm c bất kì trến Am. Dựng 
tam giác vuông A2C,C’ (cạnh gốc vuông C2C’ bằng 
hiệu độ cao của hai điểm A, C). Đặt trên tia A->C’ 
một đoạn A2B’ “ 40 mm. Dựng tam giác.vuồng 
AA2B2B . .

Cố cạnh go'c vuông A2B2 G A2m2. Từ B2 ^»Bj G AjiUj.
Thỉ tỉụ 3: Tìm khoảng cách từ điểm A tới đường 

thẳng d (Hình 4-7, Hình 4 - 8 , Hình 4 - 9a, b).
Giải :
Để tìm khoảng cách từ điểm A tới đường thẳng 

d ta phải dựng đoạn thẳng AH 1 d (H £ d) và xác 
định độ dài của đoạn thẳng AH.

Trên hình 4-7 đường thảng 
d J_ (íP1 ) - d // (íP2)-» A2H2 1 d2. 
Đoạn thẳng AH // (íp1) nên 
AịHị - AH.

Trên hình 4-8 đườnng thẳng 
d// (tp2) nên A2 H2 -L d2- Đoạn 
thẳng AH co' vị trí bất kì nên độ 
dài của no' (đoạn A2H’) xác định 
bằng qui tắc tam giác (A A(H,n’l.

Trên hình 4 - 9 , d là đường 
thẳng bất kì do đo' muốn dựng đoạn 
AH i d ta phải vẽ qua A một mặt
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phẳng (R ± d và tlm giao điểm H = d íì ((R ). Mặt phẳrig (R xác định bằng hai đường 
thẳng qua A và vuông góc với d là đường bằng b (b2 -L d2) và đường mặt m (nij _L dj)

Dùng mặt phẳng phụ trợ chiếu đứng 
AH = A’H2 (Cạnh huyền của A A’A2H2).

c để tìm giao điểm H. Độ dài của đoạn

lỉìtili 4-9

Thí du 4: Tìm khoảng cách

Để tìm khoảng cách từ 
điểm K đến mạt phảng ta 
làm như sau :

- Vẽ một đường thảng d 
qua K và vuông góc với

-Tỉm giao điểm H - d n (ííê).

mặt phảng (R. (p//q), (Hình 4- 10 vàtừ điểm K dến
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- Xác định độ dài của đoạn KH.
Trên hình 4 - 10 để vẽ đường thẳng d J_ (f?ỉ ) ta vẽ d| 1 v^ và d2 _L VR . Độ dài 

đoạn KH = KJip vi KH// (íP1).
Trên hình 4 - 11 để vẽ đường thẳng d 1 ($) trước hết phải vẽ trong mật phẳng một 

đường bầng b và một đường mặt m. Sau đó vẽ dj _Lm1 và d2 ± b2. Dùng mặt phẳng phụ 
trợ chiếu đứng c để xác định giao điểm H = d íì . Độ dàỉ đoạn KH = H|K’.

Thí dụ 5 : Xác định góc nghiêng của mặt phảng so với mặt phẳng hlnh chiếu 
băng (Hinh 4 - 12a, b).

Giải;

Vẽ trong mặt phẳng íì đường dổc nhatfAB) so với (íP2), AB ± v^y -» A2B2 
± v^. Góc nghiêng của AB với (íP2), (góc A2B2A’) cũng là góc nghiêng của mặt phẳng 

so với (íp2).

Chú ý : Cầh nhớ những trường hợp đặc biệt sau :

- Nếu (fí> ) ± ((p l) thì góc giữa (ữ» ) và (íP2) bằng góc a hợp bởi Vq, với trục X 
(Hình 4 - 13).

- Nếu (Q>) ± (íp2) thì góc giữa (&) và ((p1) bằng góc p hợp bởi và trục X (Hình 4 - 14).
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4. 2 Bài tập

Bài 1 : Xác định độ dài 
của đoạn thẳng AB và góc 
nghiêng của nó so với các 
mặt phảng hình chiếu.

( Hình 4-15 và Hình 4-16)

Bài 2: Cho điểm A
a- Dựng đoạn thẳng AB // 

(íp1 )> có độ dài bằng 30mm 
và nghiêng với (fP2) góc 45°.

<

8Z

0/4^

Hình 4-16

ố

<1

*1

b - Cho Ấ cố định , B thay 
đổi sao cho độ dài của đòạn 
AB và góc nghiêng của nó so 
vội (íP2) không đổi. Tlm quĩ tích 
(tập hợp) hình chiếu đứng và 
hình chiếu bằng của điểm B,

(Hình 4 - 17).

Bài 3 : Cho điểm A và 
hình chiếu đứng Bj của điểm 
B. Tìm hình chiếu bằng của 
B biết rằng đoạn thẳng AB 
có độ dài bằng 40mm.

Hình 4-17 Hình 4-18 (Hình 4 - 18).
Bài 4: ,Cho điểm A và hình 

chiếu bằng B2 của điểm B. 
Tìm hình chiếu đứng B1 của 
B biết rằng AB nghiêng với 
( íp1) một góc bằng 30° (Hình 
4 - 19).

Bài 5: Cho đường thẳng 
m và một điểm A G m. Tìm 
điểm B G m sao cho độ đàí 
của đoạn thẳng AB bằng 30 
mm (Hình 4 - 20).

Bài 6 : Biết cạnh AB 
(AB// íP2) và hình chiếu đứng 
AjBjCjDj của hình chữ nhật 
ABCD. Vẽ hình chiếu bằng 
của ABCD, ( Hình 4 - 21). Hình 4-19 Hình 4-20
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Bài 7 : Biết cạnh AB và hình chiếu đứng của 
tia Ad chứa cạnh AD của hình vuông ABCD. Vẽ 
các hình chiếu của ABCD (Hỉnh 4 - 22).

Bài 8 : Cho điểm A và đường mặt m. Dựng 
tam giác vuông cân ABC sao cho cạnh huyển BC 
nằm trên đường thảng m (Hình 4-23).

Bài 9 : Cho điểm A và hình chiếu bằng t-, 
của đường thẳng t. Tìm hình chiếu đứng của t 
biết rằng t J_ (P 1 và khoáng cách từ A đến 
30mm (Hình 4-24).

Bài 10 : Tìm khoảng cách từ điểm A 
đường thẩng t:

a- t là đường bằng (Hình 4-25)
b- t là đường mặt (Hình 4-26)

(Hình 4-27)

đến

t là

Hình 4-27Hình 4-26
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Bài 11 : Tìm khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng
a) (m X n), (Hình 4-28)
b) a (m // n), (Hình 4-29)
c) íó (v^ = vq)' (Hình 4 -30)
d) (v^ X Vq^), (Hình 4-31)

4z

Hình 4-30

Bài 12 : Cho mặt phảng . Dựng mặt 
phảng song song và cách 30mm:

a) ữi JL (P\ (Hình 4-32)
b) & (v£ X v^> (Hình 4-33)
c) & (A, B, C), (Hình 4-34)
Bài 13 : Xác định khoảng cách giữa hai 

đường thẳng m, n. (Hình 4-35, Hình 4-36).

Hình 4-32
đ?
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Bài 14 : Xác định góc giữa hai mặt phẳng và (Hình 4-37, Hình 4-38).
Bài 15 : Xác định góc nghiêng của mặt phảng Qí so với mặt phẳng hình chiếu đứng, 

(Hình 4-39).
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Bài 16 : Vẽ vết đứng của 
mặt phẳng biết vết bằng 
vi và góc nghiêng của ) 
so với mặt phẳng hỉnh chiếu 
bằng là 30", (Hình 4-40 .

Bài 17 : Vẽ vết bằng của 
mặt phẳng íó biết vết đứng Hình 4-40 Hình 4-41

Hình 4-42

V& và góc nghiêng của (ữ>) so với mặt phẳng 
hỉnh chiếu bằng là 30° (Hình 4-41).

Bài 18 : Cho điểm A, đường bằng b và 
mặt phẳng , Dựng đường thẳng qua Á, 
vuông góc với b và song song với (£ó ) (Hlnh 
4-42).

Bài 19 : Vẽ các vết của mặt phẳng biết 
một đường dổc nhất của (fìí ) so với mặt 
phẳng hình chiếu bằng.

Bài 20 : Cho điểm A. Dựng một đường 
thẳng qua A, nghiêng với mặt phẳng hình 
chiếu bằng một góc bằng a cho trước và sao 
cho hai hình chiếu của đường thẳng đó song 
song với nhau.

CHƯƠNG 5

CÁC PHÉP BIẾN Đổi HÌNH CHIẾU

5.1. Các thí dụ

Thí dụ ĩ: Cho đoạn thẳng AB.
1- Thay mặt phẳng hìnhchiếu đứng (P 1 

đường thẳng AB và điểm B có độ cao bằng
2- Thay mặt phẳng hình chiếu bằng (P2 

cao bằng lOmm (Hỉnh 5-1) 

sao cho điểm A trở thành vết đứng của 
độ xa.
sao cho AB trở thành đường bằng có độ

Giải :

1- Thay (fp !) bằng (fp1) thì trục X thay bằng trục X nhưng hỉnh chiếu bằng và độ 
cao của các điểm A, B không thay đổi. Do đó:

- Trục X phải đi qua A2 thì điểm A mới trỏ thành vết đứng của đường thẳng AB.
- Trục X phải nàm cách B2 một khoảng bằng độ cao của điểm B (đoạn BịBx thì độ 

cao và độ xa của điểm B mới bằng nhau.
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Vậy X là tiếp tuyến vẽ qua A 2 của đường tròn 
tâm B-,, bán kính bằng đoạn BjBx (Trên hình 
5-1 chì vẽ một trong hai nghiệm của bài toán).

2- Thay {(P 2) bằng (ÍP2) thì hình chiếu đứng 
và độ xa của các điểm A, B không thay đổi. Dể 
AB trở thành đường bằng co' độ cao bằng lOmm 
trục X phải song song và cách AjBj một khoảng 
bàng lOmm.

Thí dụ 2: Xác định góc nghiêng của mật phẳng 
íó so với các mặt phẳng hình chiếu (P 1 và fP2 
(Hình 5-2).

Giải 1 . .

Thay (íP1) bằng (ípl) sao cho (Q> ) trở thành 
mặt phẳhg chỉếù. đứng (x ± Vq). Góc hợp bởi 
X và vA là góc nghiêng của (4Ì ) so với (fp2).

Tương tự, thay (fp2) bằng (fp2) sao cho (íì ) 

trở thành mặt phẳng chiếu bằng (x ± v^). Góc 
hợp bởi X và v2^ là góc nghiêng của (Q> ) so với 
(íp1).

Thí dụ 3: Thay các mạt phẳng hình chiếu sao 
cho đường thẳng AB bất kì trở thành đường 
thảng chiếu bằng (Hình 5-3).

Hình 5-1
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Giải : Đầu tiên thay (£P *) bằng (íPl) sao cho AB trở thành đường mật (vẽ 
X // A^B^. Tiếp đó, thay (íp2) bằng (fp2) để AB trở thành đường thẳng chiếu đứng 
(vẽ X ± AjBj).

Thí ìỉụ 4: Xác định dạng gốc của tam giác ABC (Hình 5-4).
Giải : B1

ễ.

Hình

Đầu tiên thay (ÍP l) bàng (fp1) sao cho (ABC) 
trở thành mặt phẳng chiếu đứng. Muốn vậy ta chí 
việc vẽ trong (ẤBC) một đường bàng AD và làm 
cho AD trở thành đường thẳng chiếu đứng (vẽ

Tiếp đó, thay ƠP2) bằng ((p2) sao cho (ABC) 
trở thành mặt phảng bằng (vẽ X // AịBịCị). Tam 
giác A2B,C, là dạng gốc của AABC.

Thí dụ 5: Tìm quỹ tích (tập hợp) các hình chiếu 
của điểm A khi quay no' một vòng quanh trục là 
đường thảng chiếu bằng

Giải : Vẽ AO J- t (O

Khi A quay quanh t 
tròn nằm trong mật phẳng bằng qua A, tâm là 
0, bán kính là đoạn thẳng OA. Hình chiếu bằng

ớ, Ai

Hình 5-5

^2- ũ2.

t (Hình 5-5).

e t).

no' vạch nên một đường
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vết bằng Vq, (N và N’). MN. và MN* là 
Thí dụ 7: Tlm dạng gốc của hlnh bìr 
Giỏ.i :

C,

R2.

Hình 5-7

của nó là một đường tròn tâm 02, bán 
kinh là đoạn O2A2, đường tròn này là 
qúỹ tích của A2- Hình chiếu đứng của 
quỹ tích là một đoạn thẳng song song 
với trục X và có độ dài bằng đường kính 
của đường tròn đó, đoạn thảng này là 
quỹ tích của A].

Thí dụ 6: Cho mặt phầng Q, và một 
điểm M G (Qí ). Dựng đường thấng nầm 
trong (Q,), qua M và nghiêng một góc a so 
với mặt phẳng hình chiếu bằng (Hình 5-6).

Giải :
Vẽ một đoạn thẳng MN // ((p1) sao cho 

N G (p2 (Ni G x) và gốc (MN, íP2) =a
* ~ _ Hình 5-6

(M1N1 hợp với trục X một gốc bang a). Quay 
MN quanh trục là đường thẳng chiếu bằng t (t qua điểm M) sao cho N tới vị trí thuộc 

thững đường thẳng cần dựng.
hành AB CD (Hlnh 5-7).

Quay ABCD quanh đường mặt AB sao cho 
(ABCD) trở thành mặt phẳng mặt, khi đó 
hình chiếù đứng của AB CD (Aị Bị ct D't ) 
là dạng gốc của nó.

Muốn vậy phải xác định vị trí sau khi quay 
của một điểm không thuộc trục quay AB, 
chẳng hạn điểm D. Độ dài của đoạn thẳng 
DH là đoạn HjD*. Sau khi quay hình chiếu 
đứng của đoạn DH là đoạn 
HjDj = HD = H1 D’.

Thí dụ 8: Cho vết bằng (Vq, ) của mặt phẳng 
Q>và hình chiếu bằng (A^c^p của một hình 
vuông thuộc (Q> ). Tìm vết đứng của (Q> ) và 
hình chiếu đứng của ABCD (Hình 5-8).

Giải :
Chập (Qi ) vào (íP 2) bằng cách quay nó 

quanh vết bằng. Hình chập của ABCD là 
hình vuông ABCD. CD thuộc đường bằng 
b đằ biết hình chiếu bằng (b2) và hình chập 
(5) nên có thể tìm được hình chiếu bằng 
(M2 E x) và hình chập (M) của VỐI đứng M 

của b. Suy ra hình chập V^ của vết đứng v^ cùa ( Q) và vết đứng (v^) cùa ( Q )■ Dễ 
dàng vẽ được hình chiếu đứng, của ABCD là A1B1C1Dr
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Thí dụ 9: Cho ba đường thẳng 
chéo nhau : đường cạnh AB và hai 
đường thảng bất kỳ d, e. Hãy dựng 
một đường thẳng cắt AB tại M, cắt 
d tại N và cắt e tại L sao cho 
MN = NL (Hình 5-9).

Giải :
Chiếu song song ba đường thẳng 

theo phương d lên mặt phẳng hình 
chiếu bằng (p2 ; hình chiếu phụ của 
AB, d, e lắn lượt là A B, d và ẽ 
trong đó 3 lá một điểm. Hình chiếu 
phụ của điểm N G d là điểm N = 3. 
Đến đây ta giải bài toán : dựng đoạn 
thẳng M L sao cho M G A B , L G e 
và trung điểm của nó là điểm N đâ 
biết. Trừ hlnh chiếu phụ của M, N, L, 
bằng các đường thẳng song song với 
d, ta tìm được hlnh chiếu bằng và 
hlnh chiếu đứng của chúng.

Hhili 5-8
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ỉ.2. Bài tập
Bài 1 : Tìm giao điểm của đường cạnh AB với mặt phẳng :
a) a ( X ). (Hình 5-10),
b) ÍL (v^ = Vq), (Hình 5-11),
c) Q| (m //n), (Hình 5-12),

Hình 5-ỉ 1

llìnl) 5-12 IÍÌ1111 5-13

Bài 2 : Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng íì (A, B, C) và í£ (K, x) (Hình 5-14).
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Bài 3 : Cho mặt phẳng íì và một hình 
chiếu của tam giác ABC thuộc . Hãy 
xác định hình chiếu thứ hai của AABC và 
dạng gốc của nó :

a) n v2), (Hình 5-15).
b) (v^ // v^), (Hình 5-16).
c) & _L íP1 , (Hình 5-17)
d) ft ± (P2 , (Hình 5-18)
e) (A, b) trong đo' b II (P2, (Hình 5-19) 
í) (A, m) trong đố m // íp1, (Hình 5-20).
Bài 4 : Cho mặt phầng và một 

hình chiếu cùa đoạn thẳng AB G . 
Hãy vẽ các hình chiếu cùa một tam giác 
đều ABC G (fí») ;

1 lình 5- 18
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a) a (vft ’ vft )’(Hlnh 5_21)-

b) ft (vla // v2), (Hinh 5-22) ■

A

Hình 5-19 Hình 5-20

Bài 5 : Cho vết bằng của mặt 
phảng . Hãy vẽ vết đứng của no' 
biết rằng gốc nghiêng của (Q>) so với 
mặt phẳng hình chiếu bằng íP2 là 45° 
(Hình 5-23).

Bài 6 : Xác định độ lớn cùa nhị 
diện cạnh (AB) - hai mặt của nhị 
diện là (ABC) và (ABD) (Hỉnh 5-24).
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Bài 8 : Cho đường cạnh MN và điểm A. 
vuông góc với MN (Hình 5-26),

Bài 9 : Tim khoảng cách giữa hai đường

Bài 7 : Tìm khoảng cách từ 
điểm A đến mặt phẳng (K, x) 
(Hình 5-25).

X----------------------------

Âz

Hình 5-25

Hãy dựng một mặt phẳng qua A và

thẳng song song m, n (Hình 5-27).

A1.
Mị

Ó

Mz

Hình 5-26 Hình 5-27

Bài 10 : Cho đường thẳng m và hình chiếu bằng của điểm A. Tìm hình chiếu đứng 
của A, biết rằng khoảng cách từ A đến m là 25 mm (Hlnh 5-28),

Bài 11 : Vẽ đường vuông gdc chung và tìm khoảng cách giữa hai đường thằng m 
và n (Hình 5-29).
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Hill 11 5-28 Hình 5-29

Bài 12 : Cho mặt phẳng Q, và hình chiến đứng của điểm 
của K, biết Tằng khoảng cách từ K đêh ) là 25mm.

K. Tìm hình chiếu bàng

a) & (v^ //. v^), (Hỉnh 5-30).

b) (v& , v^), (Hình 5-31).

Hình 5-3(1

Bài 13 : Cho đường thẳng m (nip m2), Hãy 
xác định phép thay một mặt phẳng hình chiếu 
sao cho :

a) Hai hình chiếu của m đối xứng với nhau 
qua trục X,

b) Hai hình chiếu của m song song với nhau
c) Hai hỉnh chiếu cúa m trùng nhau.
Bài 14 : Xác định go'c giữa hai đường thẳng 

m và n. (Hình 5-32).
Bài 15 : Xác định gốc hợp bởi đường thẳng 

m và mặt phảng , (Hình 5-33).

Hình 5-32



Bài 16 : Cho haĩ đường thẳng m, n. Hãy dựng một đường bằng cắt m tại A, cát 
n tại B và sao cho độ dài của đoạn thảng AB bằng 2ỗmm> (Hình 5-34).

Hình 5-33 Hình 5-34

CHƯƠNG 6

BIỂU DIỂN ĐƯÒNG CONG VÀ CÁC MẶT

6.1. Các thí dụ
Thí dụ ỉ: Cho mặt phẩng íì> và một điểm o (íì ), Vẽ các hình chiếu của đường 

tròn V thuộc mật phẳng có tâm là điểm o và bán kính R = 20mm, (Hình 6-1).
Giải : Hình chiếu đứng của V là elip (Vj) có trục dài AB — 2R với AB nằm trên 

đường mặt qua o, trục ngắn CịD1 với CD nằm trên đường dốc nhất của mặt phẳng 
so với fp1. Hình chiếu bằng của AB và CD là hai đường kính liên hợp của elíp (v2), 

trong đo' C là điểm xa nhất, D là điểm gần nhất của (v).
Hình chiếu bằng cỉia (v) là clip (v2) có trục dài EF — 2R với EF nằm trên một 

đường bằng qua 0, trục ngắn G2H2 với GH nằm trên đường dốc nhất của (Q> ) so vối 
(íP2). Để xác định trục ngắn của các elip (Vj) và (v2) co' nhiểu cách :

- Chập mặt phẳng Q> vào mặt phẳng íp2 (Hình 6-1).
- Thay các mặt phẳng hình chiếu sao cho (Q? ) trở thành mặt phẳng chiếu. - Đặt 

trên đường dốc nhất của (íì ) so với (ÍP1) các đoạn thẳng oc = OD = R và đặt trên 
đường dốc nhất của (íì) so với ((p2) các đoạn thẳng OG = OH = R.

53



Thí dụ 2: Cho mặt phẳng 
và hình chiếu bằng là một đường 
tròn của một elíp (e) thuộc (fí>). 
Hây vẽ hình chiếu đứng của (e) 
(Hình 6-2).

Giải : Hỉnh chiếu đứng của 
(e) là một elíp. Hai đường kính 
AB và CD của (e) có 
bằng A2B2 i. C2D2 
chiếu đứng A1B1 và 
chúng là hai đường
hợp của elíp hlnh chiếu đứng. 
Điểm thấp nhất M và điểm cao 
nhất N của (e) nằm trên đường 
dốc nhất (qua D) của mặt phẳng 

so với (íP2).
Thí dụ 3:. Cho tạm giác ABC
1- Dựng hình chóp S.ABC có 

cạnh bên SA = 40 mm và 
cho cạnh bên SA vuông góc 
đáy.

2- Biết hình chiếu đứng
của một điểm M nằm trên mặt 
của hình chóp (giả sử thấy), 
tìm hình chiếu bằng M2 của 
điểm M (Hình 6-3).

hình chiếu 
nên hình
C1D1 của
kính liên

sao
với

M

Hình

Giải :

1- Vẽ qua A đường thẳng d vuông gốc với mật phẳng (ABC) : dj ± AjB] (vỉ AB 
là đường mặt) và d2 ± A2C2 (vì AC là đường bằng). Đặt trên d một đoạn thẳng SA 
= 40 mm. Cặp điểm cùng tia chiếu bằng I, J (với I E SB và J E AC) cho th/íy trên 
hình chiếu bằng cạnh SB thấy còn cạnh AC khuất. Cặp điểm cùng tia chiếu đứng K, 
L (với K e sc và L e AB) cho thấy trên hình chiếu đứng cạnh sc thấy còn cạnh 
AB khuất.

2- Hình chiếu đứng Mj của điểm M thấy nên M nằm trên mặt (SBC). Gắn M vào 
đường thẳng SN E (SBC) ta tìm được M2. M2 thấy vì hình chiếu bàng của mặt (SBC) 
thấy.

Thí dụ 4: Cho mặt nón tròn xoay và hình chiếu đứng của một điểm M nằm trên 
mặt nón (M^ thấy). Tìm hình chiếu bằng của M (Hình 6-4).

Giải : Để tìm hình chiếu bằng M2 của điểm M ta gán M vào một đường thuộc mặt 
no'n, chẳng hạn :
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- Gắn M vào đường sinh (SA)
- Gắn M vào đường tròn (v)
Mị thấy nên M thuộc nửa 

trước cùa mặt nón.
Thí dụ 5; Cho hai điểm o, A
1- Vẽ đường bao quanh các 

hình chiếu ciia mặt cầu tâm o, 
bán kính R = OA.

2- Giả sử đã biết hình chiếu 
đứng Mị của một điểm M thuộc 
mặt cẩu (Mị thấy). Tim hlnh 
chiếu bằng của M, (Hình 6-5).

Giải :
1- Tìm độ lớn của đoạn OA 

(đoạn O2Ầ’). Đường bao quanh 
hình chiếu đứng của mặt cầu là 
hình chiếu đứng của đường tròn 
lớn (k) nằm trong mặt phẳng 
mặt (k£ là đường tròn tâm Op 
bán kính R = O2A’). Đường bao 
quanh hình chiếu bằng của mặt 

Hình 6-4
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cầu là hình chiếu bằng của đường tròn lởn (v) 
nằm trong mặt phảng bàng.

2- Để tỉm hình chiếu bằng của điểm M ta 
gắn M vào một đường tròn thuộc mặt cầu và 
song song với một mặt phẳng hình chiếu (trên 
hình 6-5 điểm M được gắn vào đường tròn a 
nằm trên mặt phẳng bằng). thấy nên M là 
điểm thuộc nửa trứớc của mặt cầu.

6.2. Bài tập

Bài 1 : Vẽ các hlnh chiếu của đường tròn (v) 
thuộc mặt phẳng ÍỈẠ biết tâm o và bán kính, R 
của nó (R - 25 mm)

- & ± íp1 (Hình 6-6)
- & // X (Hình 6-7)
- ÍỊ (bf m) và p = b n m (Hìhh 6-8).
Bài 2 : Biết tâm o của đường tròn (v) và 

hai trục A1B1 và C^I của elíp (Vj) lá hình chiếu 
đứng của (v). Vẽ hình chiếu bằng của đường tròn 
(v) (Hình 6-9).

Bài 3 : Cho mặt phẳng (a, b), gọi o = a n b và (e) là elíp cố tâm là 0 và 
nàm trên mặt phẳng Qi Biết hình chiếu bằng của (e) (là đường tròn tâm O2), Hãy vẽ 
hình chiếu đứng của elíp (e) (Hình 6-10).
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Hình 6-9

Bài 4 : Vẽ các hình chiếu của lăng 
trụ đứng ABC. A’B’C’ biết cạnh bên 
AA’ và hình chiếu đứng của đáy ABC 
của lăng trụ đố (Hình 6-11).

Bài 5 ': Cho mặt phẳng Q và hlnh 
chiếu đứng của hai điểm D, A E (&). 
Gọi (v) là đường tròn tâm o, bán kính 
R = OA thuộc mặt phẳng Q. Hãy xác 
định các điểm cao nhất, thấp nhất (so 
với íp2), gần nhất, xa nhất (so với íP1) 
và tiếp tuyến tại A của đường tròn 
(v) (Hình 6-12).

Bài 6 : Hình chóp S.ABC có đáy 
ABC nàm trên mặt phẳng hình chiếu 
bằng íp2 và ba cạnh bên vuông go'c với 
nhau từng đôi một (SA ± SB ± sc 
± SA). Biết hình chiếu bằng của đáy 
ABC, Vẽ các hình chiếu của hình cho'p 
(Hình 6-13).

Hình 6-11

Bài 7 : Mặt tròn xoay (ÍẼ) có
và 1 đa biết). Hãy vẽ đường bao

trục là đường thẳng chiếu bằng t và đường sinh 1 (t 
quanh các hình chiếu của (3ỉ) (Hình 6-14).

Bài 8 : Mặt tròn xoay (^) có trục là đường thẳng t, đường sinh 1. Biết t, 1 (hai 
đường cùng thuộc một mặt phẳng mặt) và hình chiếu đứng M1 của một điểm M E (93) 
(Mj thấy). Tìm hình chiếu bằng của M (Hình 6-15).
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Bài 9 : Hình trụ xiên (Sì) cố hai đáy là những hình tròn, và một trong hai đáy nằm 
trên mặt phẳng hình chiếu bằng fp2. Biết ba đường sinh AA’, BB’, CC’ của (Sỉ) và 
hình chiếu bằng của một điểm M E (Sĩ) (M2 khuất).

a - Hãy vẽ đường bao quanh các hình chiếu của (Sì).
b - Tìm hình chiếu đứng của điểm M (Hình 6-16).
Bài 10 : Hình trụ tròn xoay (Sí) có trục là đường mặt m. Biết trục m vá một 

đường sinh AA’ của (Sỉ), biết hình chiếu đứng Mị của một điểm M E $ (Mi thấy).
a - Hãy vẽ đường bao quanh các hỉnh chiếu của (SÍ)'
b - Tìm hình chiếu bằng của điểm M (Hình 6-17)-
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Bài 11 : Hình nón tròn xơay (ỈÊ) có trục là đường thẳng chiếu bằng t, đỉnh s và đắy 
là một hình tròn thuộc mặt phẳng hình chiếu bằng fp2. Biết trục t, đỉnh s của (50 và 
một điểm M G (30. Hãy vẽ đường bao quanh các hình chiếu của (30 (Hình 6-18).

Bài 12 : Hình nón tròn xoay (30 cố trục là đường thẳng chiếu bằng t, đỉnh lạ 
điểm s và đáy là hình tròn (v) thuộc mặt phẳng hình chiếu bằng ÍP2. Biết s, t, (v) và 
hình chiếu bằng của một điểm M G (50

a - Hãy vẽ đường bao quanh hình chiếu đứng của (30-
b - Tìm hình chiếu đứng của điểm M (Hình 6-19).

17

IIÌ11I1 6-1»
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Bài 13 : Cho đường thảng m. Hay dựng mặt phẳng đi qua đường thảng m sao cho 
mật 'phẳng ấy hợp với mặt phẳng hình chiếụ bằng một go'c bằng 45° (Hình 6-20).

Bài 14 : Cho điểm 0 và hình chiếu đứng Aj của một điểm A nằm cách điểm o 
một đoạn bằng 30 mm. Tìm hình chiếu bàng của điểm A (Hlnh 6-21).

í

Hình 6-20

Bài 15 : Biết đường kính AB của mặt cấu 
(Sĩ) và hình chiếu đứng của một điểm K G (Sỉ)

a - Vẽ đường bao quanh các hình chiếu của 
mật cầu (Sì) ■

b - Tỉm hình chiếu bằng của điểm K (Hình 
6-22)-

Bài 16 : Cho ba tỉa Sa, Sb, Sc không cùng 
thuộc một mặt phẳng. Hãy vẽ đường bao qụanh 
các hình chiếu của mặt nón tròn xoay (Sì) cố 
đỉnh là s và các đường sinh SA = SB — sc -
40 mm có A 6 Sa, B E Sb và c e Sc.

Bài 17 : Cho bốn tia Sa, Sb, Sc và Sd, Hãy
kiểm tra xem có tồn tại một mặt nón tròn xoay
đỉnh s và có bốn đường sinh SA, SB, sc, SD 
mà A, B, c, D lần lượt nằm trên các tia Sa, 
Sb, Sc và Sd không ?

Hình 6-21

Hình 6-22
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CHƯƠNG 7

MẶT PHẲNG tiếp Xúc với mặt cong

7.1. Các thí dụ

Một số chú ý khi vẽ mặt phẳng tiếp xúc với các mặt cong thường gặp
+ Mật phổng tiếp xúc vói mặt cầu tại một diểm (gọi ỉà tiếp điểm) thì vuông góc 

vói dường kinh cùa mặt c'âu dì qua tiếp diểni (gọi là pháp tuyến).
+ Mật phảng tiếp xúc vói mặt kẻ thi có chung với mặt kẻ dó tát cả các dường sinh 

thẳng di qua tiếp dìểm.
+ Mặt phồng tiếp xúc với mặt tròn xoay tại một diểm thì vuông góc vói mặt phàng 

kinh tuyển di qua tiếp dỉểm của mặt tròn xoay.
Để vẽ mật phẳng tiếp xúc với một mặt cong ta có thể :
- Hoặc là dựng mặt phẳng đi qua tiếp điểm và vuông góc với pháp tuyến cỉia mặt 

cong tại tiếp điểm đó.
- Hoặc là dựng mặt phẳng được xác định bằng hai tiếp tuyến đi qua tiếp điểm của

mặt cong.

Thí dụ ỉ: Dựng mặt 
phẳng Qj tiếp xúc với mặt 
cầu tâm o, bán kính R và 
song song với mặt phằng 
(P (.Vp , Vp).

Giải : Mặt phẳng tiếp 
xúc cần dựng phải vuông 
góc với một đường kính 
của mặt cầu.

Vì (Q> ) // ((p) nên ((p ) 
cũng vuông góc với dường 
kính đo' (Hình 7-1). Do dó 
ta dựng mạt phẳng Q như 
sau ;

- Qua tàm o của mặt 
cẩu vẻ đường thẳng d ± ((P)

- Các đẩu mút của 
đường kính của mặt cầu Hình 7-1
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nằm 
tìm. 
đẩu 
OM

trên đường thằng d là các tiếp điểm cần 
Trên hình vẽ chỉ rõ cách xác định một 
mút - điểm M - của đường kính đó với 
= R.
Qua M dựng mặt phẳng // (íp). Đó 

là một trong hai mặt phẳng tiếp xúc cần tim.
Thí dụ 2ỉ Qua điểm A dựng mặt phẳng 

tiếp xúc với mặt trụ xiên.
Giải : - Biết rằng mặt phẳng tiếp xúc với 

mặt trụ theo đường sinh thẳng của nó, do 
đó mặt phẳng tiếp xúc cần dựng sẽ chứa đường 
thẳng a vẽ qua A và song song với các đường 
sinh của mặt trụ (Hình 7-2). Suy ra cách dựng 
các mặt phẳng tiếp xúc với mặt trụ như sau :

- Xác định giao điểm I của a với mặt 
phẳng đáy trụ.

- Vẽ các tiếp tuyến IM và IN của đường 
cong đáy trụ. Các mặt phẳng íP(A, m) và 
(A, n) là hai mặt phẳng tiếp xúc cần dựng, 
trong đó m và n lần lượt là các đường 
sinh vẽ qua M và N của mặt trụ.

Thí dụ 3: Dựng mặt phẳng & tiếp 
xúc với mặt tròn xoay (Sỉ) và song 
song với mặt phẳng íp (b n m).

Giải : Mặt phẳng tiếp xúc với mặt 
tròn xoay (Sì) thì vuông gốc với kinh 
tuyến vẽ qua tiếp điểm. Mặt phẳng 
tiếp xúc cần dựng ((R.) song song với 
mặt phẳng (P nên (íp ) cũng vuông 
góc với mặt phẳng kinh tuyến nối 
trên của (Sì), (Hình 7-3).

- Mặt phẳng kinh túyến vuông góc 
với mặt phẳng íP(b fì m) là mặt phẳng 
chiếu bằng Q, chứa trục z của mặt tròn 
xoay 
(íP)

với 0>2 J_ b2. Gọi a = (Q> ) íì 
và 1 = (Ễh ) n (Sỉ).

tiếp 
mặt 
là c

Mặt phảng tiếp xúc (R. phải chứa 
tuyến c của kinh tuyến 1 thuộc 
(Sì). Vì (($,) // (íP) nên rõ ràng

Hình 7-3

7?
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Trên hình vẽ, bằng phép quay mặt phẳng quanh trục xoay t đến vị trí mới là 
mặt phẳng mặt (// (P 1) ta xác định được tiếp tuyến c đó.

Sau khi quay : a (ap a2) => a’ (a’p a’2)
1 (lp 12) => r (l’p 1’2)

Vẽ c’ // a* trong đó c’| // a’j và c’2 = a’2. Đường thẳng c’ được xác định bằng hai 

điểm I’ và K với K G t.
Bằng phép biến đổi ngược lại dễ dàng vẽ được tiếp tuyến c (IK).
Mặt phẳng (R. xác định bằng hai đường thẳng cắt nhau c và b'(với b’ e I và b’ // b) 

chính là mặt phẳng tiếp xúc cẩn dựng.

7.2. Bài tập

.Bài 1 : Vẽ mặt
Bài 2 : Vẽ mặt
(v^ , v2) (Hình

cắu tâm o tiếp xúc vối mặt phẳng íp(b o m) (Hình 7-4). 
nón tròn xoay cố trục là đường thẳng d và tiếp xúc với mặt phẳng 
7-5).

Bài 3 : Vẽ
a (Hình 7-6).

Hình 7-5

mặt phẩng tiếp xúc với mặt no'n đỉnh s và song song với đường thẳng

Bài 4 : Vẽ giao tuyến của mặt nón tròn xoay với mặt phẳng fíí. Xác định điểm 
cao nhất và điểm thấp nhất của giao tuyến (Hình 7-7).
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Hình 7-6 Hình 7-7

Bài 5 : Dựng mặt phầng tiếp xúc với mặt nón tròn xoay và với mặt cầu (Hình 7-8).
Bài 6 : Dựng mặt phẳng tiếp xúc với hai mặt cầu và đi qua điếm A (Hình 7-9).

Hình 7-8 Hình 7-9

Bài 7 : Dựng mặt phảng tiếp xúc với ba mặt cầu (Hình 7-10).
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Bài 8 : Vẽ đường bao của hlnh chiếu bằng của mặt tròn xoay (Sỉ) có trục là đường 
mặt m, cho biết hình chiếu đứng của mặt tròn xoay đo' (Hình 7 -11).

Hình 7-10

Bài 9 : Vẽ đường bao của hình chiếu 
bằng của mật tròn xoay (Sỉ) có trục là 
đường thẳng t, cho biết hình chiếu đứng 
của mặt tròn xoay đó (Hình 7-12).
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CHƯƠNG 8

GIAO CỦA MẶT PHANG VÔI ĐA DIỆN VÀ MẶT CONG

8.1. Các thí dụ

Thí dụ 1: Tìm giáo tuyến của mặt 
phầng với lăng trụ ABCD.A’B’C’D’ 
(Hình 8-1).

Giải : Giao của mặt phẳng Qj với 
lăng trụ (L) là một đa giác (Đ). Mỗi 
đỉnh của (Đ) là giao điểm của một 
cạnh của (L) với (íì). Chẳng hạn đỉnh 
M của (Đ) là giao điểm AA’ íì (Qí ) 
(xác định M bằng cách dùng mặt phẳng 
phụ trợ chiếu đứng). Mỗi cạnh của 
(Đ) là giao tuyến của (Q>) với một mặt 
của (L). Thí dụ MN = (ã) n (ABA’B’). 
M là điểm chung thứ nhất (đã biết), 
J là điểm chung thứ hai (J = AB íì 
(ữ,) của hai mặt phẳng và (ABA’B’).

Thí dụ 2: Vẽ giao tuyến của mặt 
phẳng chiếu đứng & với mặt nón tròn 
xoay (Ễg) có trục là đường thẳng chiếu 
bằng (Hình 8-2).

Giải : Mặt phẳng .Q, cắt tất cả các
đường sinh của mặt nón tròn xoay Hình 8-1
(ỈẼ) nên giao tuyến của (Q, ) và (S3)
là một elíp (e). Hình chiếu đứng của (e) là đoạn thẳng AịBp Hình chiếu bằng của (e) 
là elíp (e2) cố trục AB nằm trên mặt phẳng mặt qua s (mặt phảng này là mặt phẳng 
đối xứng chung của (Sì) và (Q> ) và trục CD nằm trên đường thẳng chiếu đứng đi qua 
điểm giữa o của đoạn thẳng AB (O là tâm của elíp (e)).

Chú ý : hình chiếu bàng của đáy nón bị che khuất bởi mặt phẳng

Thí dụ 3: Tìm giao tuyến của mặt phẳng chiếu đứng với mặt nón tròn xoay (ỈẼ) 
có trục là đường thằng chiếu bàng (Hình 8-3).

Giải : Mặt phẳng song song với một (và chỉ một) đường sinh SM của (Sỉ) nên 
giao tuyến giữa (Qi ) và (Sỉ) là một parabôn. Đỉnh của parabôn là giao điểm 
A = SN íì (Qí ) (SM và SN là hai đường sinh giới hạn phần thấy và phần khuất của
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<5t

8-3Hình

hình chiếu đứng). Giao tuyến của (Q, ) 
nón cho ta hai điểm thấp nhất của 
là B, c.

Hình 8-2

nên giao tuyến của (íó ).

Mị

Hình 8-4

(&>) trên 
với đáy 
parabôn

Thí dụ 4: Tìm giao tuyến của mặt phẳng chiếu
đứng íó với mặt nón tròn xoay (Sì) (Hình 8-4).

Giải : Mặt phẳng song song với hai đường 
sinh SP, SQ của nón
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và (3ỉ) là một hypecbôn. Hai giao điểm A = SM’ íì (ữ» ) và B = SN n (Qy ) là hai 
đỉnh của hypecbôn. Tiệm cận của hypecbôn là hai đường thẳng đi qua tâm o của nổ 
(O là điểm giữa của đoạn thẳng AB) và song song với hai đường sinh SP và SQ.

Thí dụ 5: Tìm giao tuyến của mặt cầu (0) với mặt phẳng chiếu đứng (Hình 8-5).
Giải : Giao của (Q> ) và (O) là một đường tròn (a). Hình chiếu đứng của (a) là một 

đoạn thẳng, hình chiếu bằng của (a) là elíp (a2). Gọi CD là đường kính của (a) thuộc 
mặt phẳng mặt vẽ qua o thì C1D1 = 2R (R là bán kính của (a)). Trục lớn A2B2 của 
(a2) nằm trên một đường thẳng chiếu đứng và có độ dài A2B2 = 2R = CjDj

Các giao điểm E, F = (v) n (£6 ) là những điểm giới hạn thấy khuất của (a) trên 
hình chiếu bằng.

8.2. Bài tập

Bài 1 : Vẽ giao tuyến của mặt phảng chiếu đứng với các mặt chóp, (Hình 8-6; 
Hình 8-7) và mặt lăng trụ, (Hình 8-8). Xét thấy khuất và tìm độ lớn của các thiết diện.

Bài
(Hình

2

3 :Bài
thầy khuất

Bài 4 :
(Hình 8-17

ĨĨÌ1111 8-7

: Tìm giao tuyến của mặt phẳng với mặt lăng trụ và xét thấy khuất, 
8-9 ; Hình 8-10 ; Hình 8-11 ; Hình 8-12).

Tìm giao tuyến của mặt phảng chiếu đứng với mật nón tròn xoay. Xét 
và tìm độ lớn của các thiết diện (Hình 8-13 ; Hình 8-14 ; Hình 8-15).

Tìm giao tuyêh của mặt phẳng với mặt nốn, (Hình 8-16) và mặt trụ 
và 8-18). Xét thấy khuất.
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}

phảng Q> với mặt cầu (Hình 8-19 và 8-20).
Bài 6 : Cho lăng trụ đứng ABCD.A’B’C’D’ có đáy ABCD là hình chữ nhật nằm trẽn 

mặt phẳng hình chiếu bằng (P2. Hãy dựng mặt phẳng đi qua AB và cắt lãng trụ đã 
cho theo giao tuyến lá một hình vuông. Vẽ các hình chiếu của giao tuyến (Hình 8-21).
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Hình 8-19 Hình «-20

Bài 7 : Cho mặt nón tròn xoay và đường thẩng đ. Dựng mặt phẳng đi qua d 
sao cho giao tuyến của mặt nón cắt bởi là các đường sinh. Vẽ các hình chiếu của 
giao tuyến, (Hình 8-22).

Bài 8 : Cho vết bằng của mặt phẳng Qi và mặt ntín tròn xoay. Hãy xác định vết 
đứng của (Q> ) biết rằng giao tuyến của nón và (Qí ) là một parabôn. Vẽ các hỉnh chiếu 
của giao tuyến (Hình 8-23).
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Hình 8-24Hình 8-23

Bài 9 : Cho mắt phẳng íì> và một điểm 
s G (& ). Vẽ qua S những đường thẳng nắm 
trong CQ» ) và hợp với mặt phẳng hình chiếu 
bằng íP2 một góc bằng 60°, (Hình 8-24).

Bài 10 : Cho đường thẳng m và một điểm 
o, Dựng mặt cầu tâm o sao cho khoảng cách 
giữa hai giao điểm của m với mặt cẩu có độ
dài bằng 20 mm, (Hình 8-25).

Hình 8-25
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CHƯƠNG 9

GIAO ĐIỂM CỦA ĐƯÒNG THANG vói đa diện và mặt cong

9.1. Các thí dụ
Thí dụ 1: Tìm giao điểm của đường thẳng d với mặt chóp SABC (Hình 9-1).
Giải : Mặt phẳng phụ trợ chiếu đứng (íRp chứa đường thẳhg d cắt mặt chóp 

theo giao tuyến DEF. Các giao điểm Mi và N của d với giao tuyến DEF chính là giao 
điểm của d với mặt chtíp. Trên hình chiếu đứng giao điểm M = d íì (SAC) khuất còn 
giao điểm N == d Ọ (SBC) thấy.

Trên hình chiếu bằng giao điểm M thấy còn giao điểm N khuất.
Thí dụ 2: Tìm giao điểm của đííờng thẳng d với^mặt nón đỉnh s có đáy là một hình 

tròn nằm trên mặt phẳng hình chiếu bàng (Hình 9-2).
Giải : Mặt phẳng, phụ trợ ÍR, (8, d) cắt mặt phẳng chứa đáy nón theo dường thẳng 

CD. Gọi I và J là các giao điểm của CD với đường tròn đáy nón. SI và SJ lá giao 
tuyến của mặt phẳng phụ trợ (R, với mặt nón. Các giao điểm M = dílSIvàN = d 
íì SJ là các giao điểm cần tìm của d với mặt no'n.

Trên hình chiếu đứng đường sinh SI nên giao điểm M khuất ; đường sinh

Hình 9-2
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Trên hỉnh chiếu bằng cả hai đường sinh SI và SJ đều thấy, do đó các giao điểm 
M và N đều thấy.

Thí dụ 3: Tìm giao điểm của đường thẳng AB với mặt trụ xiên có đáy nằm trong 
mặt phẳng chiếu đứng (R, và hình chiếu bằng của nó là đường tròn (Hình 9-3).

Giải : Mặt phẳng phụ trợ chứa đường thằng AB và song song với các đường sinh 
của mặt trụ cắt mặt phầng đáy trụ ỈR theo đường thẳng CD. Giao điểm I, J của CD 
với đáy trụ là chân của các đường sinh giao tuyến của mặt phẳng phụ trợ với mặt 
trụ đâ cho. Các giao điểm M, N cùa AB với hai đường sinh nối trên chính là giao 
điểm của AB với mặt trụ.

Trên hình chiếu đứng đường sinh chứa điem M khuất nên giao điểm M khuẩt ; 
đường sinh chứa điểm N thấy nên giao điểm N thấy.

Trên hình chiếu bằng đường sinh chửa điểm M thấy nên giao điểm M thấy ; đường 
sinh chứa điểm N khuất nên giao điểm N khuất.

Hình 9-3 Hình 9-4

Thí dụ 4: Tìm giao điểm của đường thẳng AB với mặt cầu tâm o (Hình 9-4).

Giải : Mặt phẳng phụ trợ chiếu bằng (í^) chứa AB cắt mặt cầu theo một đường 
tròn (v) tâm I cố hình chiếu bằng là một đoạn thẳng = (ỉ^2 vừ có độ dài bằng đường 
kính của nó. Bằng phép thay mặt phẳng hình chiếu đứng ta xác định được hình chiếu 
đứng mới của (v) là đường tròn (v’p tâm là 1’ị và hình chiếu đứng mới của AB là 
A’jB’p Từ các giao điểm M’p N’ị của AịB’! vối (v’x) dễ dàng vẽ được các hình’ chiếu 
ban đẩu của AB với mặt cầu.
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9.2, Bài tập

Bài 1 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt thóp (Hình 9-5 ; 9-6).

Bài 2 : Tìm giao1 điểm của các đường thẳng m, n với mặt lăng trụ (Hình 9-7 ; 
9-8 ; 9-9).

Hình 9-7 Hình 9-8

Bài 3 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt nón (Hình 9-10 ; 9-li ; 
9-12 ; 9-13).

Bài 4 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt trụ (Hình 9-14 ; 9-15 ; 9-16).
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Bài 5 : Tìm giao điểm của các đường thẳng m, n với mặt cẩu (Hình 9-17 ; 9-18 ; 9-19). 
Bài 6 : Tìm giao điểm củạ đường thẳng m với mặt xuyến (Hình 9-20 ; 9-21).
Bài 7 : Tìm giao điểm của đường thẳng m với mặt parabôlôit eliptic (Hình 9-22).
Bài 8 : Tìm giao điểm của đường thẳng m với mặt elipxôĩt tròn xoay (Hình 9-23).
Bài 9 : Cho đường thẳng m và điểm s không thuộc m. Hãy dựng đường thẳng qua 

s, cắt m và hợp với mặt phẳng hỉnh chiếu bằng một gốc 60° (Hình 9-24).
Bài 10 : Cho hai đường thẳng chéo nhau m và n. Tìm những điểm thuộc m và 

cách n một đoạn bằng 30 mm (Hình 9-25).
Bài 11 : Cho điểm o và đường thẳng m. Tìm những điểm thuộc m và cách o một 

đoạn bằng 25 mm (Hình 9-26).
Bài 12 : Cho hai đường thẳng chéo nhau m, n và một điểm Sem. Hãy vẽ các 

đường thẳng qua s, cắt n và hợp với m một góc 30° (Hình 9-27).

Hình 9-11 Hình 9-12 Hình 9-13
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Hình 9-18 Hình 9-19

Hình 9-20 Hình 9-21
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Hình 9-24 Hình 9-25
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Hình 9-26 Hình 9-27
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CHƯƠNG 10

GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT

10.1, Các thí dụ

+ Dạng của giao tuyển
- Giao tuyến của hai đa diện lổi là một hoặc hai đường gẫy khúc khép kín do các 

đoạn thẳng tạo thành. Mỗi đoạn của đường gẫy khúc này là giao tuyến của một mặt 
của đa diện này vớỉ một mặt của đa diện kia ; mỗi đỉnh của đường gẫy khúc là gỉao 
điểm của một cạnh của đa diện này với một mặt của đa diện kia.

- Giao tuyến của đa diện với mặt cong là một hoặc hai đường gẫy khúc khép kín 
do các đoạn cong phẳng tạo thành. Các đoạn cong phẳng đó là giao tuyến của các mật 
cùa đa diện với mặt cong, Các điểm gãy khúc của giao tuyến là giao điểm của các 
cạnh của đa diện với mặt cong.

- Giao tuyến của hai mặt cong nói chung là đường cong ghềnh. Bậc của đường cong 
ghềnh đó bằng tích số bậc của hai mặt cong. Giao tuyến của hai mặt cong bậc hai 
nói chung là đường cong bậc bốn. Trong một số trường hợp đặc biệt, giao tuyến của 
hai mặt bậc hai là các đường cong phẳng.

+ Cách chọn mặt cât phụ trợ
No'i chung các bài toán vẽ giao tuyến của hai mặt cố thể đưa vể một trong hai bài 

toán quen thuộc sau :
“ Vẽ giao tuyến của mặt phẳng với các mặt.
- Vẽ giao điểm cỉia đường thẳng với các mặt.
Ngoài ra khi vẽ giao tuyến của hai mật cong thường phải xác định một sổ điểm 

của giao tuyến (tức là các điểm thuộc cả hai mặt cong đó) nhờ phương pháp mặt cắt 
phụ trợ.

Các mặt cắt phụ trợ được chọn sao cho giao tuyến phụ của nó với các mặt cong 
là các đưòng dễ vẽ (như đường thẳng, đường tròn).

Theo nguyên tắc đó, mặt cắt phụ trợ được chọn tùy thuộc từng loại mặt cong như 
sau ;

- Đối với mặt nốn, mật cắt phụ trợ nên chọn là mật phẳng chứa đỉnh nón.
- Đối với mặt trụ, mặt cát phụ trợ nên chọn là mặt phẳng song song với đường 

sinh thẳng của mặt trụ.
- Đối với mặt tròn xoay, mặt cắt phụ trợ nên chọn là mặt phẳng vuông góc với 

trục xoay hoặc là mặt cầu có tâm nằm trên trục xoay.
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cẩu
(tức
mặt

lăng

- Đối với mặt cẩu, mặt cắt phụ trợ 
nên chọn là mặt phẩng chứa tâm 
hoặc là các mặt phẳng đổng mức 
là mặt phẳng song song với một 
phẳng hình chiếu).

Thí dụ ỉ: Vẽ giao tuyến của mặt 
trụ xiên (abc) vá mặt lăng trụ đứng 
(deg), (Hình 10-1).

Giải : Giao tuyến là một đường gẫy 
khíic khép kín có hình chiếu 'bằng 
hình chiếu bằng của mặt lăng trụ 
(deg) và ở trong giới hạn của hình 
bằng của mặt lăng trụ xiên (abc).

Dễ dàng suy , ra hình chiếu đứng của 
giao tuyến bàng cách gắn nó vào, các 
mặt củạ lăng trụ (abc) hoặc nói 
khác, tìm giao điềm của các cạnh 
c của mặt láng trụ (abc) với mặt 
trụ (deg) rổi tìm giao điểm của 
e và g của mặt lãng trụ 
lãng trụ (abc).

thuộc 
đíỉng 
chiếu

các
với

cách 
a và 
lăng 
cạnh
mặt(deg)

Nối các
khuất của

giao điểm xác định được và xét thấy, 
giao tuyến theo quy tắc sau :

- Chỉ nối hai giao điểm nếu chting cùng thuộc 
một mặt của đa điện 
một mặt của đa diện

thứ nhất, và cùng thuộc 
thứ hai.

- Trên một hình 
thảng của giao tuyến 
mặt đều thấy của cả

chiếu nào dơ, một đoạn 
là thấy nếu nó thuộc hai 
hai đa diện.

tuyến là đường gẫy khúcTrên hình ve,
1 3 5 4 7 2 8 
các đoạn l16ị81

Bạn đọc hãy
các cạnh của hai mặt lăng trụ trên hình chiếu 
đứng.

giao
6 1 và trên hình chiếu đứng, 
và 3] 5^! là thấy.

giải thích sự thấy, khuất của

Thí dụ 2; Vẽ giao tuyến của mật nón dỉnh s 
và mặt lăng trụ chiếu đứng (abc) (Hình 10-2).

Giải : Giao tuyến là một đường gây khúc 
khép kín co' hình chiếu đứng thuộc hình chiếu
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đứng của mặt. lãng trụ (abc) và ở trong giới hạn 
của hình chiếu đứng của mặt nón.

Hình chiếu bằng của giao tuyến gốm co' cung 
parabôn 7232124282 - hình chiếu bằng của giao tuyến 
giữa mặt (ab) của lãng trụ vởi mặt nón và cung 
tròn 7252226282 - hình chiếu bằng của giao tuyến 
giữa mặt (be) của lăng trụ với mặt no'n. Các điểm 
gãy khúc 7 và 8 là giao điểm của cạnh b của làng 
trụ với mặt nón.

Trên bình chiếu bằng cung parabôn thấý, cung 
tròn khuất,

Thí dụ 3: Vẽ giao tuyến của mặt no'n đình s và 
mặt trụ chiếu đứng (Hình 10-3).

Giải : Giao tuyến là một đường cong ghềnh bậc 
bốn co' hình chiếu đứng là cung tròn lớn 1^! thuộc 
hình chiếu đứng của mặt trụ và nàm trong giới 
hạn của hình chiếu đứng của mặt nón.

Để vẽ hình chiếu bằng của giao tpyến ta có thể 
gắn một số điểm của nó vào mặt nốn. Chẳng hạn 
trên hình vẽ, các điểm 3, 4 và 5, 6 được gắn vào 
các đường tròn vĩ tuyến của mặt nón ; các điểm 
7, 8 và 9, 10 được gắn vào các đường sinh của mặt 
nón.

Cũng có thể no'i rằng ta dằ dùng các mặt phẳng phụ trợ để xác dịnh một số điểm 
chung của hai mặt đã cho. Chẳng hạn mặt phảng bàng chứa trục của mặt trụ cắt mặt 
nón theo một đường tròn vĩ tuyến, cắt mặt trụ theo hai đường sinh. Các giao tuyến
phụ này cắt nhau tại hai điểm 3 và 4 - hai điểm thuộc giao tuyến cấn vẽ. Ngoài ra
các mặt phẳng chiếu đứng chứa đỉnh s của mặt' nón sẽ cắt cả mặt nón và mặt trụ
theo các đường sinh. Trên hình vẽ một mặt phẳng như vậy cho ta các điểm 7, 8 và
9, 10 thuộc giao tuyến.

Nối các diểm I? 2 - 3, - 5, - 9, - 2 2 - 10? - 62 - 4O - 8? - 12 bằng một 
đường cong trơn đều với chú ý rằng cung 3.2 - 72 - 12 - 8, - 42 thấy, cung còn lại 
của giao tuyến bị khuất - Các điểm 32 và 4n là hai điểm giới hạn phần thấy và khuất 
các giao tuyến trên hình chiếu bằng, chúng cũng là các điểm tiếp xúc của giao tuyến 
và đường sinh bao của mặt trụ trên hình chiếu bằng.

10.2. Bài tập

+ Giao tuyến của. hai da. diện

Bài 1 : Vẽ giao tuyến của hai lãng trụ (Hình 10-4, 10-5).

Bài 2 : Vẽ giao tuyến của láng trụ và cho'p (Hình 10-6 ; 10-7 , 10-8, 10-9. 10-10, 
10-11).
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Hình 10 -6 Hình 10 -7 Hình 10 -«
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Bài 3 : Vẽ giao tuyến của hai chóp (.Hình 10-12, 10-13).

Ilìnti 10-11 IIÌDli 10 -12
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+ Giao tuyến của da diện và mật cong.
Bài 4 : Vẽ giao tuyến củá láng trụ và trụ (Hình 10-14, 10-15, 10-16).
Bài 5 : Vẽ giao tuyến của lăng trụ và nón (Hình 10-17, 10-18).
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Hình 10 -19
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Bài 8 : Vẽ giao tuyến của chóp và trụ (Hỉnh 10-23, 10-24, 10-25).
Bài 9 : Vẽ giao tuyến của cho'p và cẩu (Hình 10-26, 10-27)
+ Giao tuyến của hai mật cong.
Bài 10 : Vẽ giao tuyến của hai trụ (Hình 10-28, 10-29, 10-30, 10-31).
Bài 11 : Vẽ giao tuyển cũa trụ và nón (Hình 10-32, 10-33, 10-34).
Bài 12 : Vẽ giao tuyến của trụ và cầu (Hình 10-35, 10-36).
Bài 13 : Vẽ giao tuyến của trụ và một phần của xuyến (Hình 10-37, 10-38, 10-39).
Bài 14 : Vẽ giao tuyến của trụ và elipxôit (Hình 10-40, 10-41).
Bài 15 : Vẽ giao tuyến của non và cầu (Hình 10-42, 10-43, 10-44, 10-45).
Bài 16 : Vẽ giao tuyến của nón và xuyến (Hình 10-46, 10-47).
Bài 17 : Vẽ giao tuyến của cầu và xuyến (Hình 10-48).

Ilìnli 10 -25 Hình 10-26
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Hình 10 -28 k

Hình 10-30Hình 10 -29
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ilình 10 -34
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Hình 10 -39

Ilình 10 -41
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CHƯƠNG 11

KHAI TRIỂN CẤC MẶT

11. 1. Các thí dụ

Khai triển một mặt là trải mặt đó lên trên một mặt phẳng. Vấn để cơ bản của bài 
toán vẽ hình khai triển của một mặt là xác định hình gốc (hình thực) của mặt đó.

Thí dụ Ị'. Vẽ hỉnh khai triển của lãng trụ cụt ABCD. A’B’C’D* (Hình 11 - 1)..

Giải : Vì các cạnh bên của lăng trụ song song với mặt phẳng hình chiếu, đứng nên 
độ dài của chúng đã biết : AA’ = AjA’p BB’ = BjB’p cc* = CjC’p DD’ = DịD’p

Để vẽ hình khai triển các mặt xung quành của lăng trụ này ta co' thể làm như 
sau :

- Xác định hình gốc (độ lớn) của một tiết diện thẳng của lãng trụ. ở bài này, đáy 
ABCD của lăng trụ nằm trong mặt phẳng chiếu đứng íì vuông góc với các cạnh bên 
nên chính ABCD là một tiết diện thẳng của lãng trụ đã cho. Hình gốc của nó là 
A1B,C2D2 được vẽ bằng cách chập mật phẳng vào íp2 quanh vết bằng v^ của nó.

- Trên đường thẳng 1 đặt lẩn lượt các đoạn thẳng AOBO = A2B2, BOCO = B2C2, 
CnDo = C2D2 và DOA() = D2A2- Vẽ qua các điểm Ao, Bo, Cu, Do các đường thẳng vuông 
go'c với 1 và đật trên đo' các đoạn AOA’O = ApA’p BOB’O = BjB’p COC’O = C|C’| và

= DjD’p

Hình khai triển mặt xưng quanh của láng trụ là hình phẳng hợp bởi bôìì hỉnh thang 
vuông A„B„B’OA’" BOCOC(,B’O, và D.AAoD’.,"

Hợp của hình khai triển mặt xung quanh của lãng trụ và hình gốc cua hai đáy là 
hình khai triển của toàn bộ mặt lăng trụ.

Để dựng hình gốc của hai đáy cần phải dựng một trong hai đường chéo của chúng.

Chií ý : - Để xác dịnh hình gốc cúa các mặt xung quanh của lãng trụ ta cũng có thể 
quay từng mặt bên quanh các cạnh bên là các đường mặt tới vị trí song song vói (pl.

- Nếu các cạnh bên của lãng trụ có vị trí bất kì thì có thể dùng các phép biến 
đổi hình chiếu để đưa chúng đến vị trí song song với một mặt phẳng hlnh chiếu rổi 
thực hiện việc khai triển nhií trên.

Thí dụ 2: Vẽ hình khai triển của một nón xiên đỉnh s, đáy tròn (Hình 11 — 2).
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Giải : Mặt xung quanh của nón là mặt khai triển. Tuy nhiên để cho việc vẽ hình 
khai triển được thuận tiện ta sẽ khai triển gần đúng mặt xung quanh của nón. Cách 
làm như sau :

- Vẽ mặt chóp s. ABCDEFGH nội tiếp mặt nón, đáy chóp là bát giác đều nội tiếp 
hình tròn đáy nón.

- Vẽ hình khai triển mặt xung quanh của chóp bằng cách xác định hình gốc của 
các mật bền SAB, SBC, SHA... ở đây đáy chóp nằm trên mặt phẳng hình chiếu 
bằng íp2 nên độ dài các cạnh đáy đã biết. Để tìm độ dài các cạnh bên của mặt cho'p 
ta có thể quay chúng quanh đường thẳng chiếu bằng i đi qua đỉnh s đến vị trí song 
song với (íp1).

Hình khai triển mặt xung quanh của mặt chóp là hình phẩng hợp bởi các tàm giác 
S.,A„Bd, SoBnC„, SOCODO, S0D„E." S„EOFO> SoFog‘, SoG„Ho và SOHOAO. 97
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Qua các điểm Eo, Do, Co, Bo, Ao, H()) Go, Fo, Eo vẽ một đường cong trơn ta sẽ 
được hình khai triển gẩn đúng của mặt xung quanh cùa ndn. Hợp của hình này và 
hình gốc cùa đáy nón là hình khai triển của mặt nón. ,

I
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V■’ r --; 7
Hình 11-3 Hình 11-4 Hình 11-5

CO) Cub7) @
a.) -V

Hình 11-6 Hình 11-7

99



Chú ý : - Mặt phẳng (SAE) là mặt phẳng đối xứng chung của nón và chóp nội tiếp 
nên chỉ cần vè hình khai triển của một nửa mặt xung quanh của chúng rồi suy ra 
nửa còn ỉại nhờ phép đối xứng.

- Độ dài các cạnh đáy của mặt chóp nội tiếp càng nhỏ (tức là số cạnh của đa giác 
đều nội tiếp đường tròn đáy nổn càng nhiểu) thl hình khai triển gần đúng của mặt 
xung quanh của nón càng chính xác.

11. 2. Bài tập,
Bài 1 : Vẽ hlnh khai triển của các mật sau :
a'- Lãng trụ (Hình 11-3)
b“ Chóp (Hình 11-4)
c- Chóp*cụt (Hình 11-5)
d- Trụ cụt (Hlnh 11 - 6 a, b)
e- Ntín cụt (Hình 11-7).
Bài 2 : Vẽ hình khai triển cùa phẩn còn lại ở phía dưới mặt phẳng cất Q sau khi 

bị cắt bởi mặt phẳng này của các mặt dưởi đây.
a- Chóp (Hình 8-6)
b- Lãng trụ (Hình 8-12)
c- Nón (Hình 8-16)
d- Trụ (Hình 8-17).
Bài 3 : Vẽ hình khai triển của hai mặt kèm giao tuyến của chúng :
a- Lảng trụ và chóp (Hình 10 - 6, 10 - 9, 10 - 11).
b- Chóp và trụ (Hình 10 - 23, 10 - 25). .
c- Trụ và nón (Hình 10 - 32)
d- Trụ và trụ (Hình 10 - 30, 10 - 31).
Bài 4 : Vẽ hình khai triển của các mặt chuyển tiếp, (Hình 11 - 8a, b, c).
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CỈIƯONG 12

HÌNH CHIẾU TRỤC ĐO

12. 1. Các thí dụ
Khi vẽ hình chiếu trục đo của các vật thể cẩn chú ý các vấn đê sau :
4- Trong kĩ thuật người ta thường dùng 5 loại hình chiếu trục đo (TCVN 11 - 78) 

sau, (Hình 12 - 1):
a- Hình chiếu trục, đo Vuông góc đểu, p = q =1 r = 1
b- Hình chiếu trục đo vuông góc cân, p = r = 1; q = 0,5
c- Hình chiếu trục đo (xiên góc) đứng đều, p = 1 = r = 1,
d- Hình chiếu trục đo (xiền góc) đứng cân, p = ,r = 1; q = 0,5
e- Hình chiếu trục đo (xiên góc) bằng, đểu, p = q = r = 1
ở đây p, q và r lẩn lượt là hệ số biến dạng theo các trục X, y và z.
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+ Để hình chiếu trục đo của vật thể co' tính 
trực quan và đẹp cẩn phải :

- Chọn loại hình chiếu trục đo thích hợp
- Chọn hướng nhìn hợp lí (tức là đặt vật thể Q 

cần biểu diễn ở VỊ trí hợp lí trong hệ trục tọa độ).
+ Hình chiếu trục đo của đường tròn thường 

là elỉp. Biết hai đường kính liên hợp. AB và CD 
của elip, người ta có thể vẽ elip bằng phương 
pháp 8 điểm (hoặc phương pháp hlnh bình hành) 
như sau (Hình 12 - 2).

- Vẽ hình bình hành MNPQ nhận AB và CD là hai đường trung bình.
- Vẽ tam giác vuông .cân cổ cạnh huyễn là “■ cạnh nào đố của hình bình .hành, thí 

dụ tam giác vuông cân DJQ.
- Vẽ cung tròn tâm D, bán kính ĐJ và 

tròn này với cạnh PQ của hình bình hành.
xác định các giao điểm E và F của cung

“ Qua E và F vẽ 
I, K của chúng với 
hai đường chéo của 
hình bình hành.

- Vẽ elip qua 8 
điểm A, B, c, D, G, 
H, I, K.

+ Trên hình chiếu 
trục đo người ta 
thường không thể 
hiện phần khuất của 
vật thể. Đối với các 
vật thể có cấu tạo 
rỗng người ta dùng 
hình cắt trục đo để 
thể hiện các phẩn rỗng 
đó (Hình 12 - 6b).

Trên hình cắt trục 
đo người ta dùng các 
mặt phẳng song song 
(hoặc trùng) với các 
mặt phẳng tọa độ để 
cắt bỏ một cách tưởng 
tượng một phần của 
vật thể cần biểu diễn.

cảc đường thẳng song song vởi CD và tim các giao điểm G, H,

Hình 12-3
Thí dụ í: Cho một 

tấm phẳng nằm trong 
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mặt phẳng hình chiếu bằng fp2, Vẽ hình chiếu trục đo vuông góc đều của tẩm phảng 
đó (Hình 12-3).

Giải : Chọn một hệ tọa độ OXYZ sao cho (XOY) = (íP2) và hai trục ox, OY chứa 
hai cạnh của tấm phẳng (Hình 12 - 3, a).

Vẽ hình chiếu trục đo của hỉnh bao ngoài của tấm phẳng, đó là hình bình hành 
AB’C’D’ với A’B’ = và A’D’ = A2D2.

Cạnh vát E’F’ có thể xác định nhờ hai kích thước C’E’ = C2E2 và C’ĩ” = C2F2-
Chỗ lõm gồm một phần là hình chữ nhật có hình chiếu trục đo là hình bình hành

G’H’K’L’ và một phần là nửa đường tròn co' hình chiếu trục đo là một nửa elip HTK’.
Thí dụ 2: Cho hai hình 

chiếu thẳng gốc của một 
vật thể. Vẽ hình chiếu trục 
đo vuông góc đêu của vật 
thể đó (hình 12-4).

Giải : - ữựng hlnh 
chiếu trục đo của hlnh 
chiếu bằng của vật thể * 
(như thí dụ 1). *2

- Lần lượt dựng độ cao 
của hai bộ phận tạo thành 
vật thể đã cho bằng cách 
tịnh tiến theo trục O’Z’ 
hình chiếu trục đo của 
hỉnh chiếu bằng các bộ 
phận đó lên các độ cao 
tương ứng.

Thí dụ 3ĩ Cho hình chiếu 
thẳng gốc của một hỉnh 
lập phương (Hình 12 - 5,a). 
Hãy chọn loại hình chiếu 
trục đo hợp lí và vẽ hình 
chiếu trục đo của no'.

Giải : Hình chiếu trục 
đo vuông góc đều của hình 
lập phương không cho ta 
cảm giác là một hình biểu 
diễn nổi (Hình 12 - 5, b). 
Trong trường hợp này nên 
dùng loại hình chiếu trục 

Hình 12-4
đo vuông góc cân (Hình
12 - 5, c),
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a) 1 '

■ Y ■ 7

Ị ' Hình 12-5

Thí dụ 4: ChũỊ hình; chiếu thẳng góc của một vật ’thể (Hình 12 - 6, a), Hãy chọn 
loại, hỉnh chiếu trục đo hợp lí và vẽ hình chiếu trục đo của vật thể đó.

Giải : Nhận xét rằng vật, thể ítã ẹho có. 6 hỉnh, trụ tròn xoay, trục của chúng song 
song nhau. Tà sẽ chọn loại hình chiếu trục đo đứng đều (hoặc đứng cân) và đặt vật 
thể trong hệ trực tọa độ sao cho* trục OY song song với trục của các hình trụ. Khi 
đó hình chiếu trục đo của cậc đường tròn đáy của các hình trụ vẫn là các đường tròn 
(Hình 12 - 6, tộ. ở đây dùng hình cắt trục đo để thể hiện rõ cấu tạo của vật thể.

Thí dụ 5: Cho hỉnh chiếu thẳng, góc của một hỉnh trụ cụt cố lổ rỗng hình lăng trụ 
đáy vuông (Hình 12 - 7). Hãy vẽ hình chiếu trục đo hợp lí của nó.

Hình 12-6 (a,b)
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Hình 12-7

Giải : Vì đáy của 
lăng trụ là hình vuông 
nên ta dùng loại hình 
chiốu trục đo vuông góc 
cân để không co' mặt 
bên nào của lăng trụ 
bị suy bịến. Hlnh chiếu 
trục đo của đường tròn 
đáy dưới của trụ là một 
elip, vẽ bằng phương 
pháp 8 điểm. Hình 
chiếu trục đo của elip 
đáy trên của trụ cũng 
là một elip. Hai đường 
kính liên hợp . của nó 
là A’ B’ và C’ D' dễ dàng 
được xác định bàng 
cách đặt lẩn lượt trên 
các đường sinh vẽ qua 
A’, B’, C’ và VD’ các 

đoạn A’A’ = ApAp B’B’ = BjBp C’C’ = C1C1 và D’D* = D1D1. Đáy trên của lăng trụ 
là M’N’P’Q’, xác định bằng cách tỉm giao điểm củạ A’B’ và CJD’ với các cạnh bên 
tương ứng của lăng trụ.

Để thể hiện lố rỗng hình lăng trụ người ta dùng hình cắt trục đo. Ở đây dùng các 
mặt phẳng tọa độ trục đo X’O’Z’ và Y’O’Z’ để tưởng tượng cắt bỏ một phẩn của vật 
thể hướng về'phía người quan sát.

Thí dụ 6: Cho hình chiếu trục đo của hai mặt trụ (Hình 12 - 8). Vẽ giao tuyến của chúng.
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Giải : Để xác định các điểm của giao tuyến ta dùng các mặt phẩng phụ trợ song 
song với trục của cả hai mặt trụ để giao tuyến phụ của mặt phảng phụ trợ với hai 
mặt trụ là các đường sinh. Đó là các mặt phẳng song song với mặt phẳng tọa độ 
X’O’Z’. Chẳng hạn dùng mặt phẳng {R ta xác định được các điểm 1’ và 2’ của giao 
tuyến. Các mặt phảng fpvà ữỉ tiếp xúc với mặt trụ nằm ngang cho ta điểm gần nhất 
3’ và xa nhất 4’ '.của giao tuyến theo hướng nhìn song song với trục O*Y’.

Giao tuyến là đường cong ghềnh bậc bốn.

Bài 1 : Dựng hình chiếu trục đo vuông góc đều của đoạn thẳng AB, (Hình 12 - 9).
Bài 2 : Vẽ các vết của mặt phẳng íó (AB // CD), (Hình 12 - 10).
Bài 3 : Tìm giao điểm của đường thẳng AB và mặt phảng (C, D, E), (Hình 12 “ 11).
Bài 4 : Tìm giao tuyến của mặt phẳng với mặt lăng trụ. (Hình 12 - 12).
Bài 5 : Tỉm giao tuyến của mặt. phẳng íì với mặt nón tròn xoay, (Hình 12 - 13).
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Bài 6 : Vẽ giao tuyến của mạt chóp và mặt lâng trụ, (Hình 12 - 14).
Bài 7 : Cho hình chiếu thẳng góc của một hình hộp chữ nhật và một mặt nón tròn 

xoay, (Hình 12 - 15).
Vẽ hình chiếu trục đo của hai 

mặt đó và giao tuyến của chúng.

Hình 12 - 15Hình 12 - 14

Bài 8 : Cho 
hình chiếu trục

hình chiếu thẳng gđc của hai mặt trụ tròn xoay 
đo vuông góc đều của hai mặt trụ và giao tuyến

(Hình 12 - 16). Vẽ 
của chúng.

Bài 9 :
chiếu trục

Cho hình chiếu thẳng góc của một vật thể 
đo hợp lí và vẽ hình chiếu trục đo của vật

(Hình 12 - 17). Chọn loại hình 
thể đó.

Hình 12 - 17
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Bài 10 : Vẽ hình chiếu trục đo vuông go'c cân của các vật thể cho trên hình 12 - 18, 
trên đó có dùng hình cắt trục đo.

^2 1?) e)

Hình 12-1«
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PHÀN HAI

HƯỚNG DẪN

chường 1

PHÉP CHIẾV

Bài 1 : Hình chiếu xuyên tâm từ s lên mặt phẳng íP cùa đường thẳng a có thể 
xác định bằng hình chiếu của 2 điểm thuộc nó, chảng hạn : điểm A’ - hình chiếu của 
A = a n (íp) với A’ = A và điểm c - hình chiếu của điểm vô tận của a. Do đó hình 
chiếu của a là a* (CA).

Tương tự như vậy hình chiếu của b là b’ (CB).
a’ // b’ khi c là điểm vô tận của (íp), nối một cách khác là a, b và c phải song 

song vói (íP).
Bài 2 và Bài 3: Dùng tính chất của phép chiếu song song : Phép chiểu song song 

bào tồn tl số đơn của 3 điểm thẳng hàng và bảo tổn tính song song của 2 đường 
thẳng.

Bài 4 : Hinh chiếu song song của đường tròn nội tiếp hình vuông ABCD là elip 
nội tiếp hỉnh bình hành A’B’C’D’ - hình chiếu song song của hình vuông nói trên . 
Ngoài 4 điểm tiếp xúc của elíp với 4 cạnh của hình bình hành, có thể xác định thêm 
4 điểm của elip nằm trên 2 đường chéo của hình bình hành -hình chiếu của 4 điểm 
thuộc đường tròn đã cho nằm trên 2 đường chéo của hình vuông.

Qua 8 điểm vừa xác định được vẽ một đường cong trơn đểu nhận 4 cạnh của hlnh 
bình hành lá các tiếp tuyến.

Bài 5: Gọi M = AB n CD và N = AD n BC.
Để hình chiếu của ABCD từ s lên (íP) là hình bình hành thì hình chiếu của M và 

N phải là các điểm vô tận của ((p). Suy ra ((p) phải song song với SM và SN.
Bài 6: a - Tâm chiếu S có thể chọn là một điểm tùy ý không thuộc mặt phẳng 

của ABCD. Mặt phẳng hlnh chiếu p được xác định như ở bài 5.
b- Để hlnh chiếu của ABCD lá một hình chữ nhật, ngoài điều kiện cẩn thỏá mãn 

như ở câu a- thì hai hướng AM và AN phải được chiếu thành hai hướng A’M’co và 
A’N’oo vuông góc nhau. Suy ra S phải nhìn đoạn MN dưởi một góc vuông.

c- Để hình chiếu của ABCD là một hình vuông, ngoài điều kiện phải thỏa mãn như 
ở câu b- , hai đường chéo AC và BD phải được chiếu thành hai đường thẳng A* C’ 
và B’D’ vuông góc nhau. Suy ra s phải nhìn đoạn IK dưới một góc vuông, ở đó :

I = AC n MN
K = BD n MN
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Bạn đọc tự kết luậi) về quỹ tích của tâm chiếu s.
Bài 7: Gọi X = Ox íì (íp) và Y = Oy n (fP) và O’ là hinh chiếu song song ; của 

o lến (íP). Nếu hình chiếu XO’Y của góc xOy là một góc vuông thì 0’ nhìn đoạn 
thẳng XY dưới một gốc vuông.

Bạn đọc suy ra quĩ tích của các hướng chiếu cần tìm.
Giả sử Oy // (íP), nói khác đi Oy cắt (fP) tại điểm Yw. Khi đó đường tròn dường 

kính XYx trở thành đường thẳng đi qua X và vuông góc với XYoo.
- Giả sử Oy// (fp) và xOy = 90°. Bạn đọc hãy chứng minh các hướng chiếu cần 

tìm thuộc mặt phẳng vuông gốc với Oy tại 0.

CHƯƠNG 2

BIỂU DIỄN ĐIỂM - ĐƯÒNG ThẲNG - MẶT PHANG

2.1. Điểm

Bài 3 : Điểm A G ( íP1) —> độ xa của nó là yA = 0 . Điểm B €E (íP2) —* độ cao
của nổ là = 0 . Điểm c G mặt phẩng phân giác của góc tư I và III —* y c = zc

Bạn đọc tự suy ra vị trí của trục hình chiếu trong mỗi trường hợp.
Bài 4: Hình chiếu đứng của A và hình chiếu bằng của B phải , ở 2 phía khác nhau

và cách đểu trục hình chiếu,
Bài 5: Theo hình biểu diễn của điểm A xác định được trục hình chiếu X, từ dó vẽ 

hình chiếu bằng của điểm B với chú ý lá các điểm thuộc mặt phẳng phân giác của 
các go'c tư I và III có hai hỉnh chiếu đổi xứng nhau qua trục X.

Bài 6 : Trục hình chiếu cần tìm là tiếp tuyến chung trong của hai đường tròn bán 
kính bàng 15mm và có tâm lẩn lượt là Af và B2 . Bài toán cố hai nghiệm.

Dễ dàng thấy rằng các hình chiếu A2 của A và B] của B phải nàm trên trục hình chiếu.
Bài 7 và Bài 8: Vẽ hình chiếu cạnh của các điểm dựa vào các nhận xét sau :
- Hình chiếu đứng và hình chiếu cạnh của một điểm nằm trên một đường gio'ng 

ngang song song với trục hình chiếu X.
- Độ xa của một điểm được thể hiện ở khoảng cách từ hình chiếu bằng của nó tới 

trục X hoậc từ hình chiếu cạnh của nó tới trục z.
Nếu độ xa của một điểm là > 0 thì hình chiếu bằng của nó nằm phía dưới của 

trục X và hình chiếu cạnh của nó nằm bên phải trục z.

2.2. Đường thẳng

Bài 11: a- Điểm co' 2 hinh chiếu trùng nhau của PQ là điểm vừa thuộc PQ vừa 
thuộc mặt phẳng phân giác của các góc tư II và IV
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b- Điểm có 2 hình chiếu đối xứng nhau qua trục X của PQ là điểm vừa thuộc PQ 
vừa thuộc mặt phẩng phân giác của các góc tư I và III.

Có thể dùng hình chiếu cạnh để xác định các điểm đó.
Cũng có thể áp dụng phép chiếu song song như sau :
a - Chọn một hướng chiếu tùy ý 1 (Ip 12) và một mặt phẳng hình chiếu tùy ý, 

chẳng hạn mặt phẳng phân giác của góc tư II và IV.
Chiếu song song PQ theo hướng 1 lên ta có POQO ■ Giao điểm của POQO với đường 

gióng chứa hai hinh chiếu của PQ là điểm co' hai hình chiếu trùng nhau, của PQ.
b- Cũng chiếu song song như trên đường thẳng P’Q’ có các hình chiếu P’iQ’1 và 

P*2Q’2 đối xiíng nhau qua trục X, ngoài ra P^QỴ = PịQp Hìưh chiếu nhận được của 
P’Q’ia P’OQ o.

Bàng phép chiếu song song ngược lại từ giao điểm của POQO và P’oQ’n suy ra điểm 
có hai hình chiếu đối xứng nhau qua trục X của PQ.

Bạn đọc tự giải thích ý nghĩa của cách làm nói trên.
Bài 13 a- Đường thẳng cần vẽ là một đường mặt. Trước tiên vẽ hình chiếu băng 

của nó - đường thẳng song song và cách trục hình chiếu một khoảng bằng độ xa cho 
trước.

b- Đường thẳng cần vẽ là một đường bằng . Trước tiên vẽ hình chiếu đứng của nó 
- đường thẳng song song và cách trục hình chiếu X một khoảng bằng độ cao cho trước.

c- Tìm điểm nằm trên mặt phẳng phân giác thứ hai của p và q rồi nối bằng đường 
thầng .

Bài 14: a - Chú ý rằng p là đường thảng chiếu đứng. Đường thẳng cần vẽ có hình 
chiếu dứng đi qua các điểm Aj và pj.

b- p là đường thẳng chiếu bằng . Đường thẳng cần vẽ có hình chiếu bằng đi qua 
các điểm A2 và p2.

Bài 15: Dựng đường thẳng cạnh NM// PQ, ở đo' điểm N . e a. Như vậy từ hình 
chiếu đứng Nj và hình chiếu bằng N2 đã có , dễ dàng vẽ được hình chiếu bằng 
M2 của M với chú ý là để cho 2 đường cạnh MN và PQ song song thì 2 đường thẳng 
NP và MQ phải đổng phẳng (song song hoặc cắt nhau).

Bài 16 : Vẽ hình chiếu bằng M2N2 của đường thẳng MN// a, ở đó N2 £ P2Q2. Xác 
định Nị G PjQt rái suy ra hình chiếu đứng MtN| của MN.

Bài 17 : a- Đường thẳng cần vẽ là một đường thẳng mặt, hình chiếu bằng qua 
điểm b2 và song song với trục hình chiếu.

b - Đường thẳng cần vẽ cố hình chiếu bằng song song vói c2 và qua điểm b2.

2.3. Mặt phẳng
Bài 20 : Đường thẳng cần vẽ phải song song với đường bằng hoặc vết bằng của 

mặt phảng ,
Bài 21 : Mặt phẳng Q, cần dựng cố thể được xác định bằng 2 đường thẳng cắt 

nhau tại điểm A và lần lượt song song với p và q.
Bài 22 : a- AịBl // V&.
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b“ và c- Vẽ trong mặt phẳng một đường thẳng có hình, chiếu đứng song song 
(hoặc trùng) với hình chiếu đứng của AB.

Bài 23: Dùng các điều kiện liên thuộc của điểm và đường thẳng với mặt phẳng.
Bài 25: a- v^ = a 1
*>- vẩ 3 a2
c- Các vết của (Q> ) là đường thẳng nổi vết đứng và vết bàng của đường thẳng a.
Bài 27 : Vẽ trong mặt phẳng Q> hai đường thẳng lần lượt song song với hai cạnh 

nào đó của tam giác ABC.
Bài 28: Đường thẳng cẩn vẽ là đường thẳng nối M với điểm đồng quy của hai vết 

của mặt phầng (M, a) và trục X.
Bài toán đưa tới việc vẽ vết của mặt phẳng này .

CHƯƠNG 3

CÁC BÀI TOÁN VÈ VỊ TRÍ

Bài 4 : Đường thẳng cần vẽ song song với giao tuyến của hai mặt phẩng fpvà .
Bài 5: Qũy tích cần tìm là giao tuyến của hai mặt phẳng ( A, p) và (B, q).

Bài 6: Đường thẳng cẩn vẽ sẽ đi qua giao diểm của đường thẳng d với mặt phẳng 
dựng qua M vá song song với mặt phẳng (P đã cho.

Bài 7: Cách làm tương tự như ở bài 6 nhưng phải tỉm giao điểm của đường thẳng 
d lần lượt với các mặt phẳng dựng qua M và song song với mặt phằng phân giác của 
góc tư II và IV rổi góc tư ĩ và III.

Bài 8 : Qua giao điểm của 2 vết đứng của (íp) và (ữ> ) vẽ giao tuyến của chúng 
song song với d (dp d2). Tìm vết bằng của giao tuyến đó và suy ra các vết bằng của 
(fP) và (Q, ).

Bài 9 : Trong một trong hai mặt phẳng đã cho vẽ một đường thằng song song với 
đường thẳng d rổi suy ra vết còn lại của mặt phẳng đó.

Bài ỊO : Để cho giao tuyến của ((p) và (Q> ) là một đường bằng thì các vết bằng 
của chúng phải song song nhau . Tìm các vết của đường thẳng d và suy ra các vết 
của mặt phẳng .

Bài Í1 : Dựng qUa AB một mặt phẳng song song với trục hình chiếu và tìm giao 
điểm của đường thẳng d với mặt phẳng đo'.

Bài 12 : Tỉm các giao điểm của hai đường thẳng b vá c với mặt phẩng dựng qua 
A và song song với mật phẳng (P đã cho.

Bài 13 : Đường thẳng cần vẽ là đường thẳng nối giao điểm của d với mặt phẳng 
(p và điểm vết chân chung của (fp).
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Bài 14: Đường thẳng cẩn dựng là giao tuyến của hai mặt phẳng ( M, p) và (M, q). 
Dó cũng là đường thẳng nối điểm M với giao điểm của p (hoặc q ) với mặt phẳng 
(M, q) (hoặc mặt phảng (M, p)).

Bạn đọc cũng có thể giải bài này nhờ phép chiếu xuyên tâm hoặc phép chiếu song 
song.

- Dùng phép chiếu xuyên, tâm : Chọn M làm tâm chiếu và mặt phẳng hlnh chiếu 
co thể .là (íp1) hoặc íP2, hoặc ếý ...) . Vẽ hình chiếu của p và q từ M lên mặt phẳng 
hình chiếu đã chọn. Giao điểm của các hình chiếu của p và q là hình chiếu cùa đường 
thẳng cần dựng. Bằng phép chiếu ngược lại dễ dàng suy ra đường thẳng cắt cá p và 
q, đi qua M.

- Dùng phép chiếu song song : Chọn hướng chiếu song song với ,một trong hai đường 
thẳng đã cho, chẳng hạn song song với p. Chiếu cả p, q và M lên một mặt phẳng nào 
đó (fp1), (P2 hoặc^.., ). Khi đó hình chiếu của p là một điểm . Đường thẳng nổi hình 
chiếu của p và của điềm M sẽ cắt hlnh chiếú củá q. Nhờ phép chiếu song song ngược 
lại sẽ suy ra đường thẳng cẩn vẽ.

Bài 15: Đây .là1 một trườhg hợp của bài tập (Bài 14) khi M là một điểm ở xa vô 
tận biểu diễn bằng đường thẳng d.

Đường thẳng cẩn vẽ là giao tuyến của hai mặt phẳng lần lượt dựng qua p và q và 
cùng song song với đường thẳng d.

Cũng có thể no'ỉ rằng đó là đường thẳng song song với d vẽ trong mặt phẩng dựng 
qua p (hóặc q), song song với d và đi qua giao điểm của q (hoặc p) với mặt phẳng 
dựng ở trên.

Bài 16 : Bóng của AB đổ lên các mặt phẳng hình chiếu sẽ thuộc giao tuyến của 
mặt phảng tia sáng chứa AB với hai mặt hình chiếu.

CHƯƠNG 4

CÁC BÀI TOÁN VỀ LƯỢNG

Bài 2 : b- Quỹ tích (tập hợp) của B2 là một đường tròn tâm A2. Quĩ tích (tập 
hợp) của Bj là một đoạn thẳng song song với trục x và co' độ dài bằng đưòng kính 
của đường tròn trên.

Bài 4 : Dựng tam giác vuông có go'c nhọn bằng 30° và cạnh đối diện với go'c đo' 
bàng hiệu độ xa của hai điểm A, B. Cạnh góc vuông thứ hai là độ dài của đoạn thẳng 
AB.

Bài 6 : Đỉnh D nằm trong mặt phẳng qua A và vuông góc với đường thẳng AB.
Bài 8 : Vẽ đoạn thẳng AH ± m ( H G m) và đặt trên m các đoạn thẳng 

HB = HC = AH.
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Bài 13: Dựng mặt phẳng chứa đường thắng m và song song với đường thẳng n 
rổi tìm khoảng cách từ một điểm bất kì thuộc n đến (Q> ) .

Bài 16 : Vẽ đường dốc nhất AB của so với (íP2) với A nằm trên vết đứng và 
B nằm trên vết bằng.

Bài 17: Lấy một điểm A G V&. Dựng một tam giác vuông cố đỉnh góc vuông là 
A^ một cạnh gtíc vuông bậng đoạn A^ và góc đổi điện vớỉ cạnh này là 30°. Vết 
bằng của (Q> ) là tiếp tuyến của đường tròn tâm A2, bán kính bằng cạnh góc vũông 
thứ hai của tam . giác trên.

Bài 18 : Đường thảng cần dựng là giao tuyến của hai mặt phẳng qua A : một mặt 
phẳng vuông góc với b và một mật phẳng song song với (Q> ).

Bài 19 : Tìm vết đứng A vá vết bằng B của đường dốc nhất đã cho. Vết bàng của 
mặt phảng cần dựng là đường thẳng qua B và vuông góc với AjBj.

Bài 20 : Gọi B là vết bằng của đựờng thẳng cán dựng . Tỉm độ dài 1 của hình 
chiếu bằng của đoạn thẳng AB.

.' Hình chiếu bằng B2 của điểm B là giao điểm của đường tròn tâm A2, bán kính 1 
với đường thẳng là ảnh củá X trong phép tịnh tiến theo véc tơ A^. ,

CHƯƠNG 5

CÁC PHÉP BIẾN Đổi HÌNH CHIẾU

Bài 10: Thay liên tiếp các mặt phẳng íp1 và ÍP2 để m trở thành đường thẳng chiếu 
bàng. Khi đó hình chiếu bằng của A nàm cách hình chiếu bàng của m ( đã suy biến 
thành một điểm) một đoạn bằng 25 mm.

Bài 11: Thay liên tiếp hai mặt phẳng hình chiếu để một trong hai đường thẳng 
trở thành đường thẳng chiếu. ;

Bài 13: Giả sử chọn phép thay mật phảng hình chiếu đứng íp1 bằng fp1. Cần xác 
định trục X = fP2 n fp1. Gọi A là vết bằng cùa m, B là. 1 điểm bất kl thuộc m và 
độ cao của B là a.

a- và c.- Trục X là đường thẳng đi qua A2 tiếp xúc với đường trờn (B2, a)

b - Trục X là đường thẳng đi qua B2 và tiếp xúc với đường tròn (A2,a).

Bài 16: Chiếu m và n theo phương m lên (íp2) . Hlnh chiếu phụ của A là A’ trùng 
với hỉnh chiếu phụ m’ của m (đã suy biến thành một điểm)^Hlnh chiếu phụ của B là 
giao điểm B’ của n’ (hình chiếu phụ của n ) với đường tròn tâm A’, bán kính bằng 
2ỗmm.
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CHƯƠNG 6
BIỂU DIỄN ĐƯÒNG CONG VẰ CÁC MẶT

Bài 3: Mỗi cặp đường kỉnh liên hợp của elíp (e) có hình chiếu bàng là một cặp 
đường kính vuông góc của đường tròn tâm O2 (là hỉnh chiếu bằng của (e)) và cố hình 
chiếu đứng là một cặp đường kính liên hợp của elíp hỉnh chiếu đúng của (e),

Bài 4: AABC nầm trong mặt phẳng qua A và vuông gtíc với AA’.
Bài 5; Điểm cao nhất và thấp nhất của (v) nằm trên đường dổc nhất của (Q> ) so

với mặt phẳng hình chiếu bằng và đi qua o. Điểm gần nhất và xa nhất của (v) nằm
trên đường dốc nhất của (v) so với mặt phẳng hình chỉếu đứng và đi qua 0.

Có thể dùng phép biến đổi để có hình thực của (v).
Bài 6: Chân đường cao của hỉnh chóp kẻ từ s là trực tâm của AABC. Có thể giải

bài toán bằng cách chập mặt bên của hình chóp vào mặt đáy.
Bài 7: Quay 1 quanh t đến tận vị trí // íP'.Vẽ một số vĩ tuyến của (3ì), chẳng hạn 

vĩ tụyến cao và thấp nhất, vĩ tuyến lớn nhất (xích dạo) và nhỏ nhất (đường yết hầu),.. 
Sau đđ vẽ các kinh tuyến chính của (ÍẼ) - hợp hai vị trí song Song với (P1 của 1..ĐÓ 
chính là dường bao quanh hình chiếu đứng của (ÍÊ).

Bài 8: Gán điếm M vào vỉ tuyến của (ÍẼ). Chií ý : vĩ tuyến của (Sì) nàm trong mặt 
phẳng chiếu đứng.

BfrỊ 10: Đáy hình trụ (ỈẼ) qua điểm A là hỉnh tròn nằm tròng mặt phẳng chiếu 
đứng qua Ạ vuông góc với m và có tâm là giao điểm của m vớỉ mặt phảng nói trên.

Bài 13: Gọi s là điểm thuộc (Qí ). (Q» ) là mặt phẳng tiếp xúc với mặt nón tròn 
xoay đinh s và co' đường sinh là những đường thảng hợp với mặt phảng hình chiếu 
bằng một góc 45°.

Bài 17: Đặt trên bđn tia Sa, Sb, Sc và Sd các đoạn thẳng SA = SB = sc = SD. 
Chỉ tồn tại mặt nón tròn xoay khi hai điều kiện sau được thỏa mãn :

- 4 điểm a; B, c, D nằm trên một đường tròn (v)
- s nằm trên trục của (v)

CHƯƠNG 7
MẶT PHẲNG TIẾP XÚC VỚI MẶT CONG

Bài 1: Bán kính của mặt cầu cần tìm có chiểu dài bằng khoảng cách từ tâm o 
đến mặt phảng (P

Bài 2: Đường sinh tiếp xúc của mặt nón cần tìm với mặt phẳng là đường dốc 
nhất đối với mặt phẳng hình chiếu bằng của mặt phẳng Q> . Tất nhiên đường dốc nhất 
đó phải đi qua giao điểm của đường thẳng d với mặt phẳng
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Bài 3: Mặt phẳng cần dựng phải chứa đưòng thẳng b đi qua đính nón và song song 
với đường thẳng a. Mặt phẳng đó cũng phải chứa một tiếp tuyến của đường cong đáy 
nón. Vì vậy, qua giao điểm I của đường thẳng b với mặt phẳng đáy nón ta vẽ tiếp 
tuyến IM với đường cong đáy nón. Mặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng b và IM 
chính là mặt phẳng cần thn.

Bài toán chỉ cỗ nghiệm khi vẽ dư de tiếp tuyến IM, và số tiếp tuyến của đường cong 
đáy no'n vẽ qua I cho ta số nghiệm của bài toán.

Bài 4: Vẽ mặt phẳng song sóng với đường bằng của mật phảng íPvà tiếp xúc với 
mặt nón (xem bài 3). Các đường sinh tiếp xúc của các mặt phẳng đó với mặt no'n sẽ 
chứa điểm cao nhất và điểm thăp nhất của giạo tuyến giữa mặt phẳng ípvă mặt nón.

Bài 5: Trước hết, dựng mặt non ngoại tiếp mặt cầu, cố trục song song với trục 
mặt no'n đã cho và đổng dạng với mặt nón đó. Như vậy, mặt phảng cần dựng sẽ chứa 
đường thẳng đi qua hai dỉnh.của hai mặt nón và tiếp xúc với cả hại mặt nốh đó.

Bài 6: Trước hết dựng mặt non ngoại tiếp cả hài mặt cáu. Mặt phẳng cẩn dựng 
sẽ chứa điểm A và tiếp .xúc với mặt nón vừa dựng.

Vì trục mặt nón»vừà dựng là đường bằng nên tiết diện tròn của mặt nón đó sẽ 
thuộc mặt phảng chiếu bằng;

Nếu đường thẳng nối tâm hai mật cẩu đã cho không phải đường thẳng đổng mức 
thì, trước hết cố thể dựng hai mặt nón có chung đỉnh A và mỗi mặt nón ngoại tiếp 
một mặt cầu đã cho. Khi đo' mặt phẳng cẩn dựng là mặt phẳng tiếp xúc chung của 
hai mặt nón vừạ dựng, Từ bài toán này ta đưa vể bài toán trên.

Bài 7: Bài này cố nhiểu cách giải, ở đây nêu một trong những cách giải đó.
Trước hết dựng mặt nón ngoại tiếp hai trong ba mặt cẩu đã cho. Khi đó mặt phẳng 

cần dựng là mặt phẳng tiếp xúc với mật nón vừa dựng và mật cẩu còn lại (xem bài 5).
Bài 8 và Bài 9: Đường bao hình chiếu bằng của mặt tròn xoay là đường bao hình 

chiếu bằng của các mặt cẩu nội tiếp mặt tròn xoaý đã cho.

CHƯƠNG 8

GIAO CỦA MẶT PHẲNG vói ĐA DIỆN VÀ MẶT CONG

Bài 6: Vì ABCD. A’B’C’D’ là lăng trụ đứng nên hỉnh chiếu bằng của giao tuyến của 
mặt phầng với lãng trụ trùng với hình chiếu bàng củà lăng trụ (A2B2C2D^). Vẽ hình 
chập (là hình vuông) của giao tuyến vào mặt phảng hình chiếu bằng (P2 quanh vết 
bằng của mặt phẳng & , từ đó suy ra vết đứng v^ và hình chiếu đứng của giao 
tuyến.

Bài 7: Mặt phẳng Q> cẩn dựng đi qua d và đỉnh no'n. Xác định vết bằng VP' của 
mặt phẳng Q, . Qua các giao điểm (nếu cố) của V2, với đường tròn đáy nón vẽ được 
các đường sinh - giao tuyến của (Q> ) và mặt no'n.
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Bài 8: Mặt phẳng Qí phải song song với một đựờng sinh của mặt nón. Có thể 
thay mặt phẳng hình chiếu đứng để (íì ) trở thành mặt phảng chiếu đứng. Khỉ đố 
vết đứng mới của (Q, ) phài song song với một trong hai đường sinh bao quanh 
hình chiếu đứng mới của mặt nón. Từ đó suy ra vết đứng của mặt phẳng íì . Bài 
toán có 2 nghiệm.

Bài 9: Các đường thẳng cần dựng là giao tuyến của mật phẳng với mặt nón tròn 
xoáy đỉnh s và có các đường sinh nghiêng với mặt phẳng hỉnh chiếu bàng góc 45°.

Bài 10: Cần xác định bán kính của mặt cầu. Có thể quay m quanh đường bằng 
(hoặc đường mặt) vẽ qua o của mặt phầng (0, m) để đưa m tới song song với một 
mặt phảng hình chiếu..

Bạn đọc cũng có thể dùng phép thay mặt phẳng hình chiếu để đạt mục đích no'i 
trên.

1 CHƯƠNG 9

GIAO ĐIỂM CỦA ĐƯÒNG THANG VỚI CÁC MẶT

Bài 9: Tìm giao điểm của đường thẳng m với mặt nón tròn xoay đỉnh s, trục là 
đường thẳng chiếu bằng và cố đường sinh nghiêng với mặt phẳng hlnh chiếu bàng (p2 
một góc bằng 60°.

Bài 10: Tìm giao điểm của đường thẳng n với mặt trụ tròn xoay có trực là đường 
thẳng m và thiết diện thẳng là đường tròn bán kính R = 30 min.

Bài 11: Tìm giao điểm của đường thẳng m với mật cầu tâm o, bán kính R = 35 mm.
Bài 12: Tìm giao điểm của đường thẳng n vối mặt nốn tròn xoay đỉnh s, trục m 

và đường sinh nghiêng với trục một góc a.

CHƯƠNG 10

GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT

Bài 1: Hình 10-4 ; Giao tuyến là một đường gẫy khúc ghềnh khép kín gổrụ 12 
đỉnh và có hình chiếu bằng trùng với hình chiếu bằng của lăng trụ đứng ở trong giởi 
hạn hình chiếu bằng của lăng trụ xiên. Dễ dàng xác định được hình chiếu đứng của 
6 điểm gẫy khúc thuộc các cạnh của lăng trụ xiên. Để xác định 6 điểm gẫy khúc 
thuộc các cạnh của lãng trụ đứng co' thể gắn các điểm đó vào các đường thẳng thuộc 
các mặt bên và song song với các cạnh bên của lăng trụ xiên.
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Cũng ctí thể vẽ hlnh chiếu đứng của giao tuyến bàng cách tỉm giao tuyến của từng 
mặt bên của lăng trụ đứng (là các mặt phẳng chiếu bàng) với láng trụ xiên.

Hỉnh 10-5 : Lần lượt tìm giao điểm các cạnh của lăng trụ này với lãng trụ kiá 
bàng phương pháp mật phẳng phụ trợ (nên chọn là các mật phẳng chiếu).

Cũng có thể dùng phương pháp chiếu phụ song song với hướng chiếu phụ song song 
với cạnh cùa một trong hai lãng trụ và mặt phẳng hình chiếu phụ là mặt phảng đáy 
chung cửa chứng.

Bài 2 : Hlnh 10-6 - 10-8 : Hlnh chiếu đứng của giao tuyến trùng với hình chiếu 
đứng của lăng trụ và ở trong gỉới hạn hình chiếu đứng của chổp.

Hỉnh 10-9 - 10-10 : Hình chiếu bằng của giao tuyến trùng với hỉnh chiếu bằng 
của lăng trụ và ở trong giới hạn hỉnh chiếu bằng của chổp.

Hỉnh 10-11 : Lẩn lượt tlm giao đỉểm các cạnh của lăng trụ với chóp và ngược lại 
bằng phương pháp mặt phầng phụ trợ. Riêng đời với cạnh của chóp là đường cạnh có 
thể tìm giao điểm của nổ với lăng trụ bằng cách chiếu phụ lên mặt đáy bên trái của 
lãng trụ (là mặt phẩng chiếu bằng) theo hướng chiếu phụ song song với cạnh của lăng 
trụ đó. Nói khác đi ta dùng mặt phẳng phụ trợ chứa cạnh bên là đường cạnh của 
chóp và song song Ỳới cạnh của lâng trụ để tìm giao điểm của cạnh bền đó với làng 
trụ.

Bài 3 : Lẩn lượt tìm giao điểm các cạnh của mặt chốp này với mặt chóp kia và 
ngược lại bằng phương pháp mặt phảng phụ trợ.

Mạt phảng phụ trợ ctí thể là mặt phẳng chiếu hoặc’ là mặt phầng chứa đỉnh của 
cả hai mặt chóp.

Bài 4 : Hlnh 10-14 : Hình chiếu đứng của giao tuyến trùng với hình chiếu đứng 
của lăng trụ và ở trong giới hạn hình chiếu đứng của mặt trụ.

Giao tuyến gổm cđ :

- Một cung elip - giao tuyến của mật trụ với mật bên phía phải của lăng trụ.

- Hai đoạn thẳng - giao tuyến của mặt trụ với mặt bên phía trái của lăng trụ 
(song song với trục của mặt trụ).

í
- Một cung tròn - giao tuyến của mặt trụ với mặt bên phía dưới của lăng trụ.

Hlnh 10-15 : Hình chiếu bằng của giao tuyến trùng với hlnh chiếu bàng của trụ 
và ở trong giới hạn hình chiếu bàng của làng trụ.

Giao tuyến gồm 4 cung elỉp - giao tuyến của 3 mặt bên của lăng trụ với mặt trụ.

Dễ dàng vẽ được hlnh chiếu đứng của các cung elip đd bàng cách gắn một số điểm 
của chúng vào các đường thảng thuộc các mặt bên và song song với các cạnh bên của 
lăng trụ.

Cần phải xác định các điểm gẫy khúc cùa giao tuyến - giao điểm hai cạnh của lăng 
trụ với mặt trụ - và các điểm của giao tuyến nầm trên hai đường sỉnh bao hỉnh chiếu 
đứng của trụ - các điểm tiếp xúc của elip với các đường sinh đó.
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Hình 10-16 : Các mặt bên của lăng trụ xiên góc bất kỳ với trục của trụ nên cắt 
trụ theo các cung elip. Để vẽ các giao tuyến elỉp đó có thể tìm giao điểm của một số 
đường sinh của trụ với các mặt bên của lâng trụ.

Cần phải xác định các điểm gẫy khúc của giao tuyến - giao điểm nếu có của các 
cạnh lãng trụ với mặt trụ.

Bàí toán có thể được giải bàng phép chiếu phụ song song lên mặt phẳng đáy chung 
của hai mặt.

Bàỉ 5 : Hình 10-17 : Giao tuyến là một đường gẫy khúc khép kín gồm hai cung 
elip - giao tuyến của mặt bên phía trên và phía trái của lâng trụ với nđn - và hai 
cung parabồn - giao tuyến của mặt bên phía phải của lăng trụ với nơn.

Hỉnh chiếu đứng củã giao tuyến trùng với hình chiếu đứng của lăng trụ và ờ trong 
giới hạn hình chiếu đứng của mặt nốn.

Để vẽ hình chiếu bằng của giao tuyến có thể gắn một số điểm của nó váo các 
đường sinh của nón.

Cần phải xác định các điểm của giao tuyến nằm trên hai đường sinh bao hỉnh chiếu 
bầrig của nón và trên các cạnh của lăng trụ.

Hỉnh 10-18 : Làm tương tự bàì 10-4 (Hỉnh 10-16) Bài toán có thể giải bằng phép 
chiếu phụ song song lên mặt phầng đáy chung của hai mặt.

Bài 6 : Hình 10-19 : Giao tuyến là đường gẫy khúc khép kín do các cung tròn - 
giao tuyến của ba mặt bên của lăng trụ vởi mật cầu - tạo thành.

Hlnh chiếu đứng của giao tuyến trùng với hlnh chiếu đứng của iăng trụ và ở trong 
giới hạn hình chiểu đứng của mật cầu.

Dễ dàng vẽ được hình chiếu bằng của các cung tròn giao tuyến của các mặt bên 
phía dưới và phía bên phải của lăng trụ với mặt cẩu, riêng cung tròn giao tuyến của
mặt bên phía trái của lâng trụ với cầu có hình chiếu bàng là cung elip.

Hình 10-20 : Giao tuyến là đường gẫy khúc do các cung tròn - giao tuyến của các
mặt bên của lãng trụ với mặt cầu - tạo thành - Hai hlnh chiếu của các cung tròn
đó đều là các cung elip. Cđ thể xác định một số điểm của các elip đó nhờ phương 
pháp mặt phảng phụ trợ (nên chọn là mặt phầng bàng hoặc mặt phẳng mặt).

Bài 7 : Để xác định một số điểm của giao tuyến nên dùng các mặt phẳng phụ trợ 
là mặt phằng mặt hoặc đưa vẽ bài toán "sự liên thuộc của điểm với mặt xuyến".

Bài 8 : Hình 10-23 : Giao tuyến gổm hai đường khép kín, mối đường do hai nửa 
elip - giao tuyến của mặt trụ với một mặt bên của cho'p - tạo thành. Cẩn phải xác 
định các điểm gẫy khúc của giao tuyến - giao điểm của cạnh phía trước và phía sau 
của chtíp với mặt trụ - và các điểm của giao tuyến thuộc các đường sinh bao của mặt 
trụ trên hình chiếu bằng.

Hình 10-24 : Giao tuyến gồm hai phẩn :
- Một đường gẫy khúc tạo bởi ba cung elíp do nửa phía trên cùa trụ cất ba mặt 

bên của chóp.
- Một đường gẫy khúc thứ hai cũng tạo bởi ba cung elip do nửa phía dưới của trụ 

cắt ba mặt bên của chóp.
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Cần phải xác định các điểm gẫy khúc của giao tuyến.
Hỉnh 10-25 : Ngoài đường gẫy khúc gổm ba cung elip do mặt trụ cắt ba mặt bên : 

của chóp, giao tuyến còn có một tam giác - giao tuyến của đáy trên của trụ cắt mặt 
cho'p - vằ một dường tròn - giao tưyêh cỉia trụ với đáy của chóp.

Chú ý rằng các giao điểm của ba cạnh của chóp với trụ có cùng độ cao, do đố dễ- 
dàng vẽ được hình chiếu đứng của giao điểm của trự' với cạnh bên là đường thẳng 
cạnh của chóp.

Bài 9 : Các mặt bên của chóp cắt mặt cấu thẹo các cung tròn mà hình chiếu cỉia 
chúng là các cung elip. Có thể xác định một số điểm của các: cung clip đó nhờ các 
mặt phẳng bằng phụ trợ.

Cũng có thể thay mặt phẳng hìhh chiếu để đưa một mặt bên của chóp thành mặt 
phầng chiếu, vẽ giao tuyến của mặt bên đo' với cầu trên hình vừa biến đổi rồi đưa kết 
quả vẽ hình chiếu ban đầu - Do tính đối xứng sẽ suy ra giao tuyến của cầu với các 
mặt bên còn lại của chóp.

Bài 10 : Hình 10-28 và 10-29 : Giao tuyến là đường cong ghểnh bậc 4.'Cố. thể 
xác định một số điểm của giao tuyến nhờ phương pháp mặt phẳng phụ trợ (Hình. 
10-28 : mật phảng phụ trợ có thể là mặt phẳng bàng hoặc mặt phẳng mặt ; Hình 
10-29 : chỉ co' thể dùng mặt phẳng mặt phụ trợ).

Cũng có thể chuyển vễ bài toán "điểm liên thuộc mặt trụ" để yẽ hình chiếu còn 
thiếu của giao tuyến.

Hình 10-30 và 10-31 : Vì hai mặt trụ tròn xoay có đường kính bằng nhau (cùng 
ngoại tiếp một mặt bậc hai thứ ba “ ở đây là một mặt cẩu) nên giao tuyến là hai 
đường cong bậc hai, ở đây là hai elíp.

Bài 11 : Hình 10-32 : vì trụ và no'n cùng ngoại tiếp một mật cầu nên giao tuyến 
của chiíng là hai đường cong bậc hai> ở đây là hai elip mà hình chiếu đứng trùng với 
hình chiếu đứng của mật trụ.

Hình 10-33 : Giao tuyến gổm một đường cong ghểnh bậc 4 và một đường tròn - 
giao của trụ với đáy nón. Để vẽ hình chiếu đứng ciìa đường cong bậc 4 cố thể dùng 
các mặt phẳng phụ trợ chiếu bằng chứa trục của no'n.

Hình 10-34 : Giao tuyến gồm hai đường cong ghềnh khép kín có hình chiếu điíng 
là hai cung tròn trùng với hình chiếu đứng của trụ vào ờ trong giới hạn hình chiếu 
dứng của các nón.

Để xác định hình chiếu bàng của giao tuyến co' thể dùng các mặt phẳng phụ trợ 
chiếu đứng đi qua đỉnh no'n. Nói cách khác là gắn các điểm của giao tuyến vào một 
số đường sinh của nón.

Cần xác định các điểm của giao tuyến thuộc các đường sinh bao hình chiếu bằng 
của cả nón và trụ.

Bài 12 : Hình 10--35 : Giao tuyến là một đường cong ghềnh khép kín, có hình 
chiếu bằng trùng với hỉnh chiếu bằng của trụ và ở trong giói hạn hình chiếu bằng của 
mặt cầu. Để vẽ hình chiếu đứng của giao tuyến co' thể dùng các mặt phẳng phụ trợ 
là mặt phảng bằng hoặc mặt phẳng mặt.
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Hình 10-36: Giao tuyến là đường cong ghềnh bậc 4. Để xác định các điểm của giao 
tuyến nên dùng các mặt phầng mặt phụ trợ. Hình chiếu đứng của giao là một. parabôn 
(hai mật đã cho có mặt phảng đối xứng chung song song với mặt phảng hình chiếu 
đứng). Hình .chiếu bằng của giao tuyến có một điểm tự cắt (điểm tiếp xúc của mặt 
cầu và mặt trụ).

Bài 13 : Hình 10-37: Giao tuyến gổm có :
Một cung tròn là giao tuyến của trụ với mặt phảng của thiết diện ngang của 

xuyến.
- Hai đường cong ghềnh là giao tuyến của trụ với mặt phía ngoài và mặt phía 

trong của xuyến.
Hình chiểu bằng của giao tuyến trùng với hình chiếu bằng của trụ.
Phần giao tuyến là đứờng cong ghểnh co' hlnh chiếu đứng là một cung hypecbôn 

(thùộc mặt phía ngoài của xúyến) và một' cung elip (thuộc mặt phíã trong của xúyến).
Để xác định hình chiếu đứng của giao tuyến c<5 thể dùng các mặt phẩhg mặt phụ trợ.
Hlnh 10 - 38 : Làm tương tự bài ở hình 10-37.
Hình 10-39 : Giao tuyến gồm hai đường cong ghểnh khép kín cố hình chiếu đứng 

trùng với hình chiếu đứng củạ trụ và ở trong giới hạn hình chiếu đứng của xuyến.
Để vẽ hình chiếu bằng của giao tuyến cũng nên dùng các mặt phẳng mặt phụ trợ.
Bài 14 : Hình 10-40 : Giao tùyến gồm hai đường cong ghềnh khép kín có hlnh 

chiếu bằng trùng với hình chiếu bàng của trụ và ở trong giới hạn hình chiếu bằng của 
elipxôit - Hình chiếu đứng của giao tuyến là hai nhánh của một hypecbôn.

Ngoài các điểm của giao tuyến là giao điểm của các đường bao hình chiếu đứng 
của hai mật, để xác định hình chiếu đứng một vài điểm trung gian khác ta cố thể 
dùng mặt cầu phụ trợ cố tâm là giao điểm của hai trục cua hai mặt đã cho.

Hình 10-41 : Giao tuyến gồm một phần của đường cong ghềnh bậc 4 và một cung 
tròn - giao tuyến của elipxôìt với đáy trên của trụ.

Để vẽ hình chiếu đxíng của giao tuyến là đường cong ghềnh, có thể dùng các mặt 
phầng bằng phụ trợ.

Bài 15 : Hình 10-42 : Giao tuyến là một đường cong ghềnh bậc 4 - Co' thể dùng 
các mặt phảng bằng phụ trợ để xác định các điểm của . nó. Điểm cao nhất vă thấp 
nhất của giao tuyến nằm trên mặt phẳng chứa trục của nón và tâm của cầu.

Hình 10-43 : Giao tuyến là đường cong ghểnh. Co' thể dùng mặt phẳng phụ trợ là 
các mặt phẳng chiếu chứa đỉnh nón. .Để xác định giao điểm của giao tuyến phụ giữa 
các mặt phẳng phụ trợ với nón và cầu phải thực hiện một phép quay quanh đường 
thẳng chiếu để đưa các giao tuyến phụ đến vị trí song song với một mặt phảng hình 
chiếu.

Hình chiếu đứng của giao tuyến là một parabôn, hình chiếu bằng của nó có một 
điểm tự cát (điểm tiếp xúc của nón và cầu).

Hỉnh 10-44 và 10-45 : Mặt nón và mặt cầu đã có chung một đường tròn (đáy nón) 
nên chúng còn cắt nhau theo một đường tròn nữa (ở hình 10-44 là một cung tròn)
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Cả hai đường tròn đều thuộc các mặt phẳng chiếu đứng.
Đài 16 : Hỉnh 10-46 : Để xác định các điểm thuộc giao tuyến cổ thề dùng các 

mặt câu phụ trợ bán kính thay đổi và tàm là giao điểm của trục xoay của hai mặt.
Hỉnh chiếu đứng của giao tuyến là hai cung hypecbõn.
Hlnh 10-47 : Cũng dùng các mặt cồu phụ trợ cơ tâm nằm trên trục của nón (để 

chúng cát nón theo các đường tròn vĩ tuyến) và chứa hai đường tròn sinh nào đố của 
xuyến. Chẳng hạn ni uốn dựng một mặt cầu phụ trợ như vậy, trôn hình chiếu đứng 
trước hết vẽ một đường tròn sỉnh của mặt xuyến - đó là một đoạn thằng hướng vào 
tâm hình chiếu đứng của xuyến - Vẽ trung trực của đoạn thằng này, đó là hỉnh chiếu 
đứng của trục của đường tròn sinh nơi trên. Giao điésm của đường trung trực vừa dựng 
với trục của nón là tâm của một mặt cấu phụ trợ.

Bài. 17 : Dùng các mặt phảng mặt phụ trợ hoặc các mặt cẩu phụ trợ có tâm là 
giao điểm của trục xoạy của xuyến với mặt phẳng đổi xứng chung của hai mặt đã cho.

Hỉnh chiếu dứng của giao tuyến là hai cung của một parabồn.

CHƯƠNG 11

KHAI TRIỂN CÁC MẶT

Bài 1 : a- Có thể xác định độ lớn của các mật bên của lăng trụ bằng cách quay 
từng mặt bên đó quanh các cạnh là các đường mặt của lăng trụ.

b- Cơ thể xác đ|nh độ lớn của ba mặt bên của chóp bầng nhỉểu cách, chẳng hạn :
- Tlm độ dài các cạnh bên của chơp bằng cách quay chung quanh cạnh thẳng đứng 

cho tới song song với mạt phầng hình chiếu đứng.
Chú ý rằng đáy chơp cơ độ lớn bằng hỉnh chiếu bàng của nơ.
- Gập ba mặt bên của chóp quanh các cạnh đáy của chúng cho tới trùng với mặt 

phẳng đáy chóp.
c- Khai triển mật chtíp và xác định vị trí ba đỉnh của thiết diện trên hlnh khai 

triển , từ dơ suy ra độ lớn của thiết diện (tức đáy trên của chtíp cụt).
d- Khai triển mật trụ và xác định vị trí một số điểm đặc biệt của thiết diện (là 

elip) trên hlnh khai triển. Độ lớn của các thiết diện cơ thể xác định bằng cách chiếu 
phụ chúng lên các mặt phẳng song song với chính các thiết diện dơ.

e- Khai triển mặt nơn và xác định VỊ trí một số điểm đặc biệt của thiết diện elip 
(tức đáy trên của nơn cụt) trên hỉnh khai triển.

Bài 2 : Làm tương tự bài 1. Khai triển các mặt đâ cho rồi xác định thiết diện do 
mặt phảng tạo nên trên hỉnh khai triển của các mật dơ.

Bài 3: Làm tương tự hai bài trên. Vẽ hlnh khai triển của từng mặt và xác định 
trên hlnh khai triển của chúng các dỉểm thuộc giao tuyến.
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Riêng bài 3a để xác định hình khai triển của giao tuyến chỉ việc xác định các đỉtth 
của đường gẫy khúc - giao tuyến của lâng trụ và chóp - đtí là giao điềm của các cạnh 
của mặt này với mặt kỉa.

Bài 4: a - Mạt chuyển tiếp gổm 8 tam giác. Để vẽ hình khai triển cùa mặt chuyển 
tiếp chi cẩn xác định độ lớn của 2 tam giác ké nhau và từ đó suy ra độ lớn của các 
tam giác còn ỉặi.

b- Mặt chuyển tiếp gổm 4 tam giác và 4 phân mặt nón và có mặt phảng đối xứng 
là mặt phảng mặt. Các phán mặt nón được khai triển gán đúng.

c- Mặt chuyến tiếp gốm 4 tam giác và 4 phắn mặt nón và cứ hai một phẳng đối 
xứng. Cách làm tương tự bài 4b.

CHƯƠNG 12

HÌNH CHIẾU TRỤC ĐO

Bài 2 : Các vết của mạt phẳng tì> là giao tuyến của tì>. với các mặt phảng tọa 
độ trục đo.

Để vẽ vết bàng của (tì,) (giao tuyến của (tìí ) với mặt phầng tọa độ X’O’Y’) có thể 
tìm vết bàng của A’B’ và C*D’, tức là tim giao điềm của A’B* và C’D’ với mật phầng 
X’O’Y’.

Chú ý rằng hai vết của một mặt phảng cát nhau tại một điểm trên một trục tọa 
độ trục đo.

Bài 3ỉ Dùng phương pháp mặt piỉẳng phụ trợ. ở đây có thê' lập mật phẳng phụ 
trợ chứa A’B’ và vuông gđc với mặt phảng tọa độ X’O’Y*.

Bài 4: Có thể tỉm giao tuyến của các mật bên của lang trụ với mật phẳng tìí hoặc 
tìm giao điểm của các cạnh của lâng trụ với mặt phẩng tì» . Chú ý ràng cảc cạnh của 
lăng trụ song song với trục O’Z’ do đtí hình chiếu lần thứ hai trên mặt phẳng X’O’Y*của 
giao tuyến trùng với đổy của lâng trụ.

Bài 5: Vỉ mặt phẳng tì> song song với trục O*X’ nên có thể vẽ hình chỉếu lắn thứ 
hai của mạt nđn trên mặt phảng tọa độ Y’O’Z’ (là một tam giác) và dùng các mặt 
phẩng phụ trợ chứa đỉnh nón và song song với trục O’X’ để tìm giao điểm của một 
số đường sinh của mặt nón với mật phàng tì> ■

Giao tuyến là một cung elip có hình chiếu theo phương O’X’ lên mặt phảng Y’O’Z* 
trùng vớí vết của mặt phẳng tì» trên mặt phẳng tọa độ này.

Đài 6: Tương tự như bài 3, dùng phương pháp mặt phồng phụ trợ để xác định giao 
điểm các cạnh của mặt chóp với mặt làng trụ. Ngoài ra vl mặt lăng trụ cđ các cạnh 
song song với trục O’Z’ nên dễ dàng xác định được giao điểm (nếu cd ) của cạnh lãng 
trụ với mặt cho'p .
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Bài 7: Sau khi vẽ hình chiếu trục đo của hình hộp chữnhật và mặt nón, vẽ giao 
tuyến của chúng bằng cách dùng các mặt phảng phụ trợ chứá trục , của mặt nón để 
tim giao điểm của một số đường sinh của nón với mặt bên của hình hộp.

Bạn đọc co' thể vẽ giao tuyến của hai mặt trên hình chiếu thẳng góc rồi vẽ hỉnh 
chiếu trục ;đo của giao tuyến đọ'; ' L '

Bài 8: Sau khi vẽ hình chiếu trục đo của hai mặt trụ, vẽ giao tuyến của chúng 
nhờ các mặt pỊhẳng.phụ trợ song song với trục của hai mặt trụ.

Bài 9 : Nên dùng loại’ hình chiếu trục đo vuông góc cân.
Bại 10:, Gắn các vật thể đã cho vào hệ trục tọạ dộ thẳng góc OXYZ sao cho trục 

oz trùng với trục đối xứng thẳng đứng của chúng và. các mặt phảng tọa độ XOZ và 
YOZ trùng với hai mặt phẳng đối xứng thẳng đứng của các vật thể đó.

Để vẽ hình cắt trục đo ,của các vật thể này, dùng các mặt phảng tọa độ X’O*Y’ và 
Y’O’Z’ làm các mặt phẳng cắt tưởng tượng.
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PHẦN BA

PHỰ LỤC

, PHỤ Lực 1

CÁC BÀI TOÁN TỔNG HỢP

Các bài toán tổng hợp dưới đây có thể được giải bằng bất kì phương pháp nào đã 
trinh bày trong giáo trình hình học họa hình. Chúng giúp người học lặm quen với việc 
sử dụng tổng hợp các kiến thức đã tích lũy được để giải các bài toán hình họa.

Bài 1 : Vẽ giao điểm của ba mặt phẳng <F> 0 và (R. (Hình PL 1 - 1).
Bài 2: Quạ điểm A vẽ đường thẳng song song với hai mặt phẳng íP và ỡ ÍHlnh 

PL 1 - 2).

ninh PL 1-2

Bài 3 : Qua điểm K vẽ đường thẳng 
mật phẳng 0 (p//q), (Hình PL 1-3).

Bài 4: Qua điểm A thuộc mặt phẳng 
với mặt phẳng (R (Hình PL 1- 4).

song song vâi mặt phẳng chiếu đứng (R, và

0 vẽ đường thẳng thuộc (ó ) và song song

Bài 5 : Vẽ một đường thẳng song song với đường thẳng d và cắt hai đường thẳng 
p, q (M,N), (Hình PL 1 - 5).

Bài 6 : Qua điểm K vẽ đường thẳng cắt hai đường thẳng p và q (Hình PL 1- 6).
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Hình PL I - 7 Hình PL 1 - s

IM



Bài 7: Vẽ đường thẳng cắt hai đường thẳng p và q và tạo với các mặt phầng hình 
chỉếu fPl và íp2 các góc lẩn lượt là 30° và 45° (Hình PL 1“ 7).

Bài 8 : Trong mặt phầng íp tim gũy tích (tập hợp) của những điểm cách đéu hai 
điểm A và B thuộc (Q>) ( Hỉnh PL 1-8).

Bài 9 : Trong mặt phẳng (Pdựng tam giác cân ABC ctí đỉnh A thuộc vết bằng của 
mặt phẳng, cho biết hình chiếu đúng của cạnh đáy BC (Hình PL 1- 9).

Bài 10: Qua điểm M thuộc đường thẳng p vẽ đường thẳng vuông góc với p và cắt 
đường thẳng q (A, B), (Hình PL 1- 10).

Hình PL 1 - 9 Hình PL 1- 10

Hình PL 1 - 11 Hình PL 1- 12

Bài 11: Qua điểm K dựng mặt phảng Q> vuông góc với mặt phẳng fp vả nghiêng 
đổu với các một phảng hỉnh chiếu (Hỉnh PL 1 - 11).

Bài 12: Vẽ đường thàng vuông góc với mặt phang (p và cát haỉ đường thẳng p và 
q (Hỉnh PL 1 - 12).
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Bài 13: Trong mặt phẳng (P. vẽ đường thẳng cắt và vuông go'c với đường thẳng d 
(Hình PL 1 - 13).

Bài 14: Trong mặt phẳng (Ptỉm quỹ tích (tập hợp ) những điểm cách đều hai đường 
thang cát nhau p và q (Hỉnh PL 1 - 14).

Hình PL í - IS Hình PL 1- 16

Bài 15: Tìm trên đường thẳng d điểm cách đều hai đường thẳng cắt nhau p và q 
(Hình PL1 - 15),

Bài 16: Tìm trong mặt phảng quỹ tích (tập hợp) những điểm cách đểu hai vết 
cúa mặt phẳng (p (Hình PL 1 - 16).

Bài 17: Tìm trong mặt phảng (P quỹ tích (tập hợp) những điểm cách đều hai mặt 
phẩng và (R. (Hỉnh PL 1 - 17),

Bài 18: Qua điểm K dựng một mặt phẳng song song với đường thẳng d sao cho 
hình chiếu thẳng góc lên mặt phẳng đó của hai đường thẳng song song p và q trùng 
nhau (Hình PL 1 - 18).
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Hình PL 1 - 1«Hình PL 1 - 17

Bài 19 : Qua điểm K dựng một mặt phẳng nghiêng đễu với cấc mặt phảng hình 
chiếu sao cho hình chiếu thẳng góc lẽn mặt phảng đó của hai đường thẳng bất kì p 
và q là hai đường thẳng song song (Hình PL 1-19).

Bài 20 : Qua đường thẳng d (M, N) dựng một mặt phằng sao cho hình chiếu thẳng gtíc 
của hai đường thẳng bất kì p và q lên mặt phẳng đó là hai đường thẳng song song (Hình PL

Hình PL 1 - 21 Hình PL 1 - 22
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Bài 21: Tìm điểm cách đều bốn điểm bất kì A, B, c và D (Hình PL 1 - 21)
Bài 22 : Trong mặt phảng (p tìm điểm cách đểu điểm (P - điểm đổng quy của hai 

vết của mặt phẳng (Pvà hai vết của đường thẳng d(M, N)' thuộc (ỊPỴ-(Hỉnh PL 1 - 22).
Bài 23 : Trong mật phảng (P.hãy dựng tam giác vuông ABC có đỉnh go'c vuông 

B thuộc vết bằng của mặt phảng cho biết hlnh chiếu đứng của cậnh huy én' AC 
(Hình PL 1 - 23). ) ■.■■■■■

Bài 24 : Qua điểm K thuộc mặt phẳng (P vẽ đường thằng , thuốc (íp) và nghiêng 
đều với hai vết của mặt phằng đó (Hình PL 1 - 24).

r Hình PL 1 - 25 Ilìnb PL 1 - 26

Bài 25. Tìm trên đường thảng d thuộc mặt phẳng (P một điểm cách điểm K nằm 
ngoài (ỈP) một đoạn bàng 1 cho trước (Hình PL 1 - 25).

Bài 26. Qua điểm K vẽ đường thẳng cắt đường thẳng d và mặt phẩng Q> lấn lượt 
tại A và B sao cho MA = KB (Hình PL 1 - 26).

Bài 27 : Dựng tam giắc đểu ÀBC có đỉnh c nằm trần mặt filing (P(HÍnh PL 1 - 27).
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Bài 28 : Vẽ quỹ đạo chuyển động của điểm M quay xung quanh đường thẳng d 
(Hình PL 1 - 28).

Hình I‘L 1 - 27 Hịnlì P1 Ị. - .28

Bài 29 : Vẽ các hình chiếu của một lăng trụ thẳng có chiểu cao là một đoạn thẳng 
h cho trước biết rằng đáy của nó là hình vuông ABCD có đường chéo BD thuộc đường 
thẳng d (Hình PL 1 - 29).,

Bài 30 : Vẽ các hình chiếu của hình lập phương cố đáy là hình vuông ABDC mà 
cạnh BC của nó1 nàm trên, đường thầng d. Cho biết hlnồ'. chiếu bằng d2 của d (Hình 
PL1-30).

Bài 31 : Vẽ các hình chiếu của mặt chóp SABC có chiều cao là h biết rằng đáy 
ABC là một tam giác cân co' đỉnh A thuộc đứờng thẳng d và chân đường cao hạ từ 
đỉnh s trùng với trọng tâm của tam giác đáy (Hỉnh PL 1 - 31)

Bài 32 : Vẽ các hình chiếu của mặt nón tròn xoay co' chiều cao là h và đáy là 
đường tròn bán kính r nằm trong mật phảng í? Cho biết vị trí chập- lên mặt phẳng 
hình chiếu bằng của tâm dường tròn đáy là o (Hình PL 1 - 32)/
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Hình PL 1 - 31 Hình PL 1 - 32

s}
<•

Bài 33 : Vẽ trong mặt phẳng (p đường thẳng cắt trục hình chiếu X dưới một góc 
30° (Hình PL 1-33).

Bài 34 : Qua điểm s vê một đường thẳng cắt đường thảng d và tạo một góc 30° 
với đường thẳng 1 (Hình PL 1 - 34).

Bài 35 : Dựng tam giác vuông ABC có đỉnh góc vuông c thụộc đường thảng p (M, 
N), (Hình PL 1 - 35).

Bài 36 : Qua đường thẳng d dựng một mặt phẳng nghiêng vớỉ mặt phẳng hỉnh 
chiếu bằng một góc G0° (Hình PL 1 - 36).
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Hình PL 1 - 36
Bài 37 : Vẽ các vết của mặt phầng Q> vuông gốc vớì mặt phầng íPvà tiếp xúc với 

mặt nón (Hình PL 1 — 37).
Bài 38 : Qua điểm s dựng mặt phảng Q> vuông góc vớỉ mặt phầng fp và nghiêng 

một góc 60° với mật phẳng hình chiếụ bàng (Hình PL 1 - 38).

Hình PL 1 - 37

Bài 39 : Qua điểm s đựng mặt phẳng íó song song với đường thẳng d và nghiêng 
một góc 45° với mặt phẩng hinh chiếu đứng (Hình PL 1 - 39).

Bài 40 : Qua điềm K dựng mặt phẳng Qi cách đường thẳng d một khoảng bằng r 
cho trước (Hình PL 1 - 40).
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I Hình PL 1- 39 Hình PL 1 - 40:

Bài 41
(Hình PL

ồ

Hìqh PL 1 - 42Hình PL 1-41

: Qua đửbng thẳng d dựng mặt phẳng Qí cách điểm K một khoảng bằng r
1 - 41).

Bài 42 :
PL 1 - 42).

Vẽ hình chiểu bằng của đỉnh góc vuông B của. tam giác vuông ABC (Hình

Vẽ ihình ohiếu. bằng của điểm A biết rằng khoảng cách từ A đến đườngBài 43 :
thẳng, d là lỉ (Hình; PL 1- 43). ,í , , ) 'í . 7

Bail 44 : Cho điểm s ỵà hình chiếu đựng của điểm A.’ Vẽ hình’ chiếu bằng củá A 
biết Tằng đường thẳng SÀ tạo vớí mặt phẳng hình chiếú bạng một gốc '60° (Hlnli PL
1 - 44). ' “ "■ ' ‘
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ĩ,

limb PL 1 - 43
/

•j
Ị ■ ■

VỌ

Hình PL I - 44

I

Hình PL 1 - 46
mãt nón tròn xoav tiến xúc với măt phẳng ỈR đỉnh

mull PL 1 - 45

Bài 45 : Vẽ các1 hình chiếu của
là điểih s thuộc (íp) và trục là đường thẳng chiếu bằng (Hình PL 1 45).

Bài 46 : Vẽ các Hình chiếu của mặt cầu bán kinh lá r, tâm nằm trên đường thẳng 
d và tiếp xúc: với mật cầu đã; cho (Hình PL 1 - 46).

Bài 47 : Dựng mặt -phảng .Q> song song với mặt phẳng (P (b A m) và tiếp xúc với 
mặt xuyến (Hình PL 1 -'47)., , ’ ’

Bài 48 : Dựng mặt phẳng song song với đường thằng d. và tiếp xúc với mật 
elipsôit tròn xoay. (Hình PL 1 - 48). ’ - . ;

Bài 49 : Võ giao tuyến cùa mặt trụ và mặt. parabôlôít hypecbỗlic nhận a và b 
là hai đường thẳng chuẩn và mặt. phảng hình chiếu bàng là mặt phẳng chuẩn (Hình 
PL 1 - 49). ?-
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Bài 50. Vẽ giao tuyến của mặt cầu và mặt parabôlôỉt hypecbôlic nhận a và b là 
hai đường thẳng chuẩn và mặt phẳng hình chiếu đứng là mặt phẳng chuẩn (Hình PL

Hình PL 1 - 49 Hình PL 1 - 50
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PHỤ LỤC 2

MỘT SỐ DẠNG GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT 
THƯÒNG GẶP TRONG Ki THUẬT

Trong kĩ thuật ta thường phải giải quyết vấn đề vẽ giao tuyến của hai mặt. Ví dụ 
khi biểu diễn một van nước, ta cần vẽ giao tuyến cũa mặt trụ với mặt cầu ở thân 
van và giao tuyến của mặt trụ với mặt xuyến ở tay vặn. Khi vẽ mặt bằng mái của 
ngôi nhà mái dốc gồm nhiều mái giao nhau và có các chi tiết như cửa mái, ống khói 
v.v.,., ta gặp vấn đề vẽ giao tuyến của hai đa diện...

Trên hình (PL 2-1, PL 2-2, PL 2-3) giới thiệu một số dạng giao tuyến của 
hai mặt thường gặp trong kĩ thuật. Các giao tuyến đó được trình bày dưới dạng miệng 
các lỗ rỗng tạo thành trên mặt xung quanh của các mặt vật thể bị đục rỗng. Các mặt 
vật thể tạo nên lỗ rỗng được vẽ bằng nét gạch hai chấm mảnh.

Hình PL 2 - 1 : Giao tuyến của hai đa diện (gồm 6 bài : 1 -ỉ- 6)
Hình PL 2 - 2 : Giao tuyến của đa diện và mặt cong (gồm 10 bài : 7 -ỉ- 16).
Hình PL 2 - 3 : Giao tuyến cỉia hai mặt cong (gồm 8 bài : 17 -ỉ- 24).

Trên hình vẽ có chỉ dẫn cách xác định một số điểm đặc biệt của giao tuyến.
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Hình PL 2 - 1 : Giao tuyến của hai đa diện (gổm 6 bài : 1 -ỉ- 6)
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5 10

Hình PL 2 - 2 í Giao tuyến của da diện và mặt cong (gôm 10 bài : 7 -ỉ- 16)
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Hình PL 2 - 2 : bài 13 -ỉ- 16
Hình PL 2 “ 3 : bài 17 và 18 (giao luyến của hai mặl cong)

Í40



Hi nil PL 2-3 : Giao Luyến cùa hai mặt cong, 
bài : 19 -ỉ- 24.
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PHỤ LỤC 3

CÁC BÀI TẬP LÓN

Bài tập lớn số 1 : BÀI TOẤN VỀ VỊ TRÍ

1. Nội dung : Xác định giao tuyến của hai đa giác phẳng và xét thấy, khuất trên 
hai hình chiếu.

2. Hình thức trĩnh bày : Bài tập được làm trên giấy vệ khổ 11 (A4).
3. Thời gian : Bài tập được làm sau khi; học xong bài "Các bài toán vể vị trí".
Đầu bài tập được cho trên hình PL 3-1.
Mỗi sinh viên làm một trong các bài đã cho.
Bài tập lớn số 2 : BÀI TOÁN VỀ LƯỢNG
.1. Nội dụng
+ Xác định khoảng cách từ điểm A tới mặt phẳng (BCD) hoặc tới đường thẳng CD.
+ Dựng mặt phẳng (P song song với mặt phẳng (BCD) hoặc mặt phẳng (ACD) và 

cách các mặt phẳng này một khoảng bằng ì cho trước.
Bài tập được giải bằng hai phương pháp : giải trực tiếp trên hình đã cho và giải 

bằng phương pháp biến đổi hình chiếm
2. Hình thức trình bùy : Bài tập được lầm trên giấy vẽ khổ 12 (A3) hoặc trên hai 

tờ giấy khổ 11 (A4)
3. Thời gian : Bài tập được làm sau khỉ học xong các bài "Các bài toán vổ lượng" 

và "Các phương pháp biến đổi hình chiếu".
Đầu bài tập được cho trên hình PL 3-2.
Mỗi sinh viên làm một trong các bài đã cho

Bài tập lón sô 3 CÁC BÀI TOÁN VÈ GIAO

1. Nội dung :
a) Vẽ giao tuyến của mặt phẳng với mặt.
b) Vẽ giao điểm của đường thẳng với mặt.
c) Vẽ giao tuyến của hai mặt. Vẽ hình khai triển của một trong hai mặt đã cho 

trên đó có cả hình khai triển của giao tuyến.
Xét thấy và khuất trên hai hlnh chiếu của ba bài toán trên.
2. Hình thức trình bày : Mỗi bài (a, b và c) được làm trên một tờ giấy vẽ khổ 11 (A4).
3. Thời gian : Bài tập được làm lần lượt sau khi học xong từng phẩn của "các bài 

toán vẽ giao đối với các mặt" (Mặt phẳng cắt của mặt. Đường thẳng cắt các mặt - Giao 
của hai mặt).

Đầu bài tập được cho trên hình PL 3-3.
Mỗi sinh viên làm một trong Các bài đã cho.
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Hình PL 3-1 : Các bài toán về vị trí (gồm 12 bài : 1 -ỉ- 12) 143



Hình PL 3-2 : Các bài [oán về lượng (gồm 12 bài : 1 -ỉ- 12)

144



Hình PL 3-3 : Các bài toán về giao (gổm 36 bài)



Hình PL 3-3 (tiếp theo)
146



Hình PL 3-3 (liếp lheo)
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