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Lêi nãi ®Çu 
NhËn d¹ng hÖ thèng lμ mét trong nh÷ng c«ng viÖc ®Çu tiªn ph¶i thùc hiÖn khi gi¶i 

quyÕt mét bμi to¸n §iÒu khiÓn Tù ®éng. Lý do ®¬n gi¶n chØ lμ v× kh«ng thÓ ph©n tÝch, 
tæng hîp hÖ thèng khi kh«ng cã m« h×nh to¸n häc m« t¶ hÖ thèng. Trong qu¸ tr×nh x©y 
dùng m« h×nh hÖ thèng trªn ph−¬ng diÖn lý thuyÕt ng−êi ta th−êng kh«ng thÓ kh¶o s¸t 
®−îc mäi ¶nh h−ëng cña m«i tr−êng ®Õn tÝnh ®éng häc cña hÖ thèng còng nh− nh÷ng t¸c 
®éng qua l¹i bªn trong hÖ thèng mét c¸ch chÝnh x¸c tuyÖt ®èi. RÊt nhiÒu yÕu tè ®· bÞ bá 
qua hoÆc chØ ®−îc xem xÐt ®Õn nh− mét t¸c ®éng ngÉu nhiªn. Bëi vËy, nÕu nãi mét c¸ch 
chÆt chÏ th× nh÷ng hiÓu biÕt lý thuyÕt ban ®Çu vÒ hÖ thèng míi chØ cã thÓ gióp ng−êi ta 
khoanh ®−îc vïng líp c¸c m« h×nh thÝch hîp. §Ó cã thÓ cã ®−îc mét m« h×nh cô thÓ cã 
chÊt l−îng phï hîp víi bμi to¸n ®iÒu khiÓn ®Æt ra trong líp c¸c m« h×nh thÝch hîp ®ã th× 
ph¶i sö dông ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng. 

Thêi ®iÓm ra ®êi cña chuyªn ngμnh NhËn d¹ng cã thÓ ®−îc xem lμ vμo kho¶ng cuèi 
thËp niªn 50. Tuy ra ®êi muén nh−ng NhËn d¹ng ®· ph¸t triÓn rÊt nhanh vμ ®· cã 
nh÷ng thμnh tùu v−ît bËc. Nguyªn nh©n cña sù ph¸t triÓn vuît bËc ®ã mét phÇn tõ yªu 
cÇu thùc tÕ, song cã lÏ phÇn chÝnh lμ nhê cã nh÷ng hç trî tÝch cùc cña c¸c ngμnh khoa 
häc liªn quan, ®Æc biÖt lμ Xö lý tÝn hiÖu vμ Tin häc. 

Sù ph¸t triÓn cña NhËn d¹ng trong lÜnh vùc §iÒu khiÓn tù ®éng tõ n¨m 1960 ®Õn nay 
cã thÓ chia ra lμm ba giai ®o¹n ph¸t triÓn nh− sau: 

− Giai ®o¹n mét kho¶ng tõ n¨m 1960 ®Õn 1975 ®−îc ®¸nh dÊu b»ng nhËn d¹ng c¸c 
m« h×nh kh«ng tham sè cho ®èi t−îng ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh mμ träng t©m chñ yÕu lμ 
thiÕt lËp hμm träng l−îng hay hμm ®Æc tÝnh tÇn biªn−pha d−íi d¹ng mét d·y gi¸ trÞ 
(phøc). KiÕn thøc lý thuyÕt cÇn thiÕt cho giai ®o¹n nμy phÇn lín ®−îc x©y dùng trªn 
c¬ së lý thuyÕt hμm phøc vμ ph©n tÝch phæ tÝn hiÖu. 

− Giai ®o¹n hai ®−îc ®Æc tr−ng bëi sù ra ®êi cña líp m« h×nh ®éng liªn tôc hoÆc rêi 
r¹c cã tham sè vμ ®−îc gäi lμ giai ®o¹n cña nhËn d¹ng tham sè m« h×nh. Th«ng tin 
lý thuyÕt ban ®Çu vÒ hÖ thèng ë ®©y chØ võa ®ñ ®Ó ng−êi ta cã thÓ lùa chän ®−îc bËc 
(hay cÊu tróc) cho m« h×nh liªn tôc hoÆc rêi r¹c. NhiÖm vô cña nhËn d¹ng trong giai 
®o¹n nμy lμ x¸c ®Þnh gi¸ trÞ c¸c tham sè cña m« h×nh ®ã víi h−íng nghiªn cøu tËp 
trung lμ xÐt tÝnh héi tô cña c¸c ph−¬ng ph¸p vμ ¶nh h−ëng cña nhiÔu vμo kÕt qu¶. 

− Giai ®o¹n ba kho¶ng tõ n¨m 1990 trë l¹i ®©y ®−îc ®¸nh dÊu b»ng nhËn d¹ng m« 
h×nh ®éng häc liªn tôc phi tuyÕn vμ nhËn d¹ng m« h×nh tham sè cho hÖ nhiÒu chiÒu, 
trong ®ã h−íng nghiªn cøu chÝnh lμ xÐt tÝnh nhËn d¹ng ®−îc cña hÖ nhiÒu chiÒu. 
DÇn dÇn, còng trong giai ®o¹n nμy ng−êi ta chuyÓn h−íng ®i vμo nhËn d¹ng c¸c hÖ 
thèng suy biÕn (singular systems). 
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Trong v« vμn c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng hÖ thèng hiÖn ®−îc dïng réng r·i, chóng 
t«i chØ cã thÓ chän läc ra vμ giíi thiÖu mét vμi ph−¬ng ph¸p ®Æc tr−ng lμm ®¹i diÖn. 
Ph−¬ng h−íng chän lùa lμ ®i tõ m« h×nh kh«ng tham sè víi c«ng cô ph©n tÝch phæ tÝn 
hiÖu (ch−¬ng 2) ®Ó lμm nÒn cho c«ng viÖc nhËn d¹ng tham sè m« h×nh liªn tôc tuyÕn tÝnh 
vμ m« h×nh rêi r¹c tuyÕn tÝnh sau nμy (ch−¬ng 3 vμ ch−¬ng 4). Nh− vËy cuèn s¸ch cã néi 
dung chñ yÕu lμ giíi thiÖu c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng ®−îc h×nh thμnh trong giai ®o¹n 
1 vμ 2. Mét phÇn lý do lμ nh÷ng ph−¬ng ph¸p nμy ®· trë thμnh chuÈn mùc vμ ®· ®−îc 
cμi ®Æt trong nh÷ng ch−¬ng tr×nh tiÖn dông cña MATLAB gióp b¹n ®äc cã thÓ sö dông 
chóng ®Ó kiÓm nghiÖm l¹i nh÷ng ®iÒu ®· ®äc ®−îc. PhÇn n÷a lμ nh÷ng ph−¬ng ph¸p cña 
giai ®o¹n 3 cho ®Õn nay vÉn ch−a cã ®−îc nhiÒu søc thuyÕt phôc trong øng dông nh− 
mong muèn. 

Cuèn s¸ch ®−îc viÕt víi môc ®Ých cung cÊp thªm mét tμi liÖu hç trî viÖc tù häc cho 
sinh viªn ngμnh §iÒu khiÓn Tù ®éng ®ang häc m«n Lý thuyÕt §iÒu khiÓn n©ng cao, sinh 
viªn ngμnh §iÖn, còng nh− c¸c ngμnh kh¸c cã liªn quan tíi viÖc x©y dùng m« h×nh hÖ 
thèng. Ngoμi ra, cuèn s¸ch cßn cã môc ®Ých xa h¬n lμ giíi thiÖu ®−îc víi nh÷ng ng−êi 
®ang c«ng t¸c trong lÜnh vùc ph©n tÝch vμ tæng hîp hÖ thèng kü thuËt mét tμi liÖu tra 
cøu, tham kh¶o trong c«ng viÖc x©y dùng m« h×nh hÖ thèng. 

MÆc dï, kÓ tõ lÇn xuÊt b¶n ®Çu tiªn vμo n¨m 2001, cho tíi nay quyÓn s¸ch NhËn 
d¹ng hÖ thèng ®iÒu khiÓn nμy ®· ®−îc t¸i b¶n nhiÒu lÇn, song ch¾c kh«ng thÓ tr¸nh khái 
cßn thiÕu sãt. §Ó cã thÓ ®¹t ®−îc chÊt l−îng hoμn thiÖn h¬n, c¸c t¸c gi¶ rÊt mong nhËn 
®−îc nh÷ng gãp ý söa ®æi hay bæ sung thªm tõ phÝa b¹n ®äc. Th− gãp ý xin göi vÒ: 

 

Tr−êng §¹i häc B¸ch khoa Hµ Néi 

Khoa §iÖn, Bé m«n §iÒu khiÓn Tù ®éng. 

Sè 1 §¹i Cå ViÖt. C9 /305− 306  

 

Hµ Néi, ngµy 28.5.2005 

 

 C¸c t¸c gi¶         
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1 NhËp m«n 

1.1  T¹i sao ph¶i nhËn d¹ng 

XÐt mét bμi to¸n ®iÒu khiÓn theo nguyªn t¾c ph¶n håi ®Çu ra nh− ë h×nh 1.1. Muèn 
tæng hîp ®−îc bé ®iÒu khiÓn cho ®èi t−îng ®Ó hÖ kÝn cã ®−îc chÊt l−îng nh− mong muèn 
th× tr−íc tiªn cÇn ph¶i hiÓu biÕt vÒ ®èi t−îng, tøc lμ cÇn ph¶i cã mét m« h×nh to¸n häc 
m« t¶ ®èi t−îng. Kh«ng thÓ ®iÒu khiÓn ®èi t−îng khi kh«ng hiÓu biÕt hoÆc hiÓu sai lÖch 
vÒ nã. KÕt qu¶ tæng hîp bé ®iÒu khiÓn phô thuéc rÊt nhiÒu vμo m« h×nh m« t¶ ®èi t−îng. 
M« h×nh cμng chÝnh x¸c, hiÖu suÊt c«ng viÖc cμng cao. 

 

 

 

 

 

ViÖc x©y dùng m« h×nh cho ®èi t−îng ®−îc gäi lμ m« h×nh hãa. Ng−êi ta th−êng ph©n 
chia c¸c ph−¬ng ph¸p m« h×nh hãa ra lμm hai lo¹i: 

− ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt vμ 

− ph−¬ng ph¸p thùc nghiÖm. 

Ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt lμ ph−¬ng ph¸p thiÕt lËp m« h×nh dùa trªn c¸c ®Þnh luËt cã 
s½n vÒ quan hÖ vËt lý bªn trong vμ quan hÖ giao tiÕp víi m«i tr−êng bªn ngoμi cña ®èi 

t−îng. C¸c quan hÖ nμy ®−îc m« t¶ theo quy luËt lý−hãa, quy luËt c©n b»ng, … d−íi 

d¹ng nh÷ng ph−¬ng tr×nh to¸n häc. 

Trong c¸c tr−êng hîp mμ ë ®ã sù hiÓu biÕt vÒ nh÷ng quy luËt giao tiÕp bªn trong ®èi 
t−îng còng vÒ mèi quan hÖ gi÷a ®èi t−îng víi m«i tr−êng bªn ngoμi kh«ng ®−îc ®Çy ®ñ 
®Ó cã thÓ x©y dùng ®−îc mét m« h×nh hoμn chØnh, nh−ng Ýt nhÊt tõ ®ã cã thÓ cho biÕt c¸c 
th«ng tin ban ®Çu vÒ d¹ng m« h×nh th× tiÕp theo ng−êi ta ph¶i ¸p dông ph−¬ng ph¸p 
thùc nghiÖm ®Ó hoμn thiÖn nèt viÖc x©y dùng m« h×nh ®èi t−îng trªn c¬ së quan s¸t tÝn 
hiÖu vμo u(t) vμ ra y(t) cña ®èi t−îng sao cho m« h×nh thu ®−îc b»ng ph−¬ng ph¸p thùc 
nghiÖm tháa m·n c¸c yªu cÇu cña ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt ®Ò ra. Ph−¬ng ph¸p thùc 
nghiÖm ®ã ®−îc gäi lμ nhËn d¹ng hÖ thèng ®iÒu khiÓn. 

w e u y 

H×nh 1.1: §iÒu khiÓn theo nguyªn t¾c 
ph¶n håi ®Çu ra. 

§èi t−îng 
®iÒu khiÓn 

Bé ®iÒu 
khiÓn 
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Nh− vËy, kh¸i niÖm nhËn d¹ng hÖ thèng ®iÒu khiÓn ®−îc hiÓu lμ sù bæ sung cho viÖc 
m« h×nh hãa ®èi t−îng mμ ë ®ã l−îng th«ng tin ban ®Çu vÒ ®èi t−îng ®iÒu khiÓn kh«ng 
®Çy ®ñ. C¸c th«ng tin ban ®Çu nμy cã tªn gäi chung lμ th«ng tin A−priori. 

VÝ dô 1: Ch¼ng h¹n ta ph¶i x©y dùng m« h×nh cho ®èi t−îng lμ mét chiÕc xe chuyÓn hμng. 
TÝn hiÖu ®Çu vμo t¸c ®éng ®Ó ®Èy xe lμ lùc u(t). D−íi t¸c ®éng cña lùc u(t) xe sÏ ®i ®−îc 
qu·ng ®−êng ký hiÖu bëi y(t). 

 

 

 

 

 

 

Khi chuyÓn ®éng sÏ cã hai lùc c¶n trë sù chuyÓn ®éng cña xe (bá qua ma s¸t tÜnh). 
Thø nhÊt lμ lùc ma s¸t ®éng x¸c ®Þnh bëi: 

 Fs = d
dt
dy

, d lμ hÖ sè ma s¸t ®éng 

vμ thø hai lμ lùc c¶n trë sù thay ®æi tèc ®é 

 Fgt = m
2

2

dt

yd
, m lμ khèi l−îng cña xe. 

Theo nguyªn lý c©n b»ng lùc ta cã ®−îc m« h×nh m« t¶ ®èi t−îng, tøc lμ m« t¶ quan 
hÖ gi÷a tÝn hiÖu vμo u(t) vμ tÝn hiÖu ra y(t) nh− sau: 

 u
dt
dy

d
dt

yd
m =+

2

2
 ⇒ G(s) =

)1( Tss
k
+

  (1.1a) 

trong ®ã k =
d
1

 vμ T=
d
m

.  

M« h×nh (1.1a) ®−îc x©y dùng tõ c¸c hiÓu biÕt ban ®Çu vÒ ®èi t−îng, nh−ng ch−a ph¶i 
lμ m« m×nh cô thÓ cho chiÕc xe chë hμng mμ ta ®ang xÐt v× c¸c tham sè vÒ hÖ sè ma s¸t d 
còng nh− khèi l−îng xe m lμ ch−a cã. Nãi c¸ch kh¸c m« h×nh mμ ta cÇn chØ lμ mét trong 
c¸c m« h×nh cã d¹ng (1.1a). §Ó cã ®−îc mét m« h×nh hoμn chØnh th× ta cÇn ph¶i x¸c ®Þnh 
nèt nh÷ng tham sè k vμ T cßn l¹i. 

§Ó lμm ®−îc ®iÒu nμy, ng−êi ta ¸p dông ph−¬ng ph¸p thùc nghiÖm b»ng c¸ch t¸c 
®éng t¹m thêi vμo xe t¹i thêi ®iÓm t=0 mét lùc cè ®Þnh, vÝ dô nh− u(t)=1 råi ®o tÝn hiÖu 
ra lμ qu·ng ®−êng ®i ®−îc y(t). BiÓu diÔn qu·ng ®−êng ®i ®−îc y(t) phô thuéc theo t d−íi 
d¹ng ®å thÞ ta cã h×nh 1.3. Tõ ®å thÞ ®ã ta tÝnh ®−îc T lμ giao ®iÓm cña ®−êng tiÖm cËn 

y(t)

u(t)
m

my
dy

H×nh 1.2: X©y dùng m« h×nh cho ®èi t−îng lµ 
mét chiÕc xe chuyÓn hµng. 
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cña y(t) víi trôc hoμnh vμ k ≈
t
y

Δ
Δ

. C©u hái t¹i sao ta l¹i tÝnh ®−îc c¸c tham sè nh− vËy sÏ 

®−îc tr¶ lêi sau trong ch−¬ng 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VÝ dô 2: Ta xÐt thªm vÝ dô víi ®èi t−îng lμ ®éng c¬ mét chiÒu. Tõ nh÷ng kiÕn thøc lý 
thuyÕt chung vÒ ®éng c¬ mét chiÒu (th«ng tin A−priori) ng−êi ta míi chØ cã thÓ x¸c ®Þnh 
®−îc r»ng m« h×nh xÊp xØ tuyÕn tÝnh cña nã cã d¹ng kh©u qu¸n tÝnh bËc hai nh− sau: 

 G(s) = 
)1)(1( 21 sTsT

k
++

,     (1.1b) 

cßn l¹i chi tiÕt h¬n th× ba tham sè k, T1 vμ T2 ch−a thÓ x¸c ®Þnh ®−îc do cßn phô thuéc 

vμo ®Æc tÝnh riªng cña kÕt cÊu tõng ®éng c¬. Nãi c¸ch kh¸c, tõ th«ng tin A−priori ng−êi 
ta míi chØ biÕt ®−îc r»ng ®éng c¬ mét chiÒu thuéc líp m« h×nh qu¸n tÝnh bËc hai (1.1b), 

trong ®ã k, T1 , T2 lμ nh÷ng phÇn tö bÊt kú cña R. 

§Ó cã thÓ t×m ®−îc mét m« h×nh cô thÓ cho ®èi t−îng tõ líp c¸c m« h×nh d¹ng (1.1b) 
ng−êi ta ph¶i ¸p dông ph−¬ng ph¸p thùc nghiÖm (nhËn d¹ng). NÕu nh− sù t¸c ®éng cña 
nhiÔu lμ bá qua ®−îc, c¸c phÐp ®o lμ chÝnh x¸c vμ c«ng viÖc nhËn d¹ng cã thÓ ®−îc thùc 
hiÖn b»ng c¸ch chñ ®éng kÝch thÝch ®èi t−îng víi mét tÝn hiÖu ®Çu vμo thÝch hîp chän 
tr−íc th× ph−¬ng ph¸p th−êng dïng lμ x¸c ®Þnh hμm qu¸ ®é th«ng qua ®o tÝn hiÖu ra khi 
tÝn hiÖu vμo lμ hμm 1(t). 

TiÕp theo ng−êi ta biÓu diÔn h(t) d−íi d¹ng ®å thÞ råi kÎ ®−êng tiÕp tuyÕn víi h(t) t¹i 

®iÓm uèn ®Ó cã a, b vμ ®−êng tiÖm cËn t¹i t=∞ ®Ó cã k (h×nh 1.4). Hai tham sè T1 vμ T2 

cßn l¹i sÏ ®−îc x¸c ®Þnh tõ a vμ b. Chi tiÕt thªm vÒ c¸ch x¸c ®Þnh T1 , T2 tõ a, b sÏ ®−îc 

tr×nh bμy sau trong ch−¬ng 3. ë ®©y chóng t«i chØ ®Ò cËp s¬ l−îc ®Ó minh häa cho sù 
kh¸c biÖt gi÷a ph−¬ng ph¸p x©y dùng m« h×nh theo kiÓu lý thuyÕt vμ thùc nghiÖm (nhËn 
d¹ng). 

H×nh 1.4: X¸c ®Þnh tham sè cho m« h×nh ®èi 
t−îng ®éng c¬ mét chiÒu. 

h(t)

t

a b 

kΔy

Δt 

y(t) 

t

T

H×nh 1.3: NhËn d¹ng tham sè cho m« h×nh 
xe chë hµng. 

1

1,5

2

0,5

0,5 1 2,5
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1.1.1 §Þnh nghÜa 

Kh¸i niÖm vÒ bμi to¸n nhËn d¹ng võa nªu trªn ®· ®−îc Zadeh thu gän vμo ®Þnh 
nghÜa ph¸t biÓu n¨m 1962 víi hai nÐt c¬ b¶n nh− sau: 

1) NhËn d¹ng lμ ph−¬ng ph¸p thùc nghiÖm nh»m x¸c ®Þnh mét m« h×nh cô thÓ trong 
líp c¸c m« h×nh thÝch hîp ®· cho trªn c¬ së quan s¸t c¸c tÝn hiÖu vμo ra. 

2) M« h×nh t×m ®−îc ph¶i cã sai sè víi ®èi t−îng lμ nhá nhÊt. 

Theo ®Þnh nghÜa nμy th× nh÷ng bμi to¸n nhËn d¹ng sÏ ®−îc ph©n biÖt víi nhau ë ba 
®iÓm chÝnh. §ã lμ: 

− Líp m« h×nh thÝch hîp. Ch¼ng h¹n líp c¸c m« h×nh tuyÕn tÝnh kh«ng cã cÊu tróc 
(kh«ng biÕt bËc cña m« h×nh) hoÆc cã cÊu tróc (vÝ dô nh− líp m« h×nh (1.1)), líp c¸c 
m« h×nh l−ìng tuyÕn tÝnh (bilinear), … 

− Lo¹i tÝn hiÖu quan s¸t ®−îc (tiÒn ®Þnh/ngÉu nhiªn). 

− Ph−¬ng thøc m« t¶ sai lÖch gi÷a m« h×nh vμ ®èi t−îng thùc. 

1.1.2 Líp m« h×nh thÝch hîp 

TËp hîp tÊt c¶ c¸c m« h×nh cã cïng cÊu tróc tháa m·n c¸c yªu cÇu vÒ th«ng tin 
A−priori mμ ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt ®· ®Æt ra ®−îc gäi lμ líp c¸c m« h×nh thÝch hîp. VÝ 

dô nh− tÊt c¶ c¸c m« h×nh d¹ng (1.1b) víi k, T1 vμ T2 lμ ba phÇn tö bÊt kú cña R ®Òu cã 

thÓ lμ m« h×nh cña ®éng c¬ mét chiÒu. 

Trong tμi liÖu nμy chóng ta sÏ chØ quan t©m tíi c¸c bμi to¸n nhËn d¹ng víi líp nh÷ng 
m« h×nh tuyÕn tÝnh gÇn ®óng cña ®èi t−îng. Mét m« h×nh ®−îc gäi lμ tuyÕn tÝnh nÕu ¸nh 

x¹ TM m« t¶ quan hÖ gi÷a r tÝn hiÖu vμo u(t)=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

)(

)(1

tu

tu

r

#  vμ s tÝn hiÖu ra )(ty =
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

)(

)(1

ty

ty

s

#  cña 

m« h×nh tháa m·n 

 TM(a1u1(t)+ a2 u2(t)) = a1TM(u1(t))+a2TM(u2(t)), (1.2) 

trong ®ã a1 ,  a2 ∈R . TÝnh chÊt trªn cña m« h×nh tuyÕn tÝnh, trong ®iÒu khiÓn, cßn ®−îc 

gäi lμ nguyªn lý xÕp chång. 

VÝ dô: M« h×nh tr¹ng th¸i cho ®èi t−îng kh«ng dõng d¹ng 

TM: 
dt

xd
= A ( t )x  +  B ( t )u  

 y = C ( t )x  +  D ( t )u  
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víi n biÕn tr¹ng th¸i x(t) =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

)(

)(1

tx

tx

n

# vμ A(t), B(t), C(t), D(t) lμ nh÷ng ma trËn phô thuéc 

thêi gian t (phÇn tö cña chóng lμ c¸c hμm theo t), lμ mét m« h×nh tuyÕn tÝnh. ThËt vËy, 

nÕu víi kÝch thÝch (®Çu vμo) u1( t )  hÖ cã ®¸p øng (®Çu ra) )(
1

ty  vμ víi kÝch thÝch u2( t )  

cã ®¸p øng )(
2

ty , tøc lμ 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

111

11
1

)()(

)()(

utDxtCy

utBxtA
dt

xd

,     (1.3a) 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

222

22
2

)()(

)()(

utDxtCy

utBxtA
dt

xd

     (1.3b) 

th× víi tÝn hiÖu ®Çu vμo 

 u ( t)=a1u1 ( t)+a2u2 ( t) ,  a1 ,a2 ∈R  

®Çu ra sÏ lμ 

 )(ty =a1 )(
1

ty +a2 )(
2

ty ,  

v× tõ (1.3) cã 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

2222
2

2

21111
1

1

)()(

)()(

utDaxtAa
dt

xd
a

autBaxtAa
dt

xd
a

 

⇒ 
��� 
��� 	�

dt
xd

dt

xd
a

dt

xd
a 2

2
1

1 + = [ ]�� 
�� 	�
x

xaxatA 2211)( + + [ ]�� 
�� 	�
u

uauatB 2211)( +  

⇒ y = utBxtC )()( + = [ ] [ ]22112211 )()( uauatBxaxatC +⋅++⋅  

  = [ ] [ ]��� 
��� 	���� 
��� 	�
2

222

1

111 )()()()(

yy

utBxtCautBxtCa +++ .   

Còng cÇn ph¶i nhÊn m¹nh r»ng ba lý do chÝnh cho viÖc m« h×nh tuyÕn tÝnh th−êng 
®−îc sö dông lμ: 

1) M« h×nh cμng ®¬n gi¶n, cμng tèn Ýt chi phÝ. C¸c tham sè m« h×nh tuyÕn tÝnh dÔ dμng 
x¸c ®Þnh ®−îc nhê nhËn d¹ng mμ kh«ng cÇn ph¶i ®i tõ nh÷ng ph−¬ng tr×nh hãa lý 
phøc t¹p m« t¶ ®èi t−îng. 
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2) TËp c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng tuyÕn tÝnh rÊt phong phó vμ kh«ng ph¶i tèn nhiÒu 
thêi gian ®Ó thùc hiÖn. 

3) CÊu tróc ®¬n gi¶n cña m« h×nh cho phÐp dÔ dμng theo dâi ®−îc kÕt qu¶ ®iÒu khiÓn 
®èi t−îng vμ chØnh ®Þnh l¹i m« h×nh cho phï hîp. TÝnh chÊt nμy ®Æc biÖt rÊt cÇn 
thiÕt ®Ó thùc hiÖn c¸c bμi to¸n ®iÒu khiÓn thÝch nghi. 

Sau ®©y lμ c¸c lo¹i m« h×nh tuyÕn tÝnh ®−îc sö dông nhiÒu nhÊt khi nhËn d¹ng ®èi 
t−îng SISO kh«ng cã nhiÔu t¸c ®éng (®èi t−îng chØ cã mét tÝn hiÖu vμo u(t) vμ mét tÝn 
hiÖu ra y(t)−single input, single output): 

I.1. D·y gi¸ trÞ {gk }  cña hμm träng l−îng 

g(t) víi gk=g (kTa) ,  hoÆc {hk }  cña hμm 

qu¸ ®é h(t) víi hk=h (kTa) , trong ®ã Ta lμ 

chu kú trÝch mÉu tÝn hiÖu. NhËn d¹ng cã 
nhiÖm vô th«ng qua viÖc quan s¸t (hoÆc 
®o) c¸c tÝn hiÖu vμo ra ®Ó x¸c ®Þnh ®−îc 

{gk }  hoÆc {hk } . Do ®Æc thï nh− vËy, 

d¹ng bμi to¸n nhËn d¹ng nμy ®−îc xÕp 
vμo líp bμi to¸n nhËn d¹ng m« h×nh kh«ng tham sè (nonparametric 
identification). 

I.2. Hμm truyÒn ®¹t G(s), ®−îc hiÓu lμ tû sè gi÷a ¶nh Laplace cña ®¸p øng víi ¶nh 
Laplace cña kÝch thÝch vμ nã chÝnh lμ ¶nh Laplace cña hμm träng l−îng g(t): 

 G(s) =
)(
)(

sU
sY

= 1

1

1   

1   
b

a
a

nb
ns

n
n

b s b s
K

a s a s
e τ− + + +

+ + +

"

"
,  (1.4) 

trong ®ã nb≤  na  (nb ,  na  gäi lμ bËc m« h×nh) lμ ®iÒu kiÖn ®Ó ®èi t−îng cã kh¶ 

n¨ng tån t¹i (theo nghÜa causal) vμ cã thÓ ®· biÕt tr−íc, τ lμ ký hiÖu chØ thêi gian 
trÔ cña ®èi t−îng. NhiÖm vô cña nhËn d¹ng lμ th«ng qua viÖc quan s¸t nh÷ng tÝn 

hiÖu vμo ra (hoÆc qua viÖc ®o d·y gi¸ trÞ {uk} ,{yk} ) ®Ó x¸c ®Þnh c¸c tham sè τ ,  

K ,  b1 ,  b1 2 ,  …  ,
bnb , a1 ,  a2 ,  …  ,

ana còng nh− bËc nb ,  na  (nÕu nb ,  na  ch−a 

cho tr−íc) cña m« h×nh. C¸c d¹ng bμi to¸n nμy cã tªn gäi nhËn d¹ng m« h×nh cã 
tham sè (parametric identification). 

I.3. Hμm truyÒn ®¹t G(z), ®−îc hiÓu lμ tû sè gi÷a ¶nh z cña d·y gi¸ trÞ ®¸p øng {yk } ,  

yk=y (kTa) ,  víi ¶nh z cña d·y gi¸ trÞ kÝch thÝch {uk} ,  uk=u (kTa) ,   

 G(z) =
)(
)(

zU
zY

=
1

1
1

1

1   

1   

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z
z

−−
−

−−

+ + +

+ + +

"

"
,  (1.5) 

§èi t−îng 
g(t), G(s), G(z)

δ(t)
1(t)
u(t)

{uk}

g(t) 
h(t) 
y(t) 

{yk} 

H×nh 1.5: M« h×nh ®èi t−îng SISO kh«ng 
cã nhiÔu t¸c ®éng. 
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trong ®ã z= asTe vμ  Ta  lμ chu kú trÝch 

mÉu tÝn hiÖu. Khi l=0, m« h×nh (1.5) 
trªn ®−îc gäi lμ m« h×nh ARMA. NhËn 
d¹ng cã nhiÖm vô th«ng qua viÖc quan 
s¸t nh÷ng tÝn hiÖu vμo ra ®Ó x¸c ®Þnh 
tham sè cña m« h×nh. Bëi vËy bμi to¸n 
nμy còng thuéc líp bμi to¸n nhËn 
d¹ng m« h×nh cã tham sè. 

Tr−êng hîp ®èi t−îng nhËn d¹ng bÞ t¸c 
®éng bëi nhiÔu th× th«ng th−êng cã hai biÖn 
ph¸p ®Ó gi¶i quyÕt: 

1) Lo¹i bá ¶nh h−ëng nhiÔu n(t) th«ng qua cùc tiÓu hãa phiÕm hμm ®¸nh gi¸ sai lÖch 
gi÷a m« h×nh vμ ®èi t−îng. 

2) M« h×nh hãa tÝn hiÖu nhiÔu. MÆc dï nhiÔu n(t) lμ tÝn hiÖu kh«ng x¸c ®Þnh ®−îc mét 
c¸ch tæng qu¸t, song phÇn lín c¸c nhiÔu tån t¹i trong tù nhiªn l¹i thuéc líp hμm cã 

¶nh z m« t¶ ®−îc d−íi d¹ng: 

 N(z) = H(z)W(z), 

trong ®ã W(z) lμ ¶nh z  cña tÝn hiÖu ån tr¾ng (white noise) vμ H(z) lμ m« h×nh cña 

nhiÔu. 

KÕt hîp víi (1.5) cho c¸c tr−êng hîp H(z) kh¸c nhau ta cã: 

II.1. M« h×nh ARX: 

 G(z) =
1

1
1

1

1   

1   

( )

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z

A z

z
−−

−
−−

+ + +

+ + +

"

"
������	�����


,  H(z) =
)(

1
zA

. (1.6) 

II.2. M« h×nh ARMAX: 

 G(z) =
1

1
1

1

1   

1   

( )

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z

A z

z
−−

−
−−

+ + +

+ + +

"

"
������	�����


,  H(z) =
)(
)(

zA
zC

. (1.7) 

trong ®ã 

 C(z) = c
c

n
n zczc −− +++   1 1

1 "  

II.3. M« h×nh Box−Jenkin: 

 G(z) =
1

1
1

1

1   

1   

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z
z

−−
−

−−

+ + +

+ + +

"

"
,  H(z) =

)(
)(

zF
zC

. (1.8) 

§èi t−îng 
g(t), G(s), G(z) 

δ(t)
1(t)
u(t)

{uk}

g(t) 
h(t) 
y(t) 

{yk} 

H×nh 1.6: M« h×nh ®èi t−îng SISO cã nhiÔu 
t¸c ®éng. 

n(t)
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trong ®ã 

 C(z) = c
c

n
n zczc −− +++   1 1

1 "    vμ  F(z) = f
f

n
n zfzf

−− +++   1 1
1 "  

1.1.3  M« t¶ sai lÖch gi÷a m« h×nh vµ ®èi t−îng thùc 

Trong mét bμi to¸n nhËn d¹ng, sai lÖch gi÷a ®èi t−îng thùc T vμ m« h×nh TM th−êng 

®−îc biÓu diÔn qua: 

1) Sai lÖch ®Çu ra. §©y lμ c¸ch biÓu diÔn dÔ 
chÊp nhËn nhÊt, trùc quan, song bÞ h¹n 
chÕ do tÝnh phøc t¹p cña m« h×nh sai 
lÖch vμ sù phi tuyÕn gi÷a c¸c tham sè 
cÇn nhËn d¹ng víi ®¹i l−îng sai lÖch e(t). 
M« h×nh sai lÖch ®Çu ra th−êng ®−îc sö 
dông cho c¸c bμi to¸n nhËn d¹ng cã m« 
h×nh tÜnh, bμi to¸n x¸c ®Þnh ®iÓm lÊy 
mÉu cña chuçi Voltera hay bμi to¸n quan 

s¸t ®iÓm tr¹ng th¸i, …. 

Bμi to¸n nhËn d¹ng b©y giê ®−îc ph¸t biÓu cô thÓ h¬n lμ th«ng qua viÖc quan s¸t 

c¸c tÝn hiÖu vμo ra, h·y x¸c ®Þnh m« h×nh TM sao cho: 

a) B×nh ph−¬ng n¨ng l−îng cña sai lÖch nhá nhÊt: 

 Q = [ ]∫
∞

∞−
− dttyty M

2)()( → min!,    (1.9a) 

b)  Gi¸ trÞ trung b×nh cña b×nh ph−¬ng n¨ng l−îng sai lÖch nhá nhÊt: 

 Q = [ ]∫
−∞→

−
T

TT
dttyty

T M
2)()(

2
1

lim → min!,   (1.9b) 

NÕu viÖc quan s¸t tÝn hiÖu ®−îc thùc hiÖn b»ng c¸ch ®o rêi r¹c d·y gi¸ trÞ c¸c tÝn 
hiÖu vμo/ra th× hai c«ng thøc trªn ®−îc c¶i biªn mét c¸ch phï hîp thμnh 

a)  Q = [ ]∑
∞

−∞=
−

k
aa kTykTy M

2)()( → min!,   (1.9c) 

b)  Q = [ ]∑
−=∞→

−
+

N

Nk
aa

N
kTykTy

N M
2)()(

12
1

lim → min!, (1.9d) 

trong ®ã Ta lμ chu kú trÝch mÉu tÝn hiÖu. 

2) Sai lÖch tæng qu¸t e(t). §©y lμ lo¹i sai lÖch rÊt ®−îc −a dïng trong c¸c bμi to¸n nhËn 
d¹ng tham sè víi m« h×nh tuyÕn tÝnh ®éng v× lo¹i sai lÖch nμy biÓu diÔn ®−îc quan 

hÖ tuyÕn tÝnh gi÷a c¸c tham sè cÇn x¸c ®Þnh víi nh÷ng gi¸ trÞ ®o ®−îc  {yk } ,  {uk }  

e(t) 

yM(t)

y(t)u(t)

n(t)

TM 
M« h×nh 

T
§èi t−îng 

H×nh 1.7: Sai lÖch ®Çu ra. 
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nh− h×nh 1.8 m« t¶, trong ®ã A(s ), B(s ) lμ hai ®a 
thøc cña m« h×nh tham sè kiÓu (1.4) 

 G (s )  =
),(
),(

asA
bsB

=
a

a

b
n

n

bn
n

sasaa

sbsbb

+++

+++

  

  

10

10

"

"
,  

víi  a=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ana

a

#
0

,  b=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

bnb

b

#
0

.  Sai lÖch e(t) khi ®ã sÏ 

®−îc biÓu diÔn th«ng qua ¶nh Laplace cña nã lμ 
E(s ) thμnh 

 E (s )  =  U (s )B (s ,b )  −  Y (s )A (s ,a ) .  

Trong nhiÒu tμi liÖu, sai lÖch e(t) cßn ®−îc gäi lμ sai lÖch dù b¸o tuyÕn tÝnh. 

Bμi to¸n ®Æt ra lμ qua viÖc quan s¸t c¸c tÝn hiÖu vμo ra, x¸c ®Þnh nh÷ng vector 
tham sè a, b sao cho 

a) B×nh ph−¬ng n¨ng l−îng cña sai lÖch lμ nhá nhÊt: 

 Q = ∫
∞

∞−
dtte 2)( → min!,     (1.10a) 

vμ nÕu ¸p dông c«ng thøc Paserval 

 ∫
∞

∞−
dtte 2)(  = ∫

∞

∞−
ωω

π
djE 2)(

2
1

 

th× (1.9a) cßn ®−îc tÝnh trùc tiÕp trong miÒn phøc b»ng 

 Q = ∫
∞

∞−
ωω

π
djE 2)(

2
1 → min!.    (1.10b) 

trong ®ã E(jω) lμ ¶nh Fourier cña e(t). 

b) Gi¸ trÞ trung b×nh cña b×nh ph−¬ng n¨ng l−îng sai lÖch lμ nhá nhÊt: 

 Q = ∫
−∞→

T

TT
dtte

T
2)(

2
1

lim = ∫
−∞→

T

TT
dtjE

T
2)(

 4
1

lim ω
π

→ min!, (1.10c) 

Còng t−¬ng tù nh− ë tr−êng hîp 1), khi viÖc quan s¸t tÝn hiÖu ®−îc thùc hiÖn 
b»ng c¸ch ®o rêi r¹c d·y gi¸ trÞ c¸c tÝn hiÖu vμo/ra th× nh÷ng c«ng thøc trªn sÏ ®−îc 
söa ®æi thμnh 

a) Q = [ ]∑
∞

−∞=k
akTe 2)( → min!,     (1.10d) 

b)  Q = [ ]∑
−=∞→ +

N

Nk
a

N
kTe

N
2)(

12
1

lim → min!,   (1.10e) 

nhiÔu 

E(s) 

Y(s) U(s)

H×nh 1.8: Sai lÖch tæng qu¸t. 

T 
§èi t−îng 

B(s) A(s) 
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3) Sai lÖch ®Çu vμo. Lμ lo¹i sai lÖch th−êng 
®−îc dïng cho líp c¸c bμi to¸n nhËn d¹ng 
kh«ng cã nhiÔu ®Çu ra. Lo¹i sai lÖch ®Çu 

vμo, do ph¶i x¸c ®Þnh m« h×nh ng−îc 1−
MT  

thay v× TM nªn cã nh÷ng h¹n chÕ cña nã 

vμ cho tíi gi÷a thËp niªn 90 Ýt ®−îc sö 
dông trong thùc tÕ. Kho¶ng tõ n¨m 1992 
trë l¹i ®©y, víi sù ra ®êi cña kü thuËt ®¹i 
sè ®iÒu khiÓn vi ph©n, sù h¹n chÕ nμy ®· 
dÇn cã phÇn ®−îc c¶i thiÖn. 

1.2 Ph©n líp c¸c bµi to¸n nhËn d¹ng 

Theo ®Þnh nghÜa cña Zadeh vÒ nhËn d¹ng th× cã ba tiªu chuÈn ph©n lo¹i mét bμi to¸n 
nhËn d¹ng nh− sau: 

− ph©n theo lo¹i c¸c tÝn hiÖu ®· quan s¸t ®−îc, 

− ph©n theo líp c¸c m« h×nh thÝch hîp, 

− ph©n theo d¹ng sai sè gi÷a ®èi t−îng thùc vμ m« h×nh. 

Thªm vμo ®ã khi tiÕn hμnh nhËn d¹ng mét ®èi t−îng cßn cÇn ph¶i chó ý tíi c¸c ®iÒu 
kiÖn kh¸ch quan do yªu cÇu kü thuËt nh−: 

− thêi gian quan s¸t tÝn hiÖu kh«ng thÓ lín tïy ý, 

− tÝn hiÖu quan s¸t ®−îc th−êng bÞ chÆn. 

§Ó cô thÓ ho¸ nh÷ng kh¸i niÖm trªn cña Zadeh, h·y xÐt mét vÝ dô. Ch¼ng h¹n cã mét 
®èi t−îng T cÇn ®−îc nhËn d¹ng. §èi t−îng T ®−îc gi¶ thiÕt, hoÆc tõ ph−¬ng ph¸p lý 
thuyÕt x¸c ®Þnh ®−îc (th«ng tin A−priori) lμ SISO (single input single output / mét vμo 
mét ra), tham sè h»ng vμ æn ®Þnh. NhiÖm vô cña nhËn d¹ng lμ trong líp c¸c m« h×nh 

thÝch hîp M1 (líp c¸c m« h×nh ®éng häc cã tham sè h»ng vμ æn ®Þnh), chØ nhê vμo quan 

s¸t c¸c tÝn hiÖu vμo ra u(t) vμ y(t), x¸c ®Þnh mét m« h×nh TM∈M1 cho ®èi t−îng sao cho 

sai sè gi÷a m« h×nh TM vμ ®èi t−îng thËt T, ®−îc ký hiÖu bëi S(T,TM), lμ nhá nhÊt. 

Ta cã bμi to¸n nhËn d¹ng thø nhÊt nh− sau: 

1) Qua quan s¸t tÝn hiÖu vμo ra u(t) vμ y(t), t×m TM∈M1 ®Ó cã S (T,TM )→ min!. 

NÕu nh− ngoμi c¸c tÝn hiÖu vμo ra, t¸c ®éng tíi ®èi t−îng cßn cã nhiÔu n(t) lμm cho 
tÝn hiÖu thu ®−îc ®Çu ra y(t) cã sai lÖch so víi tÝn hiÖu thËt y0(t) th× bμi to¸n nhËn d¹ng 
nμy cßn cã thªm nhiÖm vô kh«ng ®¬n gi¶n chót nμo lμ t¸ch sù ¶nh h−ëng cña nhiÔu n(t) 
vμo y0(t). Ta cã bμi to¸n nhËn d¹ng thø hai: 

e(t)

uM(t)

y(t) u(t) T
§èi t−îng

H×nh 1.9: Sai lÖch ®Çu vµo. 

nhiÔu

TM
−1 

M« h×nh ng−îc
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2) Qua quan s¸t tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t) ®Ó läc ra y0(t) h·y t×m TM∈M1 theo u(t) vμ y0(t) 

sao cho S(T,TM ) → min!. 

Th«ng th−êng, ë nh÷ng bμi to¸n nhËn d¹ng cã nhiÔu nh− bμi to¸n 2, mμ ë ®ã y0(t) 

kh«ng t¸ch ®−îc  ra khái y(t) th× b¾t buéc ph¶i x¸c ®Þnh TM ∈M1 phô thuéc vμo u(t), y(t) 

vμ sau ®ã míi ®¸nh gi¸ sù ¶nh h−ëng cña nhiÔu n(t) vμo kÕt qu¶. 

Víi gi¶ thiÕt thªm r»ng tõ th«ng tin A−priori cña ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt ng−êi ta cßn 
®−îc biÕt thªm lμ ®èi t−îng tuyÕn tÝnh, th× líp c¸c m« h×nh thÝch hîp b©y giê lμ tËp con 

M2 ⊂M1 chØ gåm c¸c m« h×nh ®éng häc tuyÕn tÝnh cã tham sè h»ng vμ æn ®Þnh. Bμi to¸n 

nhËn d¹ng ban ®Çu ®−îc ®¬n gi¶n thμnh: 

3) Qua quan s¸t tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t) ®Ó läc ra y0(t), x¸c ®Þnh TM ∈M2 theo u(t) vμ 

y0(t) sao cho S(T,TM) → min!. 

TiÕp tôc, nÕu nh− sai sè S(T,TM) ®−îc cho cô thÓ lμ sai lÖch ®Çu ra víi ph−¬ng tr×nh 

biÓu diÔn (1.8) th× sÏ cã ®−îc bμi to¸n sè 4 nh− sau: 

4) Qua quan s¸t tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t) ®Ó läc ra y0(t), h·y t×m TM ∈M2 theo u(t) vμ 

y0(t)  sao cho Q= [ ]∫
∞

−
0

2
0 )()( dttyty M → min!. 

Gi¶ thiÕt thªm r»ng tõ th«ng tin A−priori cã ®−îc m« h×nh thÝch hîp lμ m« h×nh 

tham sè h»ng, ch¼ng h¹n nh− TM cã ®Æc tÝnh tÇn lμ hμm h÷u tû phøc víi vector tham sè 

a, b th× líp c¸c m« h×nh thÝch hîp b©y giê sÏ lμ tËp con M3 ⊂M2 chØ gåm c¸c hμm h÷u tû 

phøc G ( jω ,a ,b ) . 

NÕu ký hiÖu Y0(jω) cho ¶nh Fourier cña y0(t),  U(jω) lμ ¶nh cña u(t) th× bμi to¸n 4 trë 

thμnh bμi to¸n nhËn d¹ng m« h×nh tham sè ®−îc ph¸t biÓu nh− sau: 

5) Qua quan s¸t tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t) ®Ó läc ra y0(t), x¸c ®Þnh vector tham sè a, b ®Ó 

cã ∫
∞

∞−
ωω

π
djE 2)(

2
1

 →  min!. 

Nh− vËy, qua vÝ dô víi n¨m bμi to¸n trªn cã thÓ nhËn thÊy, tõ mét vÊn ®Ò x©y dùng 
m« h×nh ®éng häc cho ®èi t−îng T, víi nh÷ng th«ng tin A−priori kh¸c nhau lμ nh÷ng bμi 
to¸n nhËn d¹ng kh¸c nhau. 

Trong c¶ n¨m bμi to¸n ®−îc nªu trªn, khi nhËn d¹ng, ta ®Òu ph¶i ®o c¶ tÝn hiÖu vμo 
vμ tÝn hiÖu ra. Bëi vËy nh÷ng bμi to¸n ®ã rÊt phï hîp víi c¸c ®iÒu kiÖn nhËn d¹ng bÞ 
®éng (passive), hay cßn gäi nhËn d¹ng trùc tuyÕn (on−line) cña ®iÒu khiÓn thÝch nghi mμ 
ë ®ã ®èi t−îng nhËn d¹ng kh«ng thÓ t¸ch riªng ra khái hÖ thèng còng nh− qu¸ tr×nh 
nhËn d¹ng ph¶i ®−îc thùc hiÖn song song cïng víi qu¸ tr×nh lμm viÖc cña toμn bé hÖ 
thèng. 
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NÕu nh− ®iÒu kiÖn cho phÐp t¸ch ®èi t−îng ra khái hÖ thèng khi nhËn d¹ng th× ®Ó 
tr¸nh viÖc ph¶i ®o tÝn hiÖu vμo (vμ do ®ã bít ®i mét sai sè ®o) ta cã thÓ chñ ®éng kÝch 
thÝch ®èi t−îng b»ng mét tÝn hiÖu vμo thÝch hîp vμ chØ ph¶i ®o tÝn hiÖu ra. Nh÷ng d¹ng 
bμi to¸n nhËn d¹ng nh− vËy ®−îc gäi lμ kiÓu nhËn d¹ng chñ ®éng (active) hay nhËn 
d¹ng kh«ng trùc tuyÕn (off−line). Mét trong nh÷ng tÝn hiÖu ®Çu vμo th−êng hay ®−îc sö 
dông khi nhËn d¹ng chñ ®éng lμ tÝn hiÖu ån tr¾ng, tøc lμ lo¹i tÝn hiÖu cã mËt ®é phæ lμ 
h»ng sè ë mäi gi¸ trÞ tÇn sè. 

1.3 Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

1.3.1 Kh¸i niÖm 

Khi ®o tÝn hiÖu vμo/ra, tr¹ng th¸i 
®Ó nhËn d¹ng ®èi t−îng hay hÖ 
thèng, kÕt qu¶ nhËn d¹ng sÏ phô 
thuéc rÊt nhiÒu vμo tÝnh chÝnh x¸c 
cña c¸c phÐp ®o nμy. Kh¸c víi lo¹i 
tÝn hiÖu tiÒn ®Þnh lμ víi nh÷ng ®iÒu 
kiÖn ®o nh− nhau c¸c phÐp ®o sÏ cho 
ra cïng mét kÕt qu¶ th× khi ®o tÝn 
hiÖu ngÉu nhiªn, mÆc dï c¸c phÐp 
®o ®Òu ®−îc thùc hiÖn trong cïng 
mét ®iÒu kiÖn, c¸c kÕt qu¶ ®o sÏ rÊt 
kh¸c nhau. VÝ dô ®Ó ®o ®−îc tÝn hiÖu x(t) ng−êi ta cã thÓ nhËn ®−îc rÊt nhiÒu (thËm chÝ 
kh«ng ®Õm ®−îc) c¸c hμm thêi gian kh¸c nhau. §iÒu nμy g©y kh«ng Ýt khã kh¨n cho viÖc 
m« t¶ vμ xö lý chóng. 

Tuy nhiªn, nÕu biÕt ®−îc thªm r»ng c¸c hμm thêi gian nhËn ®−îc nμy cã cïng mét 
tÝnh chÊt E nμo ®ã ®Æc tr−ng cho tÝn hiÖu x(t) th× viÖc m« t¶ tÝn hiÖu x(t) cã thÓ ®−îc thay 

b»ng viÖc m« t¶ tËp hîp x(t) cña tÊt c¶ c¸c hμm thêi gian cã cïng tÝnh chÊt E trªn. TËp 

x(t) ®−îc gäi lμ mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, trong ®ã tÝn hiÖu x(t) nhËn ®−îc chØ lμ mét 

phÇn tö (h×nh 1.10). 

1.3.2 C¸c tham sè cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn  

Mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn x(t) ®−îc m« t¶ mét c¸ch ®Çy ®ñ bëi c¸c hμm ph©n bè. 

1) Hμm ph©n bè bËc mét 

 F(x, t) = P(x(t) ≤ x)      (1.11) 

x¸c ®Þnh x¸c suÊt xuÊt hiÖn hμm thêi gian mμ t¹i thêi ®iÓm t cã gi¸ trÞ kh«ng lín 
h¬n gi¸ trÞ x cho tr−íc. 

x(t)

t

x(t)

H×nh 1.10: Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lµ mét tËp 
hîp c¸c hµm ngÉu nhiªn cïng tÝnh 
chÊt.. 
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2) Hμm ph©n bè bËc cao 

 F(x1, x2 , … , xn, t1, t2 , … , tn) = P(x(t1) ≤ x1 , x(t2) ≤ x2 , … , x(tn) ≤ xn)  

x¸c ®Þnh x¸c suÊt xuÊt hiÖn hμm thêi gian mμ t¹i thêi ®iÓm tk cã gi¸ trÞ kh«ng lín 

h¬n gi¸ trÞ xk , cho tr−íc k = 1, 2, … , n. 

§¹o hμm cña c¸c hμm ph©n bè 

 f(x, t) = 
t

txF
 

),( 
∂

∂
      (1.12a) 

 f(x1, x2 , … , xn, t1, t2 , … , tn) = 
n

n

xx
F

    1 ∂∂
∂
"

  (1.12b) 

®−îc gäi lμ mËt ®é ph©n bè . §èi víi f (x ,  t)  th× tõ mét gi¸ trÞ Δx>0 cho tr−íc, tÝch 
f (x, t)Δx  sÏ cho biÕt x¸c suÊt xuÊt hiÖn hμm thêi gian nhËn ®−îc trong khi ®o tÝn hiÖu 
mμ t¹i thêi ®iÓm t cã gi¸ trÞ n»m trong kho¶ng [x, x+Δx ]. 

Cho hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn x(t) vμ y(t). Còng t−¬ng tù nh− víi mét qu¸ tr×nh, hμm 

ph©n bè cho hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

 F(x, y , t1, t2) = P(x(t1) ≤ x , y(t2) ≤ y) 

®−îc hiÓu lμ x¸c suÊt xuÊt hiÖn hμm thêi gian cña x(t) mμ t¹i thêi ®iÓm t1 cã gi¸ trÞ 

kh«ng lín h¬n gi¸ trÞ x vμ cña y(t) mμ t¹i thêi ®iÓm t2 cã gi¸ trÞ kh«ng lín h¬n gi¸ trÞ y. 

MÆc dï c¸c hμm ph©n bè ®· cã thÓ m« t¶ ®−îc ®Çy ®ñ tËp x(t), song nã vÉn cßn qu¸ 

phøc t¹p. Bëi vËy, thay v× ph¶i x¸c ®Þnh cô thÓ c¸c hμm ph©n bè ng−êi ta th−êng hay x¸c 
®Þnh c¸c tham sè ngÉu nhiªn ®Æc tr−ng cña nã. Víi mét líp c¸c hμm ph©n bè ®Æc biÖt (vÝ 
dô hμm Gauss) hoμn toμn cã thÓ tõ c¸c tham sè nμy x¸c ®Þnh ®−îc chÝnh x¸c c¸c hμm 
ph©n bè. 

Nh÷ng tham sè ngÉu nhiªn cña nh÷ng hμm ph©n bè bao gåm: 

1) Gi¸ trÞ trung b×nh: 

 mx (t) = M[x(t)] = ∫
∞

∞−
⋅ dxtxfx ),(     (1.13) 

2) Hμm tù t−¬ng quan: 

 rx (t1, t2) = M[x(t1)x(t2)] = [ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
21212121 ),,,( dxdxttxxfxx . (1.14) 

Hμm tù t−¬ng quan chÝnh lμ gi¸ trÞ trung b×nh cña mèi t−¬ng quan gi÷a x(t) t¹i 

thêi ®iÓm t1 víi x(t) t¹i thêi ®iÓm t2 . 

3) Hμm ph−¬ng sai: 

 cx (t1, t2) = M[(x(t1) − mx(t1))(x(t2) − mx(t2))]   (1.15) 
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  = ( ) ( )[ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
⋅−⋅− 2121211111 ),,,()()( dxdxttxxftmxtmx xx  

4) Gi¸ trÞ t¶n m¸t: )(2 txσ  = rx (t, t). (1.16) 

5) Hμm hç t−¬ng quan: 

  rx y (t1, t2) = M[x (t1)y(t2)] = [ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
⋅ dxdyttyxfxy ),,,( 21  (1.17) 

6) Hμm  hiÖp ph−¬ng sai: 

       cx y (t1, t2) = M[(x(t1) − mx(t1))(y(t2) − mx(t2))] = 

  = ( ) ( )[ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
⋅−⋅− dxdyttyxftmytmx yx ),,,()()( 2111  (1.18) 

Cã thÓ kiÓm chøng ®−îc ngay r»ng 

 cx ( t 1 , t 2 )  =  rx ( t 1 ,  t 2 )  −  mx ( t 1 ) ⋅  mx ( t 2 )    (1.19) 

 cx y ( t 1 , t 2 )  =  rx y ( t 1 ,  t 2 )  −  mx ( t 1 ) ⋅mx y ( t 2 )    (1.20) 

Hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn x(t) vμ y(t) ®−îc gäi lμ kh«ng t−¬ng quan, nÕu 

 cx y ( t 1 , t 2 )  =  0 ,  tøc lμ  rx y ( t 1 ,  t 2 )  = mx ( t 1 ) ⋅my ( t 2 ) .   (1.21) 

Mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn x(t), nÕu cã c¸c tham sè ngÉu nhiªn kh«ng phô thuéc vμo 

®iÓm gèc thêi gian, tøc lμ kh«ng thay ®æi gi¸ trÞ khi trôc thêi gian ®−îc tÞnh tiÕn mét 
kho¶ng τ bÊt kú, th× qu¸ tr×nh ®ã ®−îc gäi lμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng. 

Mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng x(t) cã c¸c tÝnh chÊt sau: 

a) f(x, t) = f(x, t+τ)  víi mäi τ ∈ R.    (1.22) 

b) mx (t) =  h»ng sè =: mx  ,  trong ®ã ký hiÖu =: chØ phÐp g¸n. (1.23) 

c) rx (t1, t2) = rx (0, t2 − t1) =: rx (τ).    (1.24) 

d) cx (t1, t2) =: cx (τ) = rx (τ) − 2
xm .    (1.25) 

e) )(2 txσ  = rx (0) − 2
xm  = h»ng sè =: 2

xσ .   (1.26) 

Hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn x(t) vμ y(t) ®−îc gäi lμ cïng nhau dõng, nÕu chóng lμ 

nh÷ng qu¸ tr×nh dõng vμ hμm hç t−¬ng quan rx y (t1,t2) kh«ng thay ®æi gi¸ trÞ khi tÞnh 

tiÕn trôc thêi gian mét kho¶ng τ bÊt kú, tøc lμ 

 rx y (t1, t2) = rx y (0, t2 − t1) =: rx y (τ) = M[x(t)y(t+τ)] (1.27) 
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Cã thÓ thÊy ngay ®−îc r»ng, víi hai qu¸ tr×nh cïng nhau dõng x(t), y(t) cã: 

 cx y (t1, t2) =: cx y (τ) = rx y (τ) − mxmy  .   (1.28) 

Mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn x(t), nÕu c¸c tham sè ngÉu nhiªn thay v×  ph¶i x¸c ®Þnh tõ 

toμn bé tËp hîp x(t) cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh chØ víi mét phÇn tö ®¹i diÖn x(t) bÊt kú cña tËp, 

®−îc gäi lμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn egodic. Nh÷ng qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn egodic ph¶i lμ c¸c 
qu¸ tr×nh dõng (®iÒu ng−îc l¹i kh«ng ®óng) vμ cã c¸c tÝnh chÊt sau: 

a)  mx = ∫
−∞→

T

TT
dttx

T
)(

2
1

  lim
 

.     (1.29) 

b)  rx (τ) = ∫
−∞→

+
T

TT
dttxtx

T
)()(

2
1

  lim
 

τ .    (1.30) 

c) rx(τ) lμ hμm ch½n vμ rx(0) ≥ ⏐rx(τ)⏐.   (1.31) 

d)  2

 
)( lim xx mr =

∞→
τ

τ
      (1.32) 

e)  rxy(τ) = ∫
−∞→

+
T

TT
dttytx

T
)()(

2
1

  lim
 

τ .    (1.33) 

f)  rxy(−τ) =  ryx(τ)      (1.34) 

g)  ⏐rxy(τ)⏐ ≤ 
2
1 [ rx(0) + ry(0)].    (1.35) 

h) 
 

lim  ( )xy x yr m m
τ

τ
→ ∞

= , nÕu x(t) vμ y(t+τ) khi τ → ∞ kh«ng t−¬ng quan. 

C¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®−îc xÐt trong kü thuËt th−êng ®−îc gi¶ thiÕt lμ c¸c qu¸ 
tr×nh egodic vμ tõ nay vÒ sau, mäi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn trong quyÓn s¸ch nμy, nÕu 
kh«ng nãi mét c¸ch chi tiÕt sÏ ®−îc hiÓu lμ qu¸ tr×nh egodic.  

¶nh Fourier Sx(jω) cña hμm tù t−¬ng quan rx(τ) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn egodic x(t) 

®−îc gäi lμ mËt ®é phæ hîp cña tÝn hiÖu. Do rx(τ) lμ mét hμm ch½n nªn Sx(jω) lμ mét hμm 

thùc (xem phÇn bμi tËp trong ch−¬ng sau). Bëi vËy thay v× Sx(jω) ng−êi ta th−êng chØ 

viÕt Sx(ω). 

¶nh Fourier Sxy(jω) cña hμm hç t−¬ng quan rxy(τ) gi÷a hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

egodic x(t), y(t) ®−îc gäi lμ mËt ®é phæ chÐo cña tÝn hiÖu. Chó ý r»ng kh¸c víi mËt ®é 

phæ hîp Sx(ω), mËt ®é phæ chÐo Sxy(jω) nãi chung lμ mét sè phøc. §Þnh nghÜa vÒ ¶nh 

Fourier cña mét hμm thêi gian còng nh− tÝnh chÊt cña nã sÏ ®−îc tr×nh bμy trong 
ch−¬ng tiÕp theo. 

Mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn egodic x(t) cã hμm tù t−¬ng quan d¹ng “hμm” dirac 
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 rx(τ) = kδ(τ), 

 nãi c¸ch kh¸c nã cã mËt ®é phæ hîp lμ mét h»ng sè 

 Sx(jω) = k, 

th× qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®ã ®−îc gäi lμ qu¸ tr×nh ån tr¾ng. Mçi phÇn tö cña mét qu¸ 
tr×nh ån tr¾ng cã tªn lμ tÝn hiÖu ån tr¾ng. 

1.3.3  §¹i l−îng ®¸nh gi¸ l−îng th«ng tin cã trong nguån ph¸t tÝn hiÖu 
ngÉu nhiªn 

Mét tÝn hiÖu cã kh¶ n¨ng truyÒn t¶i 
®−îc nhiÒu th«ng tin cïng mét lóc. §Ó 
tr¸nh nhÇm lÉn, ta sÏ gäi nh÷ng th«ng tin 
®−îc ph¸t cïng mét lóc trªn ®−êng tÝn hiÖu 
lμ mét tin tøc. Qua ®−êng tÝn hiÖu, tin tøc 
®−îc truyÒn tõ n¬i ph¸t (nguån th«ng tin) 
®Õn n¬i nhËn. VËy lμm thÕ nμo mμ chØ tõ 
n¬i nhËn tin tøc vμ còng chØ th«ng qua tÝn 
hiÖu nhËn ®−îc ta cã thÓ ®¸nh gi¸ ®−îc 
l−îng th«ng tin cña nguån ph¸t? 

H·y xem minh häa ë h×nh 1.11 lμm vÝ 
dô. Gi¶ sö nguån ph¸t A cã m th«ng tin (tËp 
A cã m phÇn tö). Tin tøc sÏ ®−îc “chÕ biÕn” tõ m th«ng tin nμy vμ göi sang n¬i nhËn B. 
Mçi tin tøc lμ mét tËp con. Sè c¸c tin tøc (hay tËp con cña A) cã i th«ng tin (phÇn tö) 

chÝnh lμ i
mC , i=0,1, … , m. Bëi vËy sè tin tøc tèi ®a mμ B cã thÓ nhËn ®−îc b»ng 

 N= ∑
=

m

i

i
mC

0
= 2m 

§Æt ng−îc l¹i vÊn ®Ò. NÕu B nhËn ®−îc N tin tøc th× l−îng th«ng tin cña nguån ph¸t 

A Ýt nhÊt lμ log2N .  Ng−êi ta nãi l−îng th«ng tin mμ B nhËn ®−îc tõ A qua N tin tøc lμ 

 1
~
H =log2 N        (1.36) 

Nh− vËy ®¹i l−îng 1
~
H  lμ mét ®é ®o cho l−îng th«ng tin cña nguån ph¸t A th«ng qua 

tËp c¸c tin tøc mμ B nhËn ®−îc. §¹i l−îng nμy cã tªn lμ Entropie lo¹i 1 víi ®¬n vÞ ®o lμ 
bit. 

Ký hiÖu N c¸c tin tøc mμ B nhËn ®−îc lμ x1, … , xN vμ cã ®Ó ý ®Õn x¸c suÊt p(xi) mμ 

tin tøc thø i ®−îc truyÒn, n¨m 1947 Shannon ®· më réng c«ng thøc (1.36) ®Ó x¸c ®Þnh 
l−îng th«ng tin nguån ph¸t cã tÝnh ®Õn tÝnh ngÉu nhiªn ph¸t tin nh− sau 

Nguån ph¸t A cã 
m th«ng tin. 

N¬i nhËn B sÏ nhËn ®−îc 
tèi ®a N=2m tin tøc. 

tÝn hiÖu

H×nh 1.11: §¸nh gi¸ l−îng th«ng tin cña nguån 
ph¸t tõ sè tin tøc nhËn ®−îc t¹i n¬i nhËn. 

A B 
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 2
~
H = − ∑

=

N

i
ii xpxp

1
2 )(log)(      (1.37) 

vμ ®−îc gäi lμ Entropie lo¹i 2. Tr−êng hîp tÊt c¶ N tin tøc x1, … , xN  ®−îc ph¸t víi cïng 

x¸c suÊt nh− nhau 

 p(x1) = " = p(xN) =
N
1

 

th× víi (1.37) cã 

 2
~
H =− ∑

=

N

i
ii xpxp

1
2 )(log)( =− ∑

=

N

i NN1
2

1
log

1
=log2 N= 1

~
H  

vμ do ®ã (1.37) kh«ng m©u thuÉn víi (1.36). 

XuÊt xø, hai c«ng thøc (1.36), (1.37) ®−îc ®Þnh nghÜa nh− lμ mét ®é ®o cho l−îng 
th«ng tin cña mét nguån ph¸t. Thùc tÕ, chóng l¹i cã ý nghÜa sö dông nhiÒu h¬n trong 
viÖc so s¸nh vμ x¸c ®Þnh xem nguån ph¸t nμo nhiÒu th«ng tin h¬n trong sè c¸c nguån 
ph¸t ®· cã. MÆt kh¸c viÖc tÝnh lnN l¹i th«ng dông h¬n log2N. Bëi vËy ý nghÜa sö dông 
cña (1.36), (1.37) sÏ kh«ng thay ®æi nÕu chóng ®−îc nh©n víi h»ng sè ln2 ®Ó xuÊt hiÖn 
lnN. Ta ®i ®Õn c«ng thøc “c¶i biªn” cã tÝnh phæ th«ng h¬n nh− sau: 

 H1  =lnN        (1.38) 

vμ H2  =  − ∑
=

N

i
ii xpxp

1
)(ln)(      (1.39) 

T−¬ng tù, kh¸i niÖm Entropie lo¹i 1 ®· ®−îc Smylie ®Þnh nghÜa thμnh ®¹i l−îng ®o 

l−îng th«ng tin cã trong nguån ph¸t mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn (egodic) x(t), mμ ë ®ã mçi 

mét tin tøc x(t) lμ mét hμm liªn tôc theo t, nh− sau 

 H1= ∫
∞

∞−
ωω  )(ln dSx .      (1.40) 

Còng nh− vËy, kh¸i niÖm Entropie lo¹i 2 cho l−îng th«ng tin cña nguån ph¸t qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn x(t) lμ: 

 H2=− ∫
∞

∞−
ωωω dSS xx )(ln)( .     (1.41) 

C©u hái «n tËp vμ bμi tËp 

1. ThÕ nμo lμ mét bμi to¸n nhËn d¹ng bÞ ®éng m« h×nh cã tham sè, mét bμi to¸n 
nhËn d¹ng chñ ®éng m« h×nh kh«ng cã tham sè?. Nªu vÝ dô minh häa. 

2. XÐt ®èi t−îng ®iÒu khiÓn lμ mét hÖ c¬ gåm lß xo c vμ mét vËt khèi l−îng m. VËt sÏ 
chuyÓn ®éng trªn trôc n»m ngang d−íi t¸c ®éng cña lùc F (h×nh 1.12). Lùc F ®−îc 
xem nh− lμ tÝn hiÖu vμo vμ qu·ng ®−êng s mμ vËt ®i ®−îc lμ tÝn hiÖu ra (®¸p øng 
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cña ®èi t−îng). H·y x¸c ®Þnh líp c¸c m« 
h×nh thÝch hîp m« t¶ ®èi t−îng. §Ó cã ®−îc 
mét m« h×nh cô thÓ t−¬ng ®èi chÝnh x¸c 
cho ®èi t−îng th× ng−êi ta ph¶i lμm g× 
thªm?. 

3. H·y x¸c ®Þnh líp c¸c m« h×nh thÝch hîp 
cho hÖ c¬ ë h×nh 1.13 gåm 1 lß xo, mét vËt 
cã khèi l−îng m vμ  kh©u suy gi¶m vËn tèc 
d. TÝn hiÖu vμo cña hÖ lμ lùc u(t) t¸c ®éng 
vμo vËt, tÝn hiÖu ra lμ qu·ng ®−êng y(t) mμ 
vËt ®i ®−îc. §Ó cã ®−îc mét m« h×nh cô thÓ 
t−¬ng ®èi chÝnh x¸c cho ®èi t−îng th× 
ng−êi ta ph¶i lμm g× thªm vμ nh− thÕ 
nμo?. 

4. Gi¶ sö r»ng tõ c¸c th«ng tin A−priori ban 
®Çu ng−êi ta ®· x¸c ®Þnh ®−îc r»ng mét 
®èi t−îng tuyÕn tÝnh sÏ cã m« h×nh d¹ng 

 G(s) = 
Ts

k
+1

 

KÝch thÝch ®èi t−îng b»ng mét tÝn hiÖu 
1(t) t¹i ®Çu vμo ng−êi ta thu ®−îc ®¸p øng 
y(t) nh− á h×nh 1.14. H·y t×m c¸c tham sè 
k vμ T cho m« h×nh trªn. 

5. H·y chøng minh c¸c c«ng thøc (1.22)÷ 
(1.26) vÒ tÝnh chÊt cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng vμ (1.29)÷(1.35) vÒ tÝnh chÊt 
cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn egodic. 

6. Cã thÓ nãi mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn egodic còng lμ mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 
dõng ®−îc kh«ng vμ t¹i sao? 

7. Mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng cã ph¶i lμ mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn egodic kh«ng 
vμ t¹i sao? 

8. Mét ng−êi ®i xe m¸y cã 4 sè s1=0, s2=1, s3=2 vμ s4=3. BiÕt r»ng x¸c suÊt sö dông 

c¸c sè cña ng−êi ®ã lμ p(s1)=0,08; p(s2)=0,12 ; p(s3)=0,3 vμ p(s4)=0,5. H·y tÝnh 

l−îng th«ng tin (Entropie) ®¸nh gi¸ viÖc sö dông sè cña ng−êi l¸i xe nμy. 

 

 

 

 

H×nh 1.12: Cho bµi tËp 2. 

H×nh 1.13: Cho bµi tËp 3. 

y(t)

t 
5 25 

3,2

§−êng tiÕp tuyÕn t¹i 0

§−êng tiÕp tuyÕn t¹i ∞ 

1

2

H×nh 1.14: Cho bµi tËp 4. 



2 NhËn d¹ng m« h×nh kh«ng tham sè nhê ph©n 
tÝch phæ tÝn hiÖu 

Ký hiÖu h(t) lμ hμm qu¸ ®é cña ®èi t−îng, tøc lμ ®¸p øng cña ®èi t−îng khi ®−îc kÝch 
thÝch bëi tÝn hiÖu Heaviside t¹i ®Çu vμo 

 1(t) =
1  khi  0
0  khi  0

t

t

≥⎧
⎨ <⎩

 

Theo ®Þnh nghÜa nªu ngay tõ ch−¬ng më ®Çu th× viÖc m« h×nh hãa ®èi t−îng chÝnh lμ 
viÖc m« t¶ ¸nh x¹ gi÷a tÝn hiÖu vμo u(t) vμ tÝn hiÖu ra y(t): 

 TM: u(t) 6 y(t) 

Víi ®èi t−îng tuyÕn tÝnh, ¸nh x¹ trªn sÏ ®−îc m« t¶ bëi tÝch ph©n Duhamel: 

 y(t) = ∫ −
t

duth
dt
d

0

)()( τττ , 

tøc lμ th«ng qua h(t) ta lu«n x¸c ®Þnh ®−îc y(t) tõ tÝn hiÖu ®Çu vμo u(t). Bëi vËy hμm qu¸ 
®é h(t) ®· m« t¶ ®Çy ®ñ ®èi t−îng vμ do ®ã nã cã thÓ ®−îc xem nh− lμ mét m« h×nh 
(kh«ng tham sè) cña ®èi t−îng. 

Còng nh− vËy, nÕu gäi g(t) lμ hμm träng l−îng, tøc lμ ®¸p øng cña ®èi t−îng khi ®−îc 
kÝch thÝch bëi tÝn hiÖu dirac δ(t) t¹i ®Çu vμo 

 
dt

tdh
t

)(
)( =δ        (2.1) 

th× ¸nh x¹ TM : u(t) 6 y(t) m« t¶ quan hÖ vμo/ra sÏ lμ 

 y(t) = u(t)h(0)+ ∫ −
t

dtgu
0

)()( τττ . 

Nãi c¸ch kh¸c, gièng nh− h(t), th«ng qua g(t) ta lu«n cã ®−îc y(t) tõ u(t) vμ do ®ã g(t) 
còng cã thÓ ®−îc xem nh− lμ mét m« h×nh kh«ng tham sè cña ®èi t−îng. 

Nh− vËy, viÖc nhËn d¹ng m« h×nh kh«ng tham sè sÏ ®ång nghÜa víi viÖc nhËn d¹ng 
hμm qu¸ ®é h(t) hay hμm träng l−îng g(t). Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng m« 
h×nh kh«ng tham sè ®¬n gi¶n nhÊt cho ®èi t−îng tuyÕn tÝnh lμ ph−¬ng ph¸p chñ ®éng 
(active) x¸c ®Þnh hμm qu¸ ®é h(t) b»ng c¸ch kÝch thÝch ®èi t−îng víi tÝn hiÖu Heaviside 
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t¹i ®Çu vμo råi ®o tÝn hiÖu ®Çu ra. H×nh 2.1 lμ mét vÝ dô minh häa kÕt qu¶ nhËn d¹ng 
chñ ®éng m« h×nh kh«ng tham sè h(t) cña ®éng c¬ xoay chiÒu ba pha theo c¸ch thøc võa 
tr×nh bμy trong tr−êng hîp lý t−ëng r»ng kh«ng cã nhiÔu t¸c ®éng vμo ®èi t−îng vμ c¸c 
phÐp ®o lμ chÝnh x¸c 100%. 

 

 

 

  

 

 

 

 

Tuy nhiªn, kh«ng ph¶i lóc nμo còng cã c¸c ®iÒu kiÖn lý t−ëng ®Ó ¸p dông ®−îc 
ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng chñ ®éng. Trong bμi to¸n nhËn d¹ng thùc tÕ ng−êi ta lu«n ph¶i 
tÝnh tíi kh¶ n¨ng cã nhiÔu t¸c ®éng lªn ®èi t−îng, còng nh− lçi hoÆc nhiÔu cã lÉn trong 
gi¸ trÞ cña phÐp ®o tÝn hiÖu dÉn tíi kÕt qu¶ thu ®−îc cã sai sè ¶nh h−ëng tíi sù øng dông 
sau nμy cña m« h×nh. MÆt kh¸c bμi to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng lu«n yªu cÇu ®èi t−îng 
ph¶i ®−îc t¸ch rêi khái hÖ thèng vμ ph¶i ®−îc kÝch thÝch b»ng mét tÝn hiÖu chän tr−íc 
mμ ®iÒu nμy kh«ng ph¶i lóc nμo còng thùc hiÖn ®−îc. Tõ lý do ®ã, ë ®©y chóng ta sÏ 
kh«ng ®i s©u thªm vμo nh÷ng ph−¬ng ph¸p chñ ®éng nhËn d¹ng m« h×nh kh«ng tham sè 
víi nh÷ng tÝn hiÖu mÉu ®Æt tr−íc ë ®Çu vμo, mμ thay vμo ®ã lμ c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn 
d¹ng bÞ ®éng (passive) cã kh¶ n¨ng lo¹i bá ¶nh h−ëng cña nhiÔu trong qu¸ tr×nh nhËn 
d¹ng vμ mét trong c¸c ph−¬ng ph¸p nh− vËy lμ nhËn d¹ng b»ng ph©n tÝch phæ tÝn hiÖu. 

Víi (2.1) th× tõ g(t) ta còng suy ra ®−îc h(t) vμ ng−îc l¹i nªn bμi to¸n nhËn d¹ng m« 
h×nh kh«ng tham sè sÏ ®−îc gäi lμ ®· gi¶i quyÕt xong nÕu nh− ®· x¸c ®Þnh ®−îc g(t) hay 
¶nh Fourier G(jω) cña nã. Ch−¬ng nμy sÏ tr×nh bμy c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng ®−êng 

®Æc tÝnh tÇn G(jω) còng nh− d·y c¸c gi¸ trÞ {Gn} víi Gn =G(jnΩ) cho mét ®èi t−îng tuyÕn 

tÝnh cÇn nhËn d¹ng trªn c¬ së quan s¸t c¶ hai tÝn hiÖu vμo vμ ra (nhËn d¹ng passive/ hay 
on−line), bao gåm c¸c néi dung sau: 

− NhËn d¹ng mËt ®é phæ tÝn hiÖu b»ng kü thuËt DFT. §¸nh gi¸ sai sè vμ c¸c kü thuËt 
lμm gi¶m sai sè. 

− X¸c ®Þnh hμm träng l−îng, hμm qu¸ ®é tõ phæ tÝn hiÖu theo thuËt to¸n cùc tiÓu sai 
lÖch. 

Sau khi ®· cã ®−êng ®Æc tÝnh tÇn Gn =G(jnΩ) m« t¶ ®èi t−îng, trong ch−¬ng 3 chóng 

ta sÏ lμm quen tiÕp c¸c ph−¬ng ph¸p kh¸c nh»m x¸c ®Þnh cÊu tróc m« h×nh còng nh− 
tham sè cña nã tõ m« h×nh kh«ng tham sè ®· thu ®−îc. 

h(t) (vßng/phót)

1500

t (gi©y) 

300

600

900

1200

4 8 12

H×nh 2.1: KÕt qu¶ nhËn d¹ng chñ ®éng m« h×nh 
kh«ng tham sè cho ®éng c¬ xoay chiÒu ba 
pha. 
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2.1 To¸n tö Fourier rêi r¹c (DFT) 

To¸n tö Fourier rêi r¹c (discret Fourier transformation − DFT) lμ mét tr−êng hîp ®Æc 
biÖt cña to¸n tö Fourier liªn tôc (CFT), ®−îc sö dông ®Ó ph©n tÝch tÝn hiÖu rêi r¹c cã thêi 
gian sèng h÷u h¹n, vÝ dô nh−  nh÷ng tÝn hiÖu chØ tån t¹i trong mét miÒn thêi gian giíi 
néi [0 ,T ) , ngoμi miÒn nμy th× ®−îc coi lμ b»ng 0.  

Nh÷ng tÝn hiÖu rêi r¹c, cã thêi gian sèng h÷u h¹n x(t) ®Òu cã thÓ biÓu diÔn ®−îc d−íi 

d¹ng mét d·y sè h÷u h¹n {xk}, k = 0, 1, … , N−1 rÊt tiÖn cho viÖc xö lý chóng trªn m¸y 

tÝnh. Sù bïng næ øng dông cña m¸y tÝnh trong c¸c ngμnh kü thuËt hiÖn nay ®· ®−a DFT 
lªn vÞ trÝ sè mét trong tù ®éng hãa ph©n tÝch vμ xö lý th«ng tin, tÝn hiÖu. 

Tuy nhiªn, phÇn lín c¸c tÝn hiÖu cã trong tù nhiªn l¹i ®Òu tån t¹i d−íi d¹ng liªn tôc, 
vμ chØ v× ®Ó tiÖn cho kh©u tù ®éng xö lý chóng mμ ng−êi ta ®· ph¶i rêi r¹c hãa còng nh− 
h÷u h¹n hãa thêi gian sèng cña nã, biÕn nã thμnh mét tÝn hiÖu rêi r¹c, cã miÒn x¸c ®Þnh 
giíi néi. §iÒu ®ã ®· lμm cho ¶nh Fourier, hoÆc phæ cña tÝn hiÖu thu ®−îc nhê to¸n tö 
DFT, cã chøa sai sè so víi phæ tÝnh b»ng to¸n tö Fourier liªn tôc. ViÖc ph©n tÝch sai sè 
cña DFT vμ ®Ò ra c¸c ph−¬ng ph¸p lμm gi¶m sai sè ®ã lμ nhiÖm vô chÝnh cña sù øng 
dông to¸n tö DFT. 

Sau ®©y, mét sè kÕt qu¶ chÝnh cña viÖc  nghiªn cøu nμy sÏ ®−îc tr×nh bÇy bao gåm: 

− DFT lμ d¹ng to¸n tö Fourier liªn tôc (CFT) theo quan ®iÓm hμm më réng, 

− sai sè cña DFT so víi CFT do viÖc rêi r¹c hãa tÝn hiÖu sinh ra − hiÖu øng trïng phæ 
(aliasing), 

− sai sè cña DFT so víi CFT do viÖc h÷u h¹n hãa thêi gian sèng sinh ra − hiÖu øng rß 
rØ (leakage), 

trong ®ã DFT sÏ ®−îc x©y dùng b»ng c¸ch xem nã lμ to¸n tö Fourier liªn tôc trªn quan 
®iÓm lý thuyÕt hμm më réng dirac δ(t). 

2.1.1 Hµm më réng dirac 

Cã thÓ nãi r»ng, nhê cã lý thuyÕt hμm më réng (distributions) mμ b¶n chÊt to¸n häc 
cña "hμm sè" dirac δ(t) míi ®−îc hiÓu mét c¸ch chÆt chÏ vμ tæng qu¸t.  ThÕ t¹i sao kh«ng 
cã kh¸i niÖm hμm më réng th× b¶n chÊt hμm dirac l¹i ch−a ®−îc hiÓu chÆt chÏ?. Ta h·y 
xÐt mét vÝ dô minh häa. 

VÝ dô: Tõ tÝnh chÊt 

 L{
dt
dx }= sX(s) − x(+0) 

cña to¸n tö Laplace, trong ®ã L lμ ký hiÖu chØ phÐp biÕn ®æi Laplace vμ X(s) lμ ¶nh 
Laplace cña x(t), ta sÏ cã víi x(t)=1(t) ®iÒu phi lý sau: 
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 L{δ(t)} =  s
s
1

 −1 ⇔ 1= 0. 

§iÒu phi lý trªn ®· dÉn ng−êi ta tíi suy nghÜ r»ng c«ng thøc chÝnh x¸c ph¶i lμ: 

 L{
dt
dx }= sX(s) − x(−0) = sX(s) (v× x(t) ≡ 0 khi t < 0) 

vμ c«ng thøc nμy cã thÓ ®−îc chøng minh chÆt chÏ víi kh¸i niÖm hμm më réng.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Kh¸i niÖm "hμm më réng" cña δ(t) xuÊt ph¸t tõ b¶n chÊt "kh«ng hμm sè" cña nã, 
ch¼ng h¹n nã kh«ng ®óng nh− ®Þnh nghÜa to¸n häc kinh ®iÓn lμ ¸nh x¹ tõ R vμo R. 

Thùc chÊt nã lμ mét phÐp tÝnh chuyÓn ®æi hμm liªn tôc x(t) thμnh sè thùc. 

NÕu gäi D lμ tËp tÊt c¶ c¸c hμm x(t) liªn tôc, cã 

 supp x(t)={ t ∈R⏐ x(t) ≠ 0} 

giíi néi trªn R (hμm cã thêi gian sèng h÷u h¹n) th× hμm më réng dirac δ(t) ®−îc hiÓu lμ 

mét ¸nh x¹ liªn tôc, tuyÕn tÝnh, tõ D vμo R (h×nh 2.2) nh− sau 

  x(t) 
)(tδ

→ x(0) := ∫
∞

∞−
dttxt )()(δ ,    (2.2) 

trong ®ã dÊu tÝch ph©n kh«ng cã ý nghÜa to¸n häc nh− tÝch ph©n Riemann hay Lebegues 
mμ thuÇn tóy nã chØ lμ mét biÓu t−îng nãi r»ng phÐp tÝnh δ(t):D→R  cã c¸c phÐp biÕn ®æi 

trong tÝnh to¸n (céng, trõ, nh©n, chia, ®¹o hμm, …) gièng nh− mét tÝch ph©n. Ch¼ng h¹n 

nh− c¸c phÐp tÝnh sau: 

1) ∫
∞

∞−
− dttxt )()( τδ = ∫

∞

∞−
+ dttxt )()( τδ  (2.3a) 

2) ∫
∞

∞−
dttxt )()(δ� = ∫

∞

∞−
− dttxt )()( �δ = − )0(x�  (2.3b) 

3) ∫
∞

∞−
dttxat )()(δ = ∫

∞

∞−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ dt
a
t

xt
a

)(
1 δ     hay   δ (at )=

a
1 δ ( t )  (2.3c) 

Còng tõ c¸c tÝnh chÊt nμy mμ c«ng thøc (2.2) ®Þnh nghÜa hμm dirac δ(t) cßn ®−îc viÕt 
thμnh 

D

R 
x(t) 

δ(t)

H×nh 2.2: Hµm lµ ¸nh x¹ tõ D vµo R.
x(0)



 

 29

 xk =x(kTa) = ∫
∞

∞−
− dttxkTt a )()(δ  = ∫

∞

∞−
+ dtkTtxt a )()(δ . (2.4) 

Nh÷ng kh¸i niÖm tæng qu¸t vÒ hμm më réng nãi chung (kh«ng riªng hμm dirac δ(t)) 
b¹n ®äc cã thÓ t×m thÊy trong ch−¬ng 5 cña quyÕn s¸ch nμy. 

2.1.2 M« h×nh hãa qu¸ tr×nh rêi r¹c tÝn hiÖu 

C«ng thøc ®Þnh nghÜa (2.4) ®−îc gäi lμ c«ng thøc trÝch mÉu tÝn hiÖu x(t) t¹i thêi ®iÓm 

t=kTa. Nh»m thèng nhÊt ý nghÜa vÒ ký hiÖu trÝch mÉu tÝn hiÖu x(kTa) cho c¶ hai c¸ch 

viÕt víi hμm dirac δ(t) vμ víi hμm Kronecker k(t) 

 k(t) =
⎩
⎨
⎧

≠ 0khi0
0khi1

  t   

  t=   
 

tøc lμ 

 xk =x (kTa)=k ( t−kTa)x ( t )=k ( t−kTa)x (kTa) ,  

tõ nay vÒ sau c«ng thøc ®Þnh nghÜa (2.4) sÏ ®−îc viÕt l¹i thμnh 

 xk =x (kTa)=δ ( t−kTa)x ( t )=δ ( t−kTa)x (kTa) ,  (2.5) 

trong ®ã phÐp “nh©n” gi÷a hμm dirac δ(t) víi mét hμm th−êng x(t) ph¶i hiÓu lμ phÐp tÝch 
ph©n (2.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

§Ó thu ®−îc d·y c¸c gi¸ trÞ {xk} víi xk =x(kTa), tøc lμ d·y biÓu diÔn c¸c gi¸ trÞ cña tÝn 

hiÖu x(t ) t¹i nh÷ng thêi ®iÓm … , −Ta , 0 , Ta , …  , tõ (2.5) ta cã 

 {xk}:= )()( a
k

kTttx −∑
∞

−∞=
δ =x(t) ∑

∞

−∞=
−

k
akTt )(δ .  (2.6) 

NÕu ký hiÖu xa(t) lμ d·y {xk} vμ sa(t) lμ hμm më réng 

t

sa(t) 

H×nh 2.3:  a) §å thÞ hµm r¨ng l−îc. 

  b) M« h×nh hãa qu¸ tr×nh trÝch mÉu tÝn hiÖu. 

Ta

t 

xa(t) a) b)

Ta 
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 sa(t) = ∑
∞

−∞=
−

k
akTt )(δ ,     (2.7) 

th× viÖc rêi r¹c hãa x(t) thμnh d·y gi¸ trÞ {xk} biÓu diÔn ®−îc qua tÝch 

 {xk}:= xa(t) = x(t)sa(t)     (2.8) 

vμ do ®ã xa(t) còng lμ mét hμm më réng (tÝch cña hμm më réng víi hμm th−êng lμ mét 

hμm më réng). Hμm sa(t) cßn ®−îc gäi lμ hμm r¨ng l−îc (hay hμm rêi r¹c hãa). 

2.1.3 ¶nh Fourier cña hµm më réng 

Cho ®Õn lóc nμy, kh¸i niÖm hμm dirac δ(t) ®· ®−îc tãm t¾t t−¬ng ®èi ®Çy ®ñ, vÒ ®Þnh 
nghÜa, tÝnh chÊt, vμ quan träng h¬n c¶ lμ vÒ c¸c phÐp biÕn ®æi ®−îc x©y dùng trªn ý 
nghÜa hμm më réng. Tuy nhiªn, ®Ó cã thÓ ¸p dông ®−îc chóng vμo viÖc m« t¶ DFT nh− 
mét to¸n tö Fourier liªn tôc trªn D th× vÉn cßn thiÕu kh¸i niÖm vÒ ¶nh Fourier cña hμm 
më réng mμ trong mét vμi tμi liÖu kh¸c nhau cßn ®−îc gäi lμ to¸n tö Fourier më réng. 

Tõ nay vÒ sau ta sÏ thèng nhÊt víi nhau r»ng, khi nãi ®Õn tÝn hiÖu x (t), th× x (t) ®−îc 

hiÓu lμ mét hμm th−êng vμ liªn tôc tõng khóc. NÕu tÝn hiÖu x (t) liªn tôc t¹i Ta th× gi¸ trÞ 

x (Ta) cña tÝn hiÖu x (t) t¹i thêi ®iÓm Ta  theo nghÜa hμm më réng sÏ lμ 

 x (Ta) :=δ ( t−Ta)x ( t )=x (Ta)δ ( t−Ta) .  

B©y giê ta xÐt to¸n tö Fourier. Cho tÝn hiÖu x (t). NÕu x (t) tháa m·n: 

1) ∫
∞

∞−
dttx )(  < ∞ (tøc lμ mét sè h÷u h¹n), 

2) trong mét kho¶ng giíi néi bÊt kú liªn tôc tõng khóc chØ cã h÷u h¹n c¸c ®iÓm cùc trÞ, 

3) t¹i ®iÓm kh«ng liªn tôc t0 tháa m·n 

 x (t0) = 
2
1

[x (t0−0)+ x (t0+0)] 

th× x(t) cã ¶nh Fourier X(jω) x¸c ®Þnh bëi 

 X(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetx tjω)(      (2.9a) 

vμ ng−îc l¹i x(t) còng ®−îc suy ra tõ X(jω) theo 

 x (t) = ∫
∞

∞−
ωω

π
ω dejX tj)(

2
1

.     (2.9b) 

Cã thÓ nhËn thÊy ngay r»ng to¸n tö Fourier lμ mét to¸n tö tuyÕn tÝnh, tøc lμ 
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 a ⋅x ( t)+  b ⋅y ( t)  6  a ⋅X ( jω )+b ⋅Y ( jω ) .  

Còng t−¬ng tù nh− ®èi víi hμm th−êng, ¶nh Fourier Xa(jω) cña hμm më réng xa(t) 

thu ®−îc nhê tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh cña to¸n tö Fourier: 

 Xa(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetx tj
a

ω)( = ∫ ∑
∞

∞−

−
∞

−∞=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− dtekTttx tj

k
a

ωδ )()(  

  = ∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

k

tj
a dtekTttx ωδ )()( , 

vμ cïng víi c«ng thøc ®Þnh nghÜa (2.2) ®−îc: 

 Xa(jω) = ∑ ∫
∞

−∞=

−

∞

∞−

−−
k

kTj

tj
aa

ae

dtekTtkTx
��� 
��� 	�

ω

ωδ )()(  = ∑
∞

−∞=

−

k

kTj
k

aex ω . (2.10) 

Theo (2.10), Xa(jω) lμ mét hμm tuÇn hoμn víi chu kú Ωa=
aT
π2

, tøc lμ 

 Xa( jω )  =  Xa[ j (ω+nΩa) ] ,  

trong ®ã n  lμ sè nguyªn (n∈Z). 

2.1.4 Quan hÖ gi÷a X(jω) vµ Xa(jω) 

Nh− vËy, thay cho kÕt qu¶ lμ t×m ¶nh Fourier X(jω) cña x(t), sau khi thùc hiÖn viÖc 

rêi r¹c hãa ta l¹i chØ thu ®−îc Xa(jω). §Ó cã thÓ tõ  Xa(jω) tÝnh ng−îc ra ®−îc X(jω) th× 

cÇn thiÕt ph¶i x¸c ®Þnh ®−îc mèi quan hÖ gi÷a X(jω) vμ Xa(jω). 

Tr−íc hÕt ta chøng minh hai ®Þnh lý sau. 

§Þnh lý 2.1: 

 δ(t) = ωω
π

dt∫
∞

∞−
) cos(

2
1

=
t
at

a  
)sin(

lim
π∞→

.   (2.11) 

Chøng minh: 

XuÊt ph¸t tõ hai c«ng thøc ®Þnh nghÜa (2.9b) vμ (2.9a) vÒ to¸n tö Fourier ta cã 

   x(0)  = ∫
∞

∞−
ωω

π
djX )(

2
1

= ∫ ∫
∞

∞−

−
∞

∞−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ω

π
ω ddtetx tj)(

2
1

 = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
dttxde tj )(

2
1 ω
π

ω  

vμ sau khi so s¸nh víi (2.2) sÏ ®−îc 
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   δ(t) = ∫
∞

∞−

− ω
π

ω de tj

2
1

. 

Nh−ng v× 

 tje ω− = )sin()cos( tjt ωω −  vμ ∫
∞

∞−
ωω dt)sin( =0  

do hμm sin lμ hμm lÎ, nªn cuèi cïng ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh thø nhÊt: 

   δ(t) = ωω
π

dt∫
∞

∞−
) cos(

2
1

.     (2.12) 

TiÕp tôc, nÕu viÕt (2.11) thμnh 

   δ(t) = ωω
π

dt
a

aa
∫

−∞→
) cos(

2
1

lim =
a

aa t
t

−∞→  2
) sin(

lim
π
ω

 

sÏ cã ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh thø hai.    

§Þnh lý 2.2 (Papoulis): ¶nh Fourier Sa(jω) cña hμm r¨ng l−îc sa(t) ®Þnh nghÜa bëi (2.7) 

còng lμ mét hμm r¨ng l−îc vμ cã d¹ng (h×nh 2.4) 

 Sa(jω) = Ωa ∑
∞

−∞=
Ω−

n
an )(ωδ  

 

 

 

 

 

 

 

Chøng minh: 

Còng l¹i xuÊt ph¸t tõ c«ng thøc ®Þnh nghÜa to¸n tö Fourier th× 

 Sa(jω) = ∑
∞

−∞=

−

n

nTj ae ω       (2.13) 

vμ do ®ã Sa(jω) tuÇn hoμn víi chu kú Ωa=
aT
π2

. Bëi vËy sÏ ®ñ nÕu ta chøng minh ®−îc 

r»ng trong l©n cËn ®iÓm 0 hμm Sa(jω) cã gi¸ trÞ 

  Sa(jω) =Ωaδ(ω).      (2.14) 

¸p dông c«ng thøc tÝnh tæng cña mét cÊp sè nh©n cho (2.13) 

Ωa

ω 

Sa(jω)

H×nh 2.4: ¶nh Fourier cña hµm r¨ng l−îc còng 
lµ hµm r¨ng l−îc. 
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 Sa(jω) = ∑
∞

−∞=

−

n

nTj ae ω = ∑
−=

−
∞→

N

Nn

nTj

N
ae ωlim  

  =

2
 

sin

 )
2
1

sin(
lim

a

a

N T

TN

ω

ω+

∞→
=

2
sin

)(

)
2
1

sin(
lim

a

a

a

a

a

N T
T

T

T

TN

ω
πω

ωδ

πω

ω

���� 
���� 	�
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +

∞→
 

vμ theo c«ng thøc trÝch mÉu (2.5) th× ®iÒu nμy t−¬ng ®−¬ng víi 

 Sa(jω) =

2
 

sin

 
lim) (

0 a

a

T
a T

T
T

a ω
πωωδ

ω →
. 

KÕt hîp cïng tÝnh chÊt (2.3c), suy ra ®−îc 

 Sa(jω) =2π⋅δ(ωTa) =
aT
π2 δ(ω). 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc ph¶i chøng minh.    

Trë vÒ vÊn ®Ò chÝnh lμ x¸c ®Þnh mèi quan hÖ gi÷a X(jω) vμ Xa(jω). Nhí l¹i mét tÝnh 

chÊt cña to¸n tö Fourier liªn tôc lμ ¶nh cña tÝch hai hμm trong miÒn thêi gian chÝnh lμ 

tÝch chËp cña hai ¶nh trong miÒn phøc x(t)y(t)  6 X(jω)*Y(jω), trong ®ã tÝch chËp trong 

miÒn phøc ®−îc ®Þnh nghÜa bëi 

 X(jω)*Y(jω) = ∫
∞

∞−
− ζζωζ

π
djYjX ][ )()(

2
1

, 

th× tõ c«ng thøc (2.8) m« t¶ qu¸ tr×nh trÝch mÉu, ®−îc 

 Xa(jω) = ∫
∞

∞−
− ζζωζ

π
djSjX a ][ )()(

2
1

.   (2.15) 

Thay c«ng thøc cña ®Þnh lý 2.2 vμo (2.15) cã 

 Xa(jω) = ∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω−− ζζωδπζ

π
dn

T
jX a

na
)(

2
)(

2
1

 

  = ∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

Ω−

Ω−−
n

a

a
a

njX

dnjX
T

����� 
����� 	�
][ )(

 )()( 
1

ω

ζζωδζ  

vμ cuèi cïng ta ®i ®Õn ®Þnh lý 2.3: 

§Þnh lý 2.3: Gi÷a ¶nh Fourier Xa(jω) cña xa(t) vμ X(jω) cña x(t) cã mèi quan hÖ 

 Xa(jω) = ∑
∞

−∞=
Ω−

n
a

a
njX

T
][ )(

1 ω .    (2.16) 
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(2.16) lμ c«ng thøc rÊt ®Ñp, m« t¶ quan hÖ gi÷a hai ¶nh Xa(jω), X(jω). ChØ riªng c«ng 

thøc nμy ®· nãi lªn ®−îc hiÖu øng trïng phæ cña DFT vμ b¶n chÊt ®Þnh lý Shannon sÏ 
®−îc ®Ò cËp tíi ngay trong môc tiÕp theo. 

2.1.5 HiÖu øng trïng phæ vµ ®Þnh lý Shannon 

HiÖu øng trïng phæ (aliasing) ®−îc trùc tiÕp nh×n thÊy trong ®Þnh lý 2.3 vμ h×nh 2.5 
biÓu diÔn c«ng thøc (2.16). §ã lμ hiÖn t−îng mμ c¸c thμnh phÇn thõa cña X(jω) cã lÉn 

trong Xa(jω) khi dÞch trôc täa ®é ®Ó thùc hiÖn phÐp céng (2.16). 

 

 

 

 

 

 

 

§Ó lo¹i bá c¸c thμnh phÇn thõa nμy th× tõ c«ng thøc (2.16) cña ®Þnh lý 2.3 cã 

 Ta⋅Xa(jω) = 

��� 
��� 	�
phæ trïng øng hiÖu chÊt nB¶

∑
∞

≠
−∞=

Ω−+

0

][ )()(

n
n

anjXjX ωω  

vμ do ®ã hiÖn t−îng trïng phæ sÏ mÊt nÕu (h×nh 2.6) 

 ∑
∞

≠
−∞=

Ω−

0

][ )(

n
n

anjX ω = 0 , −
2
1 Ωa≤ω  <

2
1 Ωa. (2.17a) 

Trong tr−êng hîp X(jω)=0 khi |ω |>
2
aΩ

th× ®Ó cã (2.17a) ta chØ cÇn chän 

 Ta ≤
aΩ

π2
 

vμ lóc nμy, phæ X(jω) sÏ ®−îc suy ra tõ Xa(jω) mét c¸ch ®¬n gi¶n nh− sau 

 Xa(jω) = )(
1 ωjX

Ta
  khi −

2
1 Ωa≤ω  <

2
1 Ωa. (2.17b) 

Tõ nh÷ng kÕt luËn trªn ta suy ra ®−îc: 

Ωa 

X(jω) Xa(jω) 

ω ω 

a) b)

H×nh 2.5:  a) Phæ X(jω) cña tÝn hiÖu x(t). 

  b) Phæ Xa(jω) cña tÝn hiÖu xa(t), tøc lµ cña d·y {xk}. 
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§Þnh lý 2.4 (Shannon): NÕu phæ X(jω) cña tÝn hiÖu x(t) ®ång nhÊt b»ng 0 ngoμi miÒn giíi néi 

⏐ω⏐≥ 
2
aΩ

, th× víi chu kú trÝch mÉu 

  Ta ≤ 
aΩ

π2
.      (2.18) 

¶nh X(jω) cña x(t) sÏ suy ra ®−îc Xa(jω) cña xa(t)={xk} theo c«ng thøc (2.17b). 

C«ng thøc (2.18) ®−îc gäi lμ chu kú trÝch mÉu Nyquist vμ ®Þnh lý 2.4 trªn, ngoμi tªn gäi 
®Þnh lý Shannon, còng cßn cã mét gäi kh¸c lμ Katelnikov, bëi lÏ Shannon vμ Katelnikov 
®· ®éc lËp víi nhau t×m ra nã. 

 

 

 

 

 
 
 

 

2.1.6 HiÖu øng rß rØ  (leakage) vµ kü thuËt hµm cöa sæ 

MÆc dï ®· rêi r¹c hãa tÝn hiÖu x(t) thμnh d·y {xk}= xa(t), viÖc tÝnh phæ Xa(jω) theo 

c«ng thøc (2.10) 

 Xa(jω) = ∑
∞

−∞=

−

k

kTj
k

aex ω      (2.19) 

vÉn ch−a thÓ thùc hiÖn ®−îc trªn m¸y tÝnh chØ v× mét lý do lμ d·y {xk} cã v« sè sè h¹ng (k 

ch¹y tõ −∞ ®Õn ∞) vμ ®iÒu nμy ®ång nghÜa víi viÖc thêi gian quan s¸t (®o) tÝn hiÖu T ph¶i 
lín v« cïng.  

§Ó cã thÓ cμi ®Æt (2.19) thμnh thuËt to¸n tÝnh Xa(jω) th× cÇn thiÕt ph¶i c¾t bít nh÷ng 

sè h¹ng xk khi k n»m ngoμi kho¶ng quan s¸t [0 ,T ) , hay nãi c¸ch kh¸c ph¶i h÷u h¹n hãa 

thêi gian sèng cña tÝn hiÖu x(t), xa(t): 

 x(t)  6  
⎩
⎨
⎧

<≥
<≤

=
0   hoÆc     khi        0

0   khi   )(
)(~

tTt

Tttx
tx  

⇒ xa(t)  6  [ )⎩
⎨
⎧

∉
<≤

=
Tt

Tttx
tx a

a  , 0   khi        0

0   khi   )(
)(~   

Ωa 

X(jω) Xa(jω) 

ω ω 

a) b)

H×nh 2.6: Gi¶i thÝch ®Þnh lý Shannon−Khatelnikov vµ chu kú trÝch mÉu cña Nyquist. 

Ωa 
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Qu¸ tr×nh h÷u h¹n hãa thêi gian sèng cña tÝn hiÖu x(t), xa(t) thμnh )(~ tx , )(~ txa  theo 

c¸c c«ng thøc trªn cã thÓ m« t¶ ®−îc mét c¸ch rÊt ®¬n gi¶n b»ng c¸ch nh©n chóng víi 
hμm cöa sæ w(t) ®Þnh nghÜa nh− sau (h×nh 2.7) 

 w(t) = [ )⎩
⎨
⎧

∉
<≤

Tt

Tt

 , 0  khi  0
0  khi  1

     (2.20) 

tøc lμ 

 )(~ tx = w( t)x( t)  vμ )(~ txa = w( t)xa ( t) .    (2.21) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sau khi h÷u h¹n hãa thêi gian sèng cña tÝn hiÖu  theo (2.21) vμ ¸p dông c«ng thøc 

(2.19) ®Ó x¸c ®Þnh ¶nh Fourier )(
~ ωjXa  cña )(~ txa  ta cã 

 )(
~ ωjXa  = ∑

=

−
N

k

kTj
k

aex
0

ω ,     (2.22) 

víi N lμ sè nguyªn nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 
aT

T
. 

Nh− vËy, khi h÷u h¹n hãa thêi gian sèng cña xa(t) víi kho¶ng [0,T )  thμnh 

)(~ txa =w(t)xa(t), ta sÏ chØ nhËn ®−îc ¶nh Fourier )(
~ ωjXa  

 )(
~ ωjXa =W(jω)*Xa(jω) = ∫

∞

∞−
− ζζωζ

π
djXjW a ][ )()(

2
1

 

cña )(~ txa chø kh«ng ph¶i Xa(jω) cña xa(t) nh− mong ®îi vμ gi÷a hai ¶nh )(
~ ωjXa , Xa(jω) 

nμy tån t¹i mét sai lÖch ®−îc gäi lμ sai lÖch rß rØ (leakage). Sai lÖch nμy cμng nhá nÕu T 
cμng lín. Tuy nhiªn kh«ng thÓ ¸p dông ph−¬ng ph¸p t¨ng thêi gian qua s¸t T ®Ó gi¶m 
sai lÖch rß rØ, v× nh− thÕ ta sÏ quay trë l¹i bμi to¸n ®Çu lμ thêi gian quan s¸t tÝn hiÖu v« 
cïng lín. 

x(t), xa(t) 

t

)(~ tx , )(~ txa

t

w(t)

T

H×nh 2.7: M« t¶ qu¸ tr×nh h÷u h¹n hãa thêi gian sèng cña tÝn hiÖu. 

Ta 
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Mét gi¶i ph¸p kh¸c ®−îc sö dông ®Ó gi¶m sai sè rß rØ lμ kü thuËt hμm cöa sæ. T− 
t−ëng cña ph−¬ng ph¸p nμy n»m ë m« h×nh h÷u h¹n hãa thêi gian sèng tÝn hiÖu theo 
c«ng thøc (2.21) vμ vÊn ®Ò ®Æt ra lμ ph¶i t×m ®−îc hμm cöa sæ thÝch hîp w(t) sao cho 
b×nh ph−¬ng sai lÖch 

 Q = ∫
∞

∞−
− ωωω djXjX aa

2
)(

~
)(  

®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. §©y chÝnh lμ mét bμi to¸n tèi −u phi tuyÕn [12], [13]. Lêi gi¶i tæng 
thÓ cho bμi to¸n tèi −u trªn ch−a cã, song Geckinli, Yavus ®· ®−a ra trong [5] nh÷ng 
tÝnh chÊt cÇn cã cña nghiÖm tèi −u w*(t) nh− sau: 

1) w*(t+
2
T

) lμ hμm ch½n, kh«ng ©m, 

2) w*(
2
T

) = 1, 

3) khi ®¹o hμm bËc m cña w*(t) kh«ng liªn tôc t¹i mét ®iÓm t ∈[0 ,T ]  nμo ®ã th× c¸c 

®iÓm cùc ®¹i cña ®−êng ®Æc tÝnh tÇn logarit cña w*(t−
2
T

) trong miÒn phøc ph¶i tiÕn 

®Õn 0 víi vËn tèc lín h¬n 6(m+1)dB/dec. 

C¨n cø theo ba tÝnh chÊt trªn ng−êi ta ®· ®−a ra b¶ng c¸c hμm cöa sæ lμm gi¶m sai 
lÖch rß rØ mét c¸ch hiÖu qu¶ th−êng ®−îc sö dông nh− sau: 

a) Xung vu«ng w0(t) =
⎩
⎨
⎧

∉
<≤

),0[  khi  0
0  khi  1

Tt

Tt
 

b) Cosinus w1(t) =

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∉

<≤
−

),0[  khi        0

0  khi  
)

2
( 

cos

Tt

Tt
T

T
tπ

 

c) Bartlett w2(t) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉

<≤−−

),0[  khi        0

0  khi        
2
1

21

Tt

Tt
T
t

 

d) Hanning w3(t) =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

<≤−+

),0[  khi        0

0  khi  
) 2(

cos5,05,0

Tt

Tt
T

Ttπ
 

e) Hamming w4(t) =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

<≤−+

),0[  khi        0

0  khi  
)2(

cos46,054,0

Tt

Tt
T

Ttπ
 

f) Blackman w5(t) =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

<≤−−+

),0[  khi        0

0  khi  
)2(2

cos08,0+
)2(

cos5,042,0

Tt

Tt
T

Tt
T

Tt ππ
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g) Papoulis w6(t) =

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∉

<≤−−
−

),0[  khi        0

0  khi  
)2(

cos
 2 

-1+

)2(
sin

Tt

Tt
T

Tt
T

TtT
Tt

π
π

π

 

h) Parzen w7(t) =

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∉

<≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−

<≤<≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−−−

),0[  khi        0

2
3

4
  khi  

 2
12

4
3

  hoÆc   
4

0  khi  
 2

1
)2(

61

3

2

2

Tt

T
t

T
T

Tt

Tt
TT

t
T

Tt

T

Tt

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sau khi ®· chän ®−îc mét hμm cöa sæ thÝch hîp vμ nh©n víi d·y gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o 

®−îc lμ {xk}=xa(t), gi¸ trÞ tÝn hiÖu cò xk trë thμnh 

 kx~ = xk wi(kTa) víi  i=0,1,  …  ,7    (2.23) 

vμ khi ®ã phæ t×m ®−îc sÏ lμ 

 )(
~ ωjXa  = ∑

−

=

−
1

0

~
N

k

kTj
k

aex ω .     (2.24) 

trong ®ã N lμ sè nguyªn nhá nhÊt kh«ng nhá h¬n 
aT

T
. 

So s¸nh víi hiÖn t−îng trïng phæ mμ ë ®ã sai lÖch trïng phæ cã thÓ ®−îc lo¹i bá hoμn 

toμn cho líp tÝn hiÖu x(t) cã d¶i b¨ng bÞ chÆn b»ng c¸ch chän chu kú trÝch mÉu Ta tháa 

m·n c«ng thøc Nyquist (2.18), mét c©u hái sÏ ®−îc ®Æt ra ë ®©y lμ víi líp tÝn hiÖu nh− 
thÕ nμo th× kh«ng xuÊt hiÖn sai sè rß rØ?. 

§Ó tr¶ lêi c©u hái nμy, tr−íc hÕt ta chøng minh ®Þnh lý sau: 

w0(t)
w3(t)

tt
H×nh 2.8.:  a) Xung vu«ng. 

 b) Hµm Bartlett 

11

T

a) b)

T
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§Þnh lý 2.5: NÕu x(t) lμ mét hμm tuÇn hoμn víi chu kú T th× x(t) biÓu diÔn ®−îc d−íi 
d¹ng 

  x(t) = xT ( t )*sT ( t ) ,     (2.25) 

trong ®ã xT(t) lμ hμm x¸c ®Þnh trong miÒn [0,T )  vμ t¹i ®ã xT(t)= x(t), sT(t) lμ hμm 

r¨ng l−îc víi kho¶ng c¸ch b−íc r¨ng lμ T, nãi c¸ch kh¸c 

  xT ( t )  =
[ )

[ )⎩
⎨
⎧

∉
∈

Tt

Tttx

,0    khi       0
,0    khi    )(

 

vμ sT ( t )  = ∑
∞

−∞=
−

k
kTt )(δ  

Chøng minh: 

XuÊt ph¸t ngay tõ c«ng thøc ®Þnh nghÜa hμm xT(t) ta cã 

   x(t) = ∑
∞

−∞=
−

k
T kTtx )( = ∑ ∫

∞

−∞=

∞

∞−
−−

k
dkTtxT ττδτ )()(  

  = ∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=
−− τδτ

τ

dkTttx

TS
k

T ])()([

)(
�� 
�� 	�

 = ∫
∞

∞−
− τττ dStx TT )()(  

vμ ®ã chÝnh lμ ®iÒu ph¶i chøng minh.     

NÕu x(t) lμ tÝn hiÖu tuÇn hoμn víi chu kú T th× khi rêi r¹c hãa thμnh xa(t), víi chu kú 

lÊy mÉu Ta ®−îc chän sao cho T=NTa ®Ó trong mét chu kú lÊy ®−îc ®óng N mÉu, th× xa(t) 

còng tuÇn hoμn víi chu kú T. Bëi vËy 

 xa(t) = )(*)( tstx TTa
 

víi 
[ )

[ )⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Tt

Tttx
tx a

aT ,0  khi  0

,0  khi  )(
)(  

hay )(tx
aT  lμ d·y h÷u h¹n )(tx

aT ={x0,  x1,  …  ,xN−1} cã N phÇn tö. 

Suy ra 

 Xa(jω) = )()( ωω jSjX TTa
=

��� 
��� 	���� 
��� 	�
)(

1

0

1

0
)(

)( ω

ω δ

ω jS

N

k

T

N

k

kTj
k

T
a

a nt

jX

ex ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω−Ω⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑

−

=

−

=

−  

⇔ Xa(jω)  = Ω ∑
∞

−∞=
Ω

n
T jnX

a
)()( ωδ . 
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Nãi c¸ch kh¸c, Xa(jω) lμ mét hμm rêi r¹c, cã gi¸ trÞ t¹i nh÷ng ®iÓm tÇn sè nΩ, n∈Z. 

Song v× Xa(jω) tuÇn hoμn víi chu kú 

 Ωa=
aT
π2

=NΩ 

nªn cuèi cïng ta còng chØ cÇn x¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ cña Xa(jω) t¹i ω=nΩ víi n=0, " , N−1 

(trong vßng mét chu kú) lμ ®ñ vμ nh÷ng gi¸ trÞ ®ã lμ 

 Xa(jnΩ) = Ω ∑
−

=

Ω−
1

0

N

k

Tjkn
k

aex ,  n=0, " , N−1  (2.26) 

do ®ã kh«ng cÇn thiÕt ph¶i h÷u h¹n hãa thêi gian sèng cho xa(t) v× tæng trªn chØ gåm cã 

h÷u h¹n N sè h¹ng. 

Tæng kÕt l¹i, ta ®i ®Õn kÕt luËn: 

§Þnh lý 2.6: NÕu x(t) lμ mét hμm tuÇn hoμn víi chu kú T vμ x(t) ®−îc rêi r¹c hãa thμnh 

xa(t) víi chu kú lÊy mÉu 
N
T

Ta =  th× ¶nh Fourier Xa(jω) cña xa(t) lμ tæng cña h÷u 

h¹n c¸c sè h¹ng (nªn kh«ng cÇn ph¶i ¸p dông kü thuËt hμm cña sæ vμ do ®ã kh«ng 

xuÊt hiÖn sai sè rß rØ). Ngoμi ra Xa(jω) lμ mét hμm tuÇn hoμn víi chu kú Ωa= NΩ, cã 

gi¸ trÞ rêi r¹c t¹i nh÷ng ®iÓm ω  =nΩ . 

2.1.7 KÕt luËn vÒ DFT vµ thuËt to¸n FFT 

ViÖc tÝnh phæ X(jω) cña tÝn hiÖu x(t) theo thuËt to¸n DFT ®· cho ra kÕt qu¶ )(
~ ωjXa  

mμ gi÷a chóng tån t¹i hai lo¹i sai lÖch sinh ra bëi hiÖu øng trïng phæ (aliasing) vμ hiÖu 
øng rß rØ (leakage). Hai sai lÖch nμy ®· ®−îc ph©n tÝch trong nh÷ng môc trªn th«ng qua 
hμm më réng δ(t). 

§èi víi nh÷ng tÝn hiÖu x(t) tháa m·n gi¶ thiÕt cña ®Þnh lý Shannon, tøc lμ c¸c tÝn 

hiÖu cã d¶i b¨ng bÞ chÆn X(jω)≡0 khi ⏐ω⏐≥ 
2
aΩ

, ta cã thÓ lo¹i bá ®−îc sai lÖch cña hiÖu 

øng trïng phæ b»ng c¸ch chän chu kú trÝch mÉu Ta theo c«ng thøc (2.18) cña ®Þnh lý 

Shannon. 

Víi tÝn hiÖu kh«ng tuÇn hoμn, ®Ó gi¶m sai lÖch cña hiÖu øng rß rØ ta ¸p dông kü 
thuËt hμm cöa sæ b»ng c¸ch chän mét hμm cöa sæ thÝch hîp trong sè c¸c hμm ®· ®−îc 

liÖt kª t¹i môc 2.1.6 thay v× chØ ®¬n gi¶n lμ c¾t bít nh÷ng nh÷ng gi¸ trÞ xk = x(kTa) n»m 

ngoμi kho¶ng thêi gian quan s¸t tÝn hiÖu [0,T ) .  
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Sau khi ®· chän ®−îc chu kú trÝch mÉu vμ hμm cöa sæ, ta biÕn ®æi tÝn hiÖu x(t) thμnh 

)(~ txa . TiÕp theo, ¸p dông c«ng thøc (2.24) ®Ó x¸c ®Þnh )(
~ ωjXa  vμ  tÝch )(

~ ωjXT aa  sÏ 

®−îc xem nh− lμ phæ gÇn ®óng cña x(t). 

C¸c b−íc tÝnh phæ gÇn ®óng )(
~ ωjXa  cña tÝn hiÖu liªn tôc x(t) ®−îc tãm t¾t trong s¬ 

®å ë h×nh 2.9. 

§Ó dÔ nhí c«ng thøc tÝnh )(
~ ωjXT aa  ®−îc xem nh− lμ kÕt qu¶ gÇn ®óng cña X(jω), cã 

thÓ xuÊt ph¸t tõ c«ng thøc ®Þnh nghÜa to¸n tö Fourier (2.9a), trong ®ã dÊu ∫ ®−îc thay 

bëi Σ, dt thay bëi Ta, ®æi x(t) thμnh tÝch xk wk  vμ cã 

 X(jω) ≈ )(
~ ωjXT aa = ∑

−

=

−
1

0

N

k

kTj
kka

aewxT ω . 

B©y giê ta ®i vμo vÊn ®Ò cμi ®Æt thuËt to¸n DFT víi c«ng viÖc chÝnh lμ cμi ®Æt c«ng 
thøc (2.24). Cã thÓ thÊy ngay r»ng viÖc cμi ®Æt trùc tiÕp (2.24) ch−a thÓ ®−îc v× ®Çu ra 

ViÖc trÝch mÉu sÏ sinh 
ra hiÖu øng trïng phæ.

ViÖc h÷u h¹n hãa thêi 
gian sèng cña tÝn hiÖu sÏ 
sinh ra hiÖu øng rß rØ. 

)(~ txa  

t

T

x(t) 

t

xa(t) 

t

Ta

X(jω) 

ω 

Ωa 

Xa(jω) 

ω 

)(
~ ωjXa

ω 

x(t) xa(t)  )(~ txaTrÝch mÉu 
tÝn hiÖu 

H÷u h¹n hãa thêi gian 
sèng cña tÝn hiÖu 

 )(
~ ωjXa  ¸p dông (2.24) 

®Ó tÝnh phæ 

H×nh 2.9: C¸c b−íc thùc hiÖn to¸n tö DFT vµ nguyªn nh©n cña c¸c sai sè. 
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(kÕt qu¶) )(
~ ωjXa  cña nã vÉn cßn lμ mét hμm liªn tôc. Nh»m kh¾c phôc khã kh¨n ®ã, ta 

sÏ kh«ng tÝnh trùc tiÕp )(
~ ωjXa  mμ thay vμo ®ã lμ N

~
 c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c )(

~ ΩjnXa , 

n=0,1,  …  , 1
~ −N  cña nã víi Ω lμ chu kú trÝch mÉu trong miÒn phøc. C«ng thøc (2.24) 

trë thμnh 

 )(
~ ΩjnXa  = ∑

−

=

Ω−
1

0

~
N

k

kTjn
k

aex , n=0,1,  …  ,  1
~ −N  (2.27) 

VËy víi Ω nh− thÕ nμo vμ víi N
~

lín bao nhiªu bao nhiªu th× viÖc cμi ®Æt sÏ thuËn lîi 

mμ kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn kÕt qu¶ tÝnh to¸n?. Tr−íc hÕt, cã thÓ thÊy ngay r»ng N
~

cμng 

lín vμ Ω cμng nhá th× cμng tèt, song do cã kÕt luËn r»ng )(
~ ωjXa  tuÇn hoμn víi chu kú 

Ωa nªn thùc chÊt chØ cÇn c¸c gi¸ trÞ )(
~ ΩjnXa  trong mét chu kú lμ ®ñ vμ sÏ lμ ®ñ ®Ó cã 

N
~

gi¸ trÞ cña )(
~ ΩjnXa  trong mét chu kú khi 

 Ω =
a

a

TNN
~
2

~
π=

Ω
.      (2.28) 

Bëi vËy hiÖu qu¶ c«ng viÖc tÝnh to¸n chØ phô thuéc vμo mét m×nh N
~

vμ víi N
~

 cμng lín, 

kÕt qu¶ cμng tèt.  

ThuËt to¸n Fourier nhanh (®−îc viÕt t¾t thμnh FFT) lμ mét thuËt to¸n ®Æc biÖt ®Ó 
thùc hiÖn nhanh c«ng thøc (2.27). ThuËt to¸n FFT do Cooley vμ Tukey t×m ra n¨m 1965. 
Tõ ®ã tíi nay thuËt to¸n ®· ®−îc bæ sung, ph¸t triÓn thªm rÊt nhiÒu vμ ®a d¹ng. 

VÒ ý nghÜa thùc tÕ cña thuËt to¸n FFT, Bergland ®· nhËn xÐt rÊt ”kinh tÕ” trong [2] 
nh− sau: “The fast Fourier transform algorithm can reduce the time involved in finding a 
discret Fourier transform from several minutes to less than a second and lower the cost 
from several dolars to several cents”. 

Sau ®©y, ta sÏ lμm quen víi thuËt to¸n FFT thêi khai sinh do Cooley vμ Tukey t×m ra 
cho tr−êng hîp 

N= N
~

=2p , víi p∈N, 

hay N= N
~

 lμ mét sè nguyªn lòy thõa cña 2. C¸c d¹ng kh¸c cña FFT cho nh÷ng gi¸ trÞ N, 

N
~

 bÊt kú, ®äc gi¶ quan t©m cã thÓ t×m thÊy ë tμi liÖu [3] cña Brigham. 

Khi cã N= N
~

th× TNTTN aa ==~
vμ do ®ã víi (2.28) c«ng thøc (2.27) cña DFT sÏ lμ 

 )(
~ ΩjnXa  = ∑

−

=

−1

0

2
~

N

k

nk
N

j
kex

π

, n=0,1,  …  ,  N−1  (2.29) 



 

 43

H·y xÐt (2.29) nh− lμ mét ®a thøc P0(q0) bËc N−1 cña biÕn q0= N
j

e
π2−

vμ c¸c hÖ sè kx~ , 

k =0,1,  …  ,  N−1: 

 P0(q0) ∑
−

=
=

1

0
0

~
N

k

k
kqx ,      (2.30) 

vËy N c¸c gi¸ trÞ )(
~ ΩjnXa , n=0,1,  …  ,  N−1 cña  cho )(

~ ωjXa  trong mét chu kú ®−¬ng 

nhiªn ®−îc x¸c ®Þnh tõ P0(q0) qua 

 )(
~ ΩjnXa = P0 )( 0

nq .      (2.31) 

§Þnh lý 2.5: BiÕn sè q0 trong c«ng thøc (2.31) lμ nghiÖm phøc cña ph−¬ng tr×nh xN=1 vμ 

®−îc gäi lμ nghiÖm bËc N cña ®−êng trßn ®¬n vÞ, tháa m·n c¸c tÝnh chÊt sau: 

a)  q0 ≠ 0 ; Nq0
 = 1 vμ ∑

−

=

1

0
0

N

k

nkq = 0;  ∀n∈Z. 

b)  nÕu N=2m víi m∈N th× nq0− = mnq +
0  vμ 2

0q ; còng lμ nghiÖm phøc bËc m cña 

®−êng trßn ®¬n vÞ. 

Chøng minh: 

Do Nq0 = π2je− = cos(2π)−jsin(2π) = 1 nªn hiÓn nhiªn q0 lμ nghiÖm phøc bËc N cña ®−êng 

trßn ®¬n vÞ vμ q0 ≠ 0. Thay c«ng thøc cña q0 vμo tæng trªn ta ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh 

thø nhÊt 

 0
1

1
1
1

0

2

0

0
1

0
0 =

−
−=

−
−

=
−−

=
∑ n

jnnNN

k

nk

q

e
q

q
q

π
. 

MÆt kh¸c, do 

 mq0 = )sin()cos(
2

πππ
π

jee jN
m

j
−== −−

= −1 

nªn 

 mnn qq +=− 00  

Bëi vËy víi 

 10
2
0 == Nnnm qq  

th× nq2
0

 còng lμ nghiÖm phøc bËc m cña ®−êng trßn ®¬n vÞ vμ ®ã chÝnh lμ ®iÒu ph¶i 

chøng minh thø hai.       
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Dùa vμo ®Þnh lý trªn, víi ®iÒu kiÖn N=2m; m∈N, ta sÏ t¸ch P0(q0) (®−îc gäi lμ ®a 

thøc mÑ) cña (2.30) thμnh hai ®a thøc (gäi lμ c¸c ®a thøc con) P00(q1) bËc m−1 gåm c¸c 
biÕn bËc ch½n vμ P01(q1) còng cã bËc m−1 gåm c¸c biÕn bËc lÎ nh− sau: 

 P0(q0) = ∑∑
−

=

+
+

−

=
+

1

0

12
012

1

0

2 
02

~~
m

n

k
k

m

k

k
k qxqx  

  = ∑∑
−

=
+

−

=
+

1

0
1120

1

0
12

~~
m

k

k
k

m

k

k
k qxqqx  (q1 = q0

2) 

  = P00(q1) + q0P01(q1).     (2.32) 

Sè 0 ®Çu trong chØ sè 00 vμ 01 cña P00(q1) vμ P01(q1) x¸c ®Þnh r»ng P00(q1), P01(q1) cïng 
®−îc t¸ch ra tõ ®a thøc gèc P0(q0). C¸c sè 0 vμ 1 sau ®ã trong chØ sè 00 vμ 01 ®−îc dïng 
®Ó ph©n biÖt hμm ®a thøc t¸ch ra lμ ch½n hay lÎ. 

§Þnh lý 2.6: Nh÷ng gi¸ trÞ P0 )( 0
nq , n=0,1,  …  ,  N−1 cña ®a thøc mÑ P0(q0) ®−îc x¸c ®Þnh 

tõ hai ®a thøc con P00(q1) vμ P01(q1)  theo c«ng thøc cã cÊu tróc ”h×nh b−ím” 
(Butterfly) nh− sau: 

 P0 )( 0
nq = P00 )( 1

nq  + nq0 P01 )( 1
nq     (2.33a) 

          P0 )( 0
mnq +  = P00 )( 1

nq − nq0 P01 )( 1
nq , n=0,1,  …  ,m−1. (2.33b) 

Chøng minh: 

Tõ (2.32) cã ngay ®−îc ®¼ng thøc thø nhÊt. 

§¼ng thøc thø hai ®−îc suy ra tõ tÝnh chÊt mnn qq +=− 00 nh− sau: 

  P0 )( 0
mnq + = P0 )( 0

nq− = P00 )( 1
nq − nq0 P01 )( 1

nq  

v× 2
01 qq =  

vμ ®ã chÝnh lμ ®iÒu ph¶i chøng minh.     

DÔ thÊy r»ng khi ®· cã P00 )( 1
nq  vμ P01 )( 1

nq , n=0,1,  …  ,m−1 th× víi (2.33) sè c¸c 

phÐp tÝnh nh©n phøc ph¶i thùc hiÖn ®Ó x¸c ®Þnh P0 )( 0
nq = )(

~ ΩjnXa , n=0,1,  …  ,N−1  sÏ 

chØ b»ng mét nöa so víi khi ¸p dông trùc tiÕp (2.31). Cô thÓ ë ®©y th× sè c¸c phÐp nh©n 

phøc ph¶i thùc hiÖn ®Ó tÝnh )(
~ ΩjnXa  chÝnh lμ nq0 P01 )( 1

nq , n=0,1,  …  ,m−1. Th«ng qua 

viÖc gi¶m mét nöa sè c¸c phÐp tÝnh nh©n phøc mμ tèc ®é tÝnh to¸n ®−îc t¨ng lªn gÊp 
®«i. 

TiÕp tôc, nÕu nh− m=2s, hay N=4s th× l¹i cã thÓ ph©n tÝch hai ®a thøc P00(q1) vμ 
P01(q1) thμnh tæng c¸c ®a thøc bËc thÊp h¬n, cô thÓ lμ bËc s−1, theo ®óng nguyªn lý ®· 
lμm víi P0(q0) nh− sau: 
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 P00(q1) = P000(q2) + q1P001(q2) 

 P01(q1) = P010(q2) + q1P011(q2),  (q2 = q1
2 = q0

4). 

C¸c gi¸ trÞ P00(
nq1 ), P01(

nq1 ), n=0,1,  …  ,s−1 còng sÏ ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch t−¬ng 

tù nhê c¸c ®a thøc con P000(
nq2 ), P001(

nq2 ), P000(
nq2 ) vμ P001(

nq2 ) theo c«ng thøc Butterfly 

 P00(
nq1

 ) = P000(
nq2 ) + 1

nq P001(
nq2

 )   (2.34a) 

       P00(
snq +

1
 ) = P000(

nq2 ) − 1
nq P001(

nq2
 )    (2.34b) 

vμ 

 P01(
nq1

 ) = P010(
nq2 ) + 1

nq P011(
nq2

 )    (2.34c) 

       P01(
snq +

1
 ) = P010(

nq2 ) − 1
nq P011(

nq2
 ).    (2.34d) 

Tæng qu¸t lªn cho tr−êng hîp N= 2lL, L>1 th× t¹i b−íc t¸ch ®a thøc thø l tõ ®a thøc 

mÑ )( lb qP… , trong ®ã b=0 hoÆc 1, sÏ cã c¸c ®a thøc con )( 10 +lb qP…  vμ )( 11 +lb qP… , 

2
1 ll qq =+  cã bËc L−1. Nh÷ng gi¸ trÞ )( n

lb qP… , cña c¸c ®a thøc mÑ còng ®−îc x¸c ®Þnh tõ 

c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng cña nh÷ng ®a thøc con theo c«ng thøc Butterfly: 

 )( n
lb qP… = )( 10

n
lb qP +… + )( 11

n
lb

n
l qPq +… ,    (2.35a) 

 )( Ln
lb qP +

…  = )( 10
n
lb qP +… − )( 11

n
lb

n
l qPq +… , n=0,  …  ,L−1 (2.35b) 

Khi pN 2= , ta thay L=2 vμ l=p−1 vμo (2.35) vμ thu ®−îc c«ng thøc Butterfly cho 

b−íc t¸ch ®a thøc thø p−1. §©y còng lμ b−íc t¸ch ®a thøc cuèi cïng v× c¸c ®a thøc con 

)(0 pb qP… vμ )(1 pb qP…  lóc nμy ®Òu lμ nh÷ng ®a thøc bËc nhÊt. 

Sau khi ®· cã ®−îc nh÷ng gi¸ trÞ )(0
n
pb qP… , )(1

n
pb qP… , n=0, 1 cña 12 −p ®a thøc con 

t¹i b−íc t¸ch ®a thøc cuèi cïng, ta ¸p dông (2.35) ®Ó t×m nh÷ng gi¸ trÞ )( 1
n
pb qP −… cña 

22 −p ®a thøc mÑ )( 1−pb qP… .  TiÕp tôc, l¹i sö dông c«ng thøc Butterfly ®Ó t×m gi¸ trÞ c¸c 

®a thøc mÑ cña c¸c ®a thøc )( 1−pb qP… . Qu¸ tr×nh trªn sÏ ®−îc thùc hiÖn ng−îc l¹i víi 

quy tr×nh t¸ch ®a thøc cho tíi khi x¸c ®Þnh ®−îc c¸c gi¸ trÞ cña ®a thøc gèc P0(q0) øng víi 

b−íc t¸ch ®a thøc ®Çu tiªn. Theo (2.31) th× ®ã chÝnh lμ N gi¸ trÞ )(
~ ΩjnXa , n=0,1,  …  ,  

N−1 cÇn t×m. Sè c¸c phÐp tÝnh nh©n phøc ph¶i thùc hiÖn ®Ó x¸c ®Þnh )(
~ ΩjnXa  gi¶m 

xuèng cßn 2pN thay v× 2~
NNN =⋅ so víi khi tÝnh trùc tiÕp tõ (2.29). 

Trªn ®©y lμ néi dung thuËt to¸n FFT. ThuËt to¸n FFT ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh nh÷ng 
hμm chuÈn trong c¸c ch−¬ng tr×nh tiÖn dông. VÝ dô nh− trong Toolbox Signalprocessing 
hay Identification cña MatLab. C¸ch sö dông chóng còng rÊt ®¬n gi¶n, ta chØ cÇn gäi 
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hμm ®ã víi gi¸ trÞ ®Çu vμo lμ d·y { kx~ }, k=0,1, … , N−1. §Çu ra cña hμm sÏ lμ d·y kÕt 

qu¶ { )(
~ ΩjnXa }, n=0, 0,1, … , N−1. 

VÝ dô 1:  T×m ¶nh Fourier cña d·y { kx~ }={1,2,3,4,5,6,7,8} theo c«ng thøc (2.29). 

§Æt 

 P0(q0) = ∑
=

7

0
0

~
k

k
kqx = 7

0
6
0

5
0

4
0

3
0

2
00 87654321 qqqqqqq +++++++ , 

trong ®ã q0= 4
π

j
e

−
=

2
2

2
2

j− . 

B−íc 1: T¸ch ®a thøc 

 P00(q1) =
3
1

2
11 7531 qqq +++ , P01(q1) =

3
1

2
11 8642 qqq +++  

víi q1 = q0
2= 2

π
j

e
−

= j− . 

TiÕp tôc t¸ch P00(q1) vμ P01(q1) thμnh 

P000(q2) =1+5q2 , P001(q2) =3+7q2 , P010(q2) =2+6 q2 , P011(q2) =4+8 q2 , 

víi q2 = q1
2
 = q0

4= πje− =−1 

B−íc 2: TÝnh gi¸ trÞ 

P000(q2
0) =6, P000(q2) =−4, P001(q2

0) =10, P001(q2) =−4, 

P010(q2
0) =8, P010(q2) =−4, P011(q2

0) = 12, P011(q2) =−4. 

¸p dông c«ng thøc Butterfly: 

P00(
0
1q )=P000(

0
2q )+ q1

0P001(q2
0)=16, P00(

2
1q )=P000(

0
2q )− q1

0P001(
0
2q )=−4, 

P00(q1)=P000(q2)+q1P001(q2)=−4+4j, P00(
3
1q )=P000(q2)−q1P001(q2)= −4−4j, 

P01(
0
1q )=P010(

0
2q )+q1

0P011(q2
0)=20, P01(

2
1q )=P010(

0
2q )− q1

0P011(
0
2q )=−4, 

P01(q1)=P010(q2)+q1P011(q2)= −4+4j, P01( q1
3 )=P010(q2)−q1P011(q2)= −4−4j. 

¸p dông tiÕp c«ng thøc Butterfly lÇn n÷a ta sÏ thu ®−îc kÕt qu¶ 

)0(
~

aX =P0(
0
0q ) = P00(

0
1q )+ 0

0q P01(
0
1q ) = 36 

)4(
~ ΩaX =P0(q0

4) = P00(
0
1q )− 0

0q P01(
0
1q ) = −4 

)(
~ ΩaX =P0(q0) = P00(q1)+q0P01(q1) = −4+(4+4 2 )j 

)5(
~ ΩaX =P0(q0

5) = P00(q1)−q0 P01(q1) = −4+(4−4 2 )j 

)2(
~ ΩaX =P0(q0

2) = P00(q1
2)+ 2

0q P01(q1
2) = −4+4j 

)6(
~ ΩaX =P0(q0

6) = P00(q1
2)− 2

0q P01(q1
2) = −4−4j 
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)3(
~ ΩaX =P0(q0

3) = P00(q1
3)+ 3

0q P01(q1
3)  = −4+(4 2 −4) j 

)7(
~ ΩaX =P0(q0

7) = P00(q1
3)− 3

0q P01(q1
3) = −4−(4+4 2 )j.      

D−íi ®©y lμ ch−¬ng tr×nh con fft() viÕt b»ng ng«n ng÷ C m« t¶ viÖc cμi ®Æt thuËt 

to¸n trªn ®Ó tham kh¶o. Ch−¬ng tr×nh con fft() cã c¸c biÕn h×nh thøc lμ 

a) Nexp chøa sè mò lòy thõa 2 cña N, víi N lμ ®é dμi cña d·y tÝn hiÖu vμo { kx~ }, 

k=0,1,  …  ,  N−1, tøc lμ Nexp =log2N. 

b) Con trá x chØ vμo ®Çu m¶ng x[] chøa d·y gi¸ trÞ ®Çu vμo { kx~ }, k=0,1,  …  ,  N−1,  

theo thø tù x[0]= 0
~x , … , x[N-1]= 1

~
−Nx . Nh− vËy m¶ng x[] ph¶i cã c¸c phÇn 

tö phøc vμ cã ®é dμi Ýt nhÊt lμ 2Nexp. 

C¸c gi¸ trÞ )(
~ ΩjnXa , n=0,1,  …  ,  N−1 tÝnh ®−îc sÏ ®−îc ch−¬ng tr×nh con fft() 

ghi l¹i vμo m¶ng x[] còng theo thø tù x[0]= )0(
~

aX , … , x[N-1]= ))1((
~ Ω−NjXa . Nh− 

vËy sau khi thùc hiÖn xong d·y { kx~ } sÏ bÞ xãa vμ thay vμo ®ã lμ kÕt qu¶ { )(
~ ΩjnXa }. 

M¶ng x[] cña hμm fft() võa chøa c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo { kx~ }, võa chøa c¸c gi¸ trÞ ®Çu 

ra { )(
~ ΩjnXa } cña thuËt to¸n nªn nã ph¶i lμ m¶ng c¸c sè phøc. 

void fft(int Nexp,complex *x) 
{ 
 int N=pow(2.,Nexp),N1=Nexp,N2,k,l,p,m,i; 
 complex s,wp; 
 N2=N; 
 for (l=0;l<Nexp;l++) 
 { 
  N1--; 
  N2=N2/2; 
  for (k=0;k<N;k+=N2) 
  { 
   m=k/pow(2.,(double)N1); 
   p=ibr(m,Nexp); 
   wp=exp(complex(0.,-M_PI*2*p/N)); 
   for (i=0;i<N2;i++) 
   { s=x[k+N2]*wp; 
    x[k+N2]=x[k]-s; 
    x[k++]=x[k]+s; 
   } 
  } 
 } 
 for (k=0;k<N;k++) 
 { 
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  i=ibr(k,Nexp); 
  if (i>k){ s=x[k]; x[k]=x[i]; x[i]=s;} 
 } 
} 

Ch−¬ng tr×nh fft() trªn sö dông mét hμm con ibr() cã nhiÖm vô t¸ch ®a thøc vμ 

sau ®ã s¾p xÕp l¹i m¶ng gi¸ trÞ { )(
~ ΩjnXa } tÝnh ®−îc. Hμm con ibr() cã hai biÕn vμo: 

a) index chøa chØ sè cò cña gi¸ trÞ kx~  lμ k trong m¶ng x[]. 

b) Nexp chøa sè mò lòy thõa 2 cña N, tøc lμ Nexp =log2 N. 

Hμm ibr() tr¶ vÒ chØ sè míi ph¶i cã cña gi¸ trÞ kx~  trong m¶ng x[]. 

int ibr(int index, int Nexp) 
{ int k=0,i,j=index; 
 for (i=0;i<Nexp;i++) 
 { 
  k=2*k+(j%2); 
  j=j/2; 
 } 
 return (k); 
} 

VÝ dô 2:  Ta sÏ thùc hiÖn l¹i vÝ dô 1, nh−ng lÇn nμy sö dông hμm fft(). Tr−íc tiªn viÕt 

ch−¬ng tr×nh t¹o d·y ®Çu vμo gåm 8 gi¸ trÞ { kx~ }={1,2,3,4,5,6,7,8} nh−ng ph¶i lμ c¸c gi¸ 

trÞ phøc cho m¶ng x[] vμ sau ®ã gäi hμm fft(): 

void main() 
{ 
 complex *x; 
 int i,Nexp=3,N=8; 
 x=new complex [N]; 
 for (i=0;i<N;i++) x[i]=complex(double (i+1)); 
 fft(Nexp,x); 
 for (i=0;i<N;i++) 
  printf("\nx[%d]=(%f,%f)",i,real(x[i]),imag(x[i])); 
 delete [] x; 
 getch(); 
} 

Ch−¬ng tr×nh sÏ cho ra kÕt qu¶: 

 x[0]=(36.000000,0.000000) 

 x[1]=(-4.000000,9.656854) 

 x[2]=(-4.000000,4.000000) 

 x[3]=(-4.000000,1.656854) 

 x[4]=(-4.000000,0.000000) 
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 x[5]=(-4.000000,-1.656854) 

 x[6]=(-4.000000,-4.000000) 

 x[7]=(-4.000000,-9.656854) .        

KÕt hîp fft() cïng víi kü thuËt hμm cöa sè nh»m lμm gi¶m sai sè rß rØ vμ quan hÖ 

(2.17b) ta sÏ cã ®−îc hμm dft() viÕt trªn C cho sau ®©y ®Ó phôc vô viÖc tÝnh ¶nh 

Fourier X(jnΩλ) cña mét tÝn hiÖu x(t) tõ d·y c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu xk = x(kTa), k = 0, 1, … , 

N−1 cña nã. Hμm dft() cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá x chØ ®Çu m¶ng sè thùc x[] chøa c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc xk = x(kTa), 

víi k = 0, 1, … , N−1. 

b) Ta chøa h»ng sè thêi gian trÝch mÉu tÝn hiÖu Ta . 

c) N lμ sè c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu xk = x(kTa) ®o ®−îc. 

d) w lμ chØ sè hμm cöa sæ ®−îc sö dông ®Ó lμm gi¶m sai sè rß rØ. §©y chÝnh lμ chØ sè i 

cña wi(t) cho trong môc 2.1.6, bëi vËy i chØ cã nghÜa khi n»m trong kho¶ng 0≤ i≤7. 

NÕu gi¸ trÞ cña w n»m ngoμi kho¶ng [0,7] hμm dft() sÏ sö dông hμm cöa sæ 

xung vu«ng w0(t). 

e) Con trá X chØ ®Çu m¶ng sè phøc X[] chøa c¸c gi¸ trÞ ¶nh Fourier X(jnΩλ), n=0,1, 

… , λ tÝnh ®−îc víi Ωλ=
aTλ

π2
trong ®ã λ ph¶i lμ sè nguyªn d¹ng lòy thõa cña 2 

kh«ng nhá h¬n N ®Ó phï hîp víi ch−¬ng tr×nh con fft(). Hμm dft() tÝnh ¶nh 

Fourier cña d·y {xk} gåm λ phÇn tö vμ c¸c phÇn tö xk cã chØ sè k tõ N ®Õn λ−1 

®−îc g¸n b»ng 0 sau ®ã cÊt kÕt qu¶ vμo m¶ng X[] cã ®é dμi Ýt nhÊt lμ λ.  

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ λ lμ ®é dμi cña m¶ng X[] chøa kÕt qu¶ X(jnΩλ). Néi dung cña 

m¶ng ®Çu vμo x[] kh«ng bÞ thay ®æi. 

int dft(double *x, double Ta, int N, int w, complex *X) 
{ 
 int i,k,p,Nexp=0; 
 double T=Ta*N,s,t; 
 k=N/2; 
 for (i=0;i<=k;i++) 
 { 
  t=Ta*(double)(i-k); 
  s=fw(w,t,T); 
  X[i]=complex(x[i]*s*Ta); 
  if((i>0)&&(i!=(p=(N-i)))) X[p]=complex(x[p]*s*Ta); 
 } 
 while ((k=pow(2.,Nexp))<N) Nexp++; 
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 for (i=N;i<k;i++) X[i]=complex(0.); 
 fft(Nexp,X); 
 return(k); 
} 

Hμm dft() trªn sö dông thªm hμm con fw() cã nhiÖm vô phô gióp viÖc t¹o d·y 

{ kx~ } tõ d·y gi¸ trÞ c¸c tÝn hiÖu {xk} ®· cho trong m¶ng x[] theo c«ng thøc 

 kx~ = xkwi(kTa) 

b»ng c¸ch x¸c ®Þnh wi(t+ 2
T

) khi ®· biÕt chØ sè i, thêi gian t vμ kho¶ng thêi gian sèng T 

cña tÝn hiÖu. Hμm cã c¸c biÕn h×nh thøc 

a) w chøa chØ sè hμm cöa sæ ®−îc sö dông. Néi dung cña w  lμ mét sè trong kho¶ng 

[0,7]. NÕu gi¸ trÞ cña w lín h¬n 7, hμm fw() sÏ sö dông hμm cöa sæ w0(t). 

b) t lμ gi¸ trÞ thêi gian. 

c) T chøa gi¸ trÞ T x¸c ®Þnh suppwi(t)=(0, T) −xem thªm hμm cöa sæ ë môc 2.1.7. 

Hμm fw() tr¶ vÒ gi¸ trÞ s = wi(t+ 2
T

) tÝnh ®−îc. 

double fw(int w, double t, double T) 
{ 
 double s; 
 switch(w) 
 { 
  case 1: s=cos(t*M_PI/T); break; 
  case 2: s=1.-2.*fabs(t)/T; break; 
  case 3: s=0.5+0.5*cos(t*2*M_PI/T); break; 
  case 4: s=0.54+0.46*cos(t*2*M_PI/T); break; 

 case 5: s=0.42+0.5*cos(t*2*M_PI/T)+0.08*cos(t*M_PI*4/T); 
     break; 
  case 6: s=fabs(sin(t*M_PI*2/T)/M_PI)+1.- 
      2.*fabs(t/T)*cos(t*M_PI*2/T); 
     break; 
      case 7: if(fabs(t)<(T/4)) s=1.-24.*t*t*(1.- 
      2.*fabs(t/T)/(T*T)); 
     else s=2.*pow(1.-2.*fabs(t/T),3.); break; 
  default: s=1.; 
 } 
 return(s); 
} 
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2.1.8 To¸n tö DFT ng−îc 

Môc 2.1.7 ®· tr×nh bμy thuËt to¸n FFT ®−îc dïng ®Ó tÝnh nhanh c¸c gi¸ trÞ 

{ )(
~ ΩjnXa } tõ d·y { kx~ }, k=0,1,  …  ,  N−1 theo c«ng thøc 

 )(
~ ΩjnXa  = ∑

−

=

−1

0

2
~

N

k

nk
N

j
kex

π

, n=0,1,  …  ,  N−1, 

trong ®ã kx~  lμ mÉu tÝn hiÖu x(t) t¹i thêi ®iÓm t= kTa ®· ®−îc nh©n víi gi¸ trÞ hμm cöa sæ 

w(kTa) còng t¹i thêi ®iÓm ®ã theo (2.23) nh»m lμm gi¶m sai sè rß rØ: 

 kx~ = xkw(kTa)  

KÕt hîp víi thuËt to¸n FFT mμ cô thÓ lμ hμm fft(), hμm dft() cho trong môc 2.1.7 cã 

nhiÖm vô tÝnh 

 X(jnΩ) ≈ )(
~ ΩjnXT aa  

vμ nã ®−îc xem nh− lμ c«ng thøc tÝnh gÇn ®óng cña to¸n tö Fourier 

 X(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetx tjω)(      (2.36) 

Bμi to¸n ng−îc ®−îc xÐt ë ®©y lμ t×m x(t) tõ c¸c gi¸ trÞ phæ ®· cã cña nã X(jnΩ), 

n=0,1,  …  ,  N−1, trong ®ã X(jnΩ) lμ gi¸ trÞ cña X(jω) t¹i ®iÓm tÇn sè ω=nΩ=
aNT

nπ2
, tøc 

lμ x¸c ®Þnh 

 x(t) = ∫
∞

∞−
ωω

π
ω dejX tj)(

2
1

     (2.37) 

Thay ω’=−ω  vμo (2.37) 

 x(t) = ∫
∞

∞−

−− ')'(
2
1 ' ωω
π

ω dejX tj     (2.38) 

råi so s¸nh víi (2.36) th× thÊy ngoμi h»ng sè 
π2
1

 chóng cã cÊu tróc hoμn toμn t−¬ng tù. 

Cô thÓ lμ vai trß cña x(t) trong (2.36) th×  nay trong (2.38) ®−îc thay bëi 

 X(−jω') = )'( ωjX  

cßn X(jω) trong (2.36) th× l¹i ®−îc thay b»ng x(t). Do ®ã, nÕu lý luËn nh− ®· lμm víi DFT 
ta sÏ ®i ®Õn c«ng thøc tÝnh xÊp xØ cho x(t) nh− sau 

 x(kTa) ≈ ∑
−

=

−
ΩΩΩ 1

0

2

)()(
2

N

n

kn
N

j
ejnXnw

π

π
= ∑

−

=

−1

0

2
~1 N

n

kn
N

j
n

a
eX

NT

π

 (2.39) 
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trong ®ã w(ω) lμ hμm cöa sæ trong miÒn phøc nh»m lμm gi¶m sai sè rß rØ cña phÐp tÝnh 

Fourier ng−îc vμ )()(
~ ΩΩ= jnXnwXn . 

Kh«ng kÓ h»ng sè 
aNT

1
th× (2.39) chÝnh lμ c«ng thøc cña DFT (2.29) víi d·y c¸c gi¸ 

trÞ ®Çu vμo: 

 { )()( ΩΩ jnXnw }, n=0,1,… ,  N−1. 

Nãi c¸ch kh¸c, thuËt to¸n FFT hay hμm fft() kh«ng nh÷ng cã t¸c dông ®Ó tÝnh 

{ )(
~ ΩjnXa } tõ d·y { kx~ } mμ cßn cã thÓ ®−îc dïng ®Ó x¸c ®Þnh  ng−îc kx~ tõ d·y c¸c gi¸ 

trÞ liªn hîp 

 )()(
~ ΩΩ= jnXnwXn  

cña ¶nh Fourier cña nã. 

¸p dông kÕt qu¶ thu ®−îc ë trªn, ta ®i ®Õn thuËt to¸n sö dông FFT cho viÖc tÝnh 

ng−îc gi¸ trÞ x(kTa) cña tÝn hiÖu x(t) nh− sau: 

1) T¹o d·y { )()( ΩΩ jnXnw }, n=0,1, … , N−1 tõ c¸c gi¸ trÞ phæ X(jnΩ)  cña tÝn hiÖu. 

2) Gäi hμm fft() víi ®Çu vμo võa t¹o. KÕt qu¶ ®Çu ra sÏ lμ  d·y N−1 c¸c gi¸ trÞ kx~ ,  

k=0,1, … , N−1. 

3) TÝnh x(kTa) ≈
a

k

NT
x~

, k=0,1, … , N−1 víi  Ta=
ΩN
π2

 

ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh ch−¬ng tr×nh con invdft() viÕt trªn C cho 

d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Ch−¬ng tr×nh con nμy cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Ta lμ chu kú lÊy mÉu tÝn hiÖu. Tøc lμ d·y gi¸ trÞ ®Çu vμo {X(jnΩ)}, n=0,1,  …  ,  

N−1, sÏ cã Ω =
aNT

π2
. 

b) Nexp chøa sè mò lòy thõa 2 cña N. Nh− vËy d·y tÝn hiÖu vμo {X(jnΩ)} cña 

ch−¬ng tr×nh sÏ cã ®é dμi lμ N=2Nexp. 

c) w x¸c ®Þnh hμm cöa sæ ®−îc sö dông nh»m gi¶m sai sè rß rØ cña kü thuËt DFT. 

Néi dung cña w lμ chØ sè 0≤ i≤7 cña wi(t) cho trong môc 2.1.6. NÕu gi¸ trÞ cña w 

n»m ngoμi kho¶ng [0,7] ch−¬ng tr×nh sÏ sö dông hμm cöa sæ xung vu«ng w0(t). 

d) Con trá x chØ ®Çu m¶ng sè phøc x[] chøa d·y gi¸ trÞ ®Çu vμo {X(jnΩ)}, n=0,1,  

…  ,  N−1,  theo thø tù x[0]=X(0), … , x[N-1]= X(j(N−1)Ω). M¶ng x[] ph¶i cã ®é 

dμi Ýt nhÊt lμ 2Nexp. 
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D·y kÕt qu¶ {x(kTa)}, k=0,1,  …  ,  N−1 sÏ ®−îc ch−¬ng tr×nh invdft() ghi l¹i vμo 

m¶ng x[]. Nãi c¸ch kh¸c, sau khi thùc hiÖn ch−¬ng tr×nh thùc hiÖn xong, d·y {X(jnΩ)} 

sÏ bÞ xãa vμ thay vμo ®ã lμ d·y kÕt qu¶ {x(kTa)}. 

void invdft(double Ta, int Nexp, int w, complex *x) 
{ 
 int i,k,p,N=pow(2,Nexp); 
 double T=Ta*N,s,t; 
 k=N/2; 
 for (i=0;i<=k;i++) 
 { 
  t=Ta*(double)(i-k); 
  s=fw(w,t,T); 
  x[i]=conj(x[i])*s/T; 
  if((i>0)&&(i!=(p=(N-i)))) x[p]=conj(x[p])*s/T; 
 } 
 fft(Nexp,x); 
} 

2.2 NhËn d¹ng mËt ®é phæ tÝn hiÖu 

Cho hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn u(t) vμ y(t). Nh− ®· quy −íc ë ch−¬ng 1, nÕu kh«ng cã 

chØ dÉn g× thªm, hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn nμy sÏ ®−îc hiÓu lμ nh÷ng qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn egodic. Qu¸ tr×nh u(t) ®−îc xem nh− lμ tËp hîp cña tÊt c¶ c¸c tÝn hiÖu ®Çu vμo u(t) 

cã thÓ cã cña ®èi t−îng vμ còng nh− vËy y(t) ®−îc xem lμ tËp hîp tÊt c¶ c¸c tÝn hiÖu ®Çu 

ra y(t) cã thÓ cã tõ ®èi t−îng. 

NhËn d¹ng mËt ®é phæ Su(ω), Suy(jω) tøc lμ ph¶i x¸c ®Þnh ¶nh Fourier cña hμm 

t−¬ng quan ru(τ), ruy(τ) theo c«ng thøc Wiener−Chitchin: 

 Su(ω) = ∫
∞

∞−

− dtetr tj
u

ω)(  vμ Suy(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetr tj
uy

ω)(  (2.40) 

trong ®ã Su(ω) thuÇn thùc v× ru(τ) lμ hμm ch½n, bëi vËy nã ®−îc viÕt ®¬n gi¶n lμ Su(ω) 
thay cho Su(jω). 

Víi ®Þnh nghÜa trªn th× ®Ó cã Su(ω), Suy(jω) tr−íc hÕt ta ph¶i tÝnh ®−îc ru(τ), ruy(τ) 

trªn c¬ së quan s¸t c¸c tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t). Nãi c¸ch kh¸c viÖc nhËn d¹ng Su(ω), 

Suy(jω)  theo nguyªn t¾c ph¶i gåm hai b−íc: 

1) X¸c ®Þnh ru(τ), ruy(τ) tõ d·y gi¸ trÞ tÝn hiÖu {uk}, {uk}, k=0,1,  …   ,  N−1. 

2) TÝnh Su(ω), Suy(jω) tõ ru(τ), ruy(τ) theo c«ng thøc Wiener−Chitchin (2.40) nhê kü 

thuËt DFT, cô thÓ lμ hμm dft() ®· tr×nh bμy ë môc 2.1.  
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VÊn ®Ò ®Æt ra ë ®©y còng gièng nh− trong môc tr−íc lμ viÖc quan s¸t tÝn hiÖu chØ cã 

thÓ ®−îc thùc hiÖn trong kho¶ng [0,T ) , nªn còng chØ cã thÓ cung cÊp ®−îc d·y {uk}, {uk}, 

k=0,1,  …   ,  N−1 h÷u h¹n c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu u(kTa), y(kTa), trong ®ã N lμ sè nguyªn 

nhá nhÊt kh«ng nhá h¬n 
aT

T
. §iÒu nμy dÉn tíi Su(ω), Suy(jω) nhËn ®−îc kh«ng ph¶i mËt 

®é phæ chÝnh x¸c cña tÝn hiÖu mμ chØ lμ nh÷ng gi¸ trÞ gÇn ®óng. 

Sau ®©y, trong phÇn nμy ta sÏ lμm quen víi nh÷ng ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh xÊp xØ 

Su(ω), Suy(jω) th«ng qua viÖc quan s¸t tÝn hiÖu trong kho¶ng thêi gian h÷u h¹n [0,T )  

còng nh− kü thuËt lμm t¨ng ®é chÝnh x¸c cho kÕt qu¶. 

2.2.1 NhËn d¹ng hµm t−¬ng quan 

Tõ nay vÒ sau, kh¸i niÖm hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc hiÓu chung lμ hμm tù t−¬ng quan 

ru(τ) vμ hμm hç t−¬ng quan ruy(τ). 

Do kho¶ng thêi gian quan s¸t [0 ,T )  c¸c tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t) lμ h÷u h¹n nªn ®Ó 

t−êng minh ta sÏ thay u(t), y(t) bëi )(~ tu , )(~ ty  b»ng c¸ch nh©n u(t), y(t) víi hμm cöa sæ 

xung vu«ng w0(t) nh− sau 

 )(~ tu = u(t)w0(t) =
⎩
⎨
⎧

∉
<≤
),0[   khi   0

0   khi   )(
Tt

Tttu
 

 )(~ ty = y(t)w0(t) =
⎩
⎨
⎧

∉
<≤
),0[   khi   0

0   khi   )(
Tt

Ttty
 

Khi ®ã hai c«ng thøc tÝnh hμm t−¬ng quan ru(τ), ruy(τ) cho trong (1.30), (1.33) ®−îc söa 

l¹i thμnh 

 )(~ τur = ∫ +
T

dttutu
T 0

)(~)(~1 τ      (2.41a) 

 )(~ τuyr = ∫ +
T

dttytu
T 0

)(~)(~1 τ ,     (2.41b) 

vμ tÊt nhiªn )(~ tu , )(~ ty  còng lμ nh÷ng phÇn tö bÊt kú cña tËp hîp u(t), y(t). Lý do viÖc 

söa hÖ sè 
T2
1

 trong (1.30), (1.33) thμnh 
T
1

 n»m ë b¶n chÊt kh¸i niÖm gi¸ trÞ trung b×nh 

mèi t−¬ng quan cña ru(τ) vμ ruy(τ), tøc lμ ph¶i chia gi¸ trÞ tÝch ph©n (tæng) cho ®óng 

kho¶ng thêi gian ®· quan s¸t tÝn hiÖu (hay sè c¸c sè h¹ng nÕu dÊu tÝch ph©n ®−îc thay 
b»ng dÊu tæng). 

Tr−íc hÕt ta chøng minh ®Þnh lý sau: 
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§Þnh lý 2.7: Hμm t−¬ng quan )(~ τur vμ )(~ τuyr x¸c ®Þnh theo (2.41) sÏ ®ång nhÊt b»ng 0 

khi τ n»m ngoμi kho¶ng (−T, T). 

Chøng minh: Khi τ ∉(−T, T) ta lu«n cã )(~ τ+tu =0 vμ )(~ τ+ty =0 víi mäi t∈[0,T). Do ®ã 

còng cã 

 )(~)(~ τ+tutu = )(~)(~ τ+tytu = 0, ∀t∈[0,T), τ∉(−T, T) 

vμ ®ã chÝnh lμ ®iÒu ph¶i chøng minh.      

VÊn ®Ò ®Æt ra ë ®©y lμ kÕt qu¶ quan s¸t tÝn hiÖu u(t), y(t) trong kho¶ng thêi gian 
t∈[0 ,T )  kh«ng ph¶i lμ )(~ tu , )(~ ty  mμ chØ lμ nh÷ng gi¸ trÞ ku~ = )(~

akTu , ky~ = )(~
akTy , 

k=0,1, …   ,  N−1 cña chóng, trong ®ã Ta lμ kho¶ng thêi gian trÝch mÉu, N lμ sè nguyªn 

nhá nhÊt kh«ng nhá h¬n 
aT

T
. NÕu ¸p dông kü thuËt hμm më réng δ(t) ®Ó m« h×nh hãa 

qu¸ tr×nh trÝch mÉu nμy, ta sÏ cã ®−îc c«ng thøc tÝnh gÇn ®óng )(~ τur vμ )(~ τuyr nh− sau: 

 )(~
au mTr ≈ ∑

−

=
+

1

0

~~1
 

N

k
mkkuu

N
     (2.42a) 

 )(~
auy mTr ≈ ∑

−

=
+

1

0

~~1
 

N

k
mkk yu

N
     (2.42b) 

b»ng c¸ch thay { ku~ }, { ky~ } vμo (2.41), ®æi  dÊu ∫ thμnh Σ , thay dt b»ng Ta . 

Do { ku~ }, { ky~ } lμ nh÷ng d·y h÷u h¹n víi k=0,1, … , N−1, tøc lμ khi k≤0 hoÆc k≥N  

cã ku~ = ky~ = 0, nªn ngoμi kho¶ng 0≤k<  N−⏐m⏐th× mku +
~ = mky +

~ = 0.Bëi vËy hai c«ng 

thøc (2.42a) vμ (2.42b) cã thÓ söa l¹i ®−îc thμnh: 

 )(~
au mTr ≈ ∑

−−

=
+

1

0

~~1
 

mN

k
mkkuu

N
    (2.43a) 

 )(~
auy mTr ≈ ∑

−−

=
+

1

0

~~1
 

mN

k
mkk yu

N
    (2.43b) 

MÆt kh¸c, muèn tÝnh gi¸ trÞ trung b×nh )(~
au mTr , )(~

auy mTr  mét c¸ch chÝnh x¸c, ta 

chia tæng cã ®−îc cho ®óng sè c¸c sè h¹ng cã trong tæng vμ ®i ®Õn d¹ng kh¸c cña (2.43) 
nh− sau 

 )(~
au mTr ≈ ∑

−−

=
+−

1

0

~~1
 

mN

k
mkkuu

mN
    (2.44a) 

 )(~
auy mTr ≈ ∑

−−

=
+−

1

0

~~1
 

mN

k
mkk yu

mN
    (2.44b) 
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C¶ hai c«ng thøc (2.43), (2.44) ®Òu ®−îc sö dông ®Ó tÝnh gÇn ®óng c¸c gi¸ trÞ 

)(~
au mTr , )(~

auy mTr  cña hμm t−¬ng quan, trong ®ã (2.44) ®−îc gäi lμ c«ng thøc unbias 

(tøc lμ sÏ kh«ng cßn sai lÖch tÜnh khi N →∞) vμ (2.42) lμ c«ng thøc bias (vÉn cßn sai lÖch 
ngay c¶ khi N →∞). 

Theo ®Þnh lý 2.7, th× víi ⏐m⏐≥ N cã 

 )(~
au mTr = )(~

auy mTr = 0, 

do ®ã trong c«ng thøc tÝnh xÊp xØ (2.42), (2.44) chØ sè m chØ cÇn ch¹y tõ − N+1 ®Õn N−1 lμ 
®ñ. 

Ngoμi ra, kÕt hîp thªm víi tÝnh chÊt (1.31), (1.34) vÒ hμm t−¬ng quan, ta còng kh«ng 

cÇn ph¶i tÝnh )(~
au mTr , )(~

auy mTr  cho tÊt c¶ chØ sè m tõ − N+1 ®Õn N−1, mμ chØ cÇn tÝnh 

cho m tõ 0 ®Õn N−1, v× khi m<0 gi¸ trÞ cña )(~
au mTr , )(~

auy mTr sÏ suy ®−îc ra tõ c¸c gi¸ 

trÞ ®èi xøng )(~
au mTr − , )(~

ayu mTr − : 

 )(~
au mTr = )(~

au mTr − , )(~
auy mTr = )(~

ayu mTr − . 

Tãm l¹i, cã hai c¸ch tÝnh gÇn ®óng hμm t−¬ng quan nh− sau: 

1) C«ng thøc bias 

 )(~
au mTr ≈

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−=−

−=∑
−−

=
+

1,,1     víi        )(~

1,,1,0     víi        ~~1
 

1

0

…

…

NmmTr

Nmuu
N

au

mN

k
mkk  (2.45) 

 )(~
auy mTr ≈

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−=−

−=∑
−−

=
+

1,,1     víi        )(~

1,,1,0     víi        ~~1
 

1

0

…

…

NmmTr

Nmyu
N

ayu

mN

k
mkk  (2.46) 

2) C«ng thøc unbias 

 )(~
au mTr ≈

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−=−

−=
− ∑

−−

=
+

1,,1     víi        )(~

1,,1,0     víi        ~~1
 

1

0

…

…

NmmTr

Nmuu
mN

au

mN

k
mkk  (2.47) 

 )(~
auy mTr ≈

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−=−

−=
− ∑

−−

=
+

1,,1     víi        )(~

1,,1,0     víi        ~~1
 

1

0

…

…

NmmTr

Nmyu
mN

ayu

mN

k
mkk  (2.48) 

Mét ®iÒu cÇn chó ý thªm lμ mÆc dï nh÷ng c«ng thøc trªn cho phÐp tÝnh ®−îc gÇn 

®óng 2N−1 gi¸ trÞ )(~
au mTr , )(~

auy mTr , m=− N+1,…,−1,0,1, … , N−1 cña hμm t−¬ng quan 

tõ N gi¸ trÞ ®o ®−îc ku~ , k=0,1, … , N−1 cña tÝn hiÖu vμo u(t) vμ N gi¸ trÞ ky~ , k=0,1, … , 

N−1 ®o ®−îc cña tÝn hiÖu ra y(t), nh−ng v× thêi gian ®o lμ h÷u h¹n nªn víi |m| cμng lín, 
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sÏ cμng cã Ýt gi¸ trÞ ku~ , ky~ tham gia vμo c«ng thøc (2.45)÷(2.48), (h×nh 2.10), do ®ã sai sè 

sÏ cμng lín. Bëi vËy, trong sè 2N−1 gi¸ trÞ )(~
au mTr , )(~

auy mTr tÝnh ®−îc chØ cã mét sè Ýt 

c¸c gi¸ trÞ xung quanh ®iÓm 0 lμ t−¬ng ®èi chÝnh x¸c. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

VËy lÊy bao nhiªu th× ®ñ?. §Ó tr¶ lêi c©u hái nμy, ng−êi ta ®· lËp bμi to¸n thèng kª 
vμ ®i ®Õn kÕt luËn trong [10], [12] r»ng con sè ®ã lμ kho¶ng 5÷20% cña 2N−1, tøc lμ chØ 
lÊy thùc sù c¸c gi¸ trÞ 

 )(~
au mTr , )(~

auy mTr   cã |m|≤M    víi   
20

)12( −N ≤ M ≤
5

)12( −N
, 

trong ®ã M ®−îc gäi lμ chØ sè Lag (c¾t bít). 

Mét hμm cor()viÕt trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh C thùc hiÖn viÖc cμi ®Æt thuËt to¸n nhËn 

d¹ng hμm hç t−¬ng quan )(~
auy mTr theo c¸c c«ng thøc (2.45)÷(2.48) cho d−íi ®©y ®Ó 

tham kh¶o. 

Hμm cor()cã 6 biÕn h×nh thøc, bao gåm: 

a) Con trá u chØ ®Çu m¶ng sè thùc u[] chøa c¸c gi¸ trÞ ku~ , k=0,1, … , N−1. 

b) Con trá y chØ ®Çu m¶ng sè thùc y[] chøa c¸c gi¸ trÞ ky~ , k=0,1, … , N−1. 

c) Sè nguyªn N chøa ®é dμi hai d·y { ku~ }, { ky~ }, tøc lμ chøa chØ sè N. 

d) Sè nguyªn M chøa chØ sè Lag, tøc lμ ®é dμi cÇn ph¶i cã cña d·y kÕt qu¶ r[]. 

e) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

f) Con trá r chØ ®Çu m¶ng sè thùc r[] chøa c¸c gi¸ trÞ )(~
auy mTr , m = 0,1, … , M 

tÝnh ®−îc theo thø tù r[0]= )0(~
uyr , r[1]= )(~

auy Tr , … , r[M]= )(~
auy MTr . 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi b»ng 0 nÕu M<N hoÆc b»ng 1 trong tr−êng hîp ng−îc l¹i. 
Hμm kh«ng lμm thay ®æi néi dung c¸c m¶ng u[], y[]. 

0 T 
 ku~

mky +
~

mTa Thµnh phÇn ku~ , ky~  
tham gia vµo c«ng thøc 
tÝnh hµm t−¬ng  quan 

H×nh 2.10: M« t¶ sai sè phô thuéc vµo m cña c¸c 
gi¸ trÞ hµm t−¬ng quan )(~

auy mTr . 

m 
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int cor(double *u, double *y, int N, int M, int bias, double *r) 
{ 
 int m,k,err=0; 
 if (M<N) 
  for (m=0;m<=M;m++) 
  { 
   r[m]=0.; 
   for(k=0;k<N-m;k++) r[m]=r[m]+u[k]*y[k+m]; 
   if  (bias==1) r[m]=r[m]/N; 
   else r[m]=r[m]/(N-m); 
  } 
 else err=1; 
 return (err); 
} 

Muèn tÝnh gi¸ trÞ hμm tù t−¬ng quan )(~
au mTr , m=0,1, … , M ta gäi hμm trªn víi hai 

d·y ®Çu vμo u[k], y[k] chøa cïng mét gi¸ trÞ lμ u[k]= y[k]= ku~ , k=0,1, … , N−1. 

Còng nh− vËy, ®Ó tÝnh nh÷ng gi¸ trÞ cßn l¹i )(~
auy mTr , m=−M,…,−1,0 cña hμm hç t−¬ng 

quan ta gäi hμm cor()víi c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo u[k]= ky~ , y[k]= ku~ , k=0,1, … , N−1. KÕt 

qu¶ sÏ lμ r[0]= )0(~
uyr , r[1]= )(~

auy Tr − , … , r[M]= )(~
auy MTr − . 

VÝ dô: ViÕt ch−¬ng tr×nh nhËp d÷ liÖu vμ gäi hμm cor() 

void main() 
{ 
 double *u,*y, *r; 
 int N,M,i,k,bias; 
 printf ("N= "); scanf ("%d",&N); 
 printf ("M= "); scanf ("%d",&M); 
 printf ("bias= "); scanf ("%d",&bias); 
 u=new double [N+1]; y=new double [N+1]; r=new double [M+1]; 
 for (i=0;i<N;i++){printf ("u[%d]=",i); scanf ("%lf",u+i);} 
 for (i=0;i<N;i++){printf ("y[%d]=",i); scanf ("%lf",y+i);} 
 printf("err=%d\n",i=cor(u,y,N,M,bias,r)); 
 if (i==0) for (k=0;k<=M;k++) printf("r[%d]=\t%1.4f\n",k,r[k]); 
 delete [] u; 
 delete [] y; 
 delete [] r; 
 getch(); 
} 

sau ®ã thùc hiÖn víi c¸c gi¸ trÞ sau cho tõ bμn phÝm 

N =4, M =2, bias =1, u[0]=y[0]=1, u[1]=y[1]=2, u[2]=y[2]=3, u[3]=y[3]=4, 
ta sÏ nhËn ®−îc 
err=0, r[0]=7,5; r[1]=5,0 vμ r[2]=2,75.           
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2.2.2 NhËn d¹ng mËt ®é phæ 

Kh¸i niÖm nhËn d¹ng gi¸n tiÕp mËt ®é phæ ®−îc hiÓu lμ x¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ mËt ®é 
phæ th«ng qua viÖc nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan, tøc lμ nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan tr−íc 
råi sau ®ã sö dông dft() ®Ó tÝnh gi¸ trÞ mËt ®é phæ. 

§Ó x¸c ®Þnh mËt ®é Su(ω), Suy(jω) ta ®i tõ c«ng thøc Wiener−Chitchin (2.40) cho 

)(~ τur vμ )(~ τuyr  sÏ cã 

 )(
~ ωuS = ∫

−

−
T

T

j
u der ττ ωτ)(~  vμ )(

~ ωjSuy = ∫
−

−
T

T

j
uy der ττ ωτ)(~  (2.40) 

Gièng nh− ®· lμm víi tÝn hiÖu x(t) ë môc 2.2, ë ®©y ta l¹i sö dông hμm δ(t) m« t¶ qu¸ 

tr×nh trÝch mÉu )(~ τur , )(~ τuyr  thμnh )(~
au mTr , )(~

auy mTr , m=−N+1, … ,−1,0,1, … , N−1 vμ 

®i ®Õn c«ng thøc t−¬ng ®−¬ng víi (2.29) nh− sau 

 )(
~

Nu nS Ω = Ta ∑
−

+−=

−
−1

1

12
2

)(~
N

Nm

N
jmn

au emTr
π

   (2.49a) 

 )(
~

Nuy jnS Ω = Ta ∑
−

+−=

−
−1

1

12
2

)(~
N

Nm

N
jmn

auy emTr
π

  (2.49b) 

trong ®ã ΩN=
aTN )12(

2
−
π

 lμ kho¶ng thêi gian lÊy mÉu gi¸ trÞ mËt ®é phæ cña c¸c hμm 

)(
~ ωuS , )(

~ ωjSuy trong miÒn phøc vμ nh− vËy ta cã thÓ sö dông kü thuËt DFT ®Ó thùc 

hiÖn hai c«ng thøc trªn. 

Tuy nhiªn, nh− ®· ®Ò cËp ë môc tr−íc, do chØ cã c¸c gi¸ trÞ )(~
au mTr , )(~

auy mTr  víi chØ 

sè |m| nhá lμ cßn t−¬ng ®èi chÝnh x¸c, nªn ta sÏ kh«ng lÊy tÊt c¶ 2N−1 gi¸ trÞ 

)(~
au mTr , )(~

auy mTr  ®· cã vμo viÖc tÝnh mËt ®é phæ mμ chØ lÊy mét sè Ýt n»m xung quanh 

®iÓm 0, giíi h¹n bëi chØ sè Lag M 

 )(~
au mTr , )(~

auy mTr   cã |m|≤M. 

C¸c gi¸ trÞ kh¸c kh«ng bá ®i mμ ®¬n thuÇn ®−îc xem lμ b»ng 0. Nãi c¸ch kh¸c ta sÏ x¸c 
®Þnh ¶nh Fourier cña d·y gi¸ trÞ gåm 2N−1 phÇn tö nh− sau 

0," ,0 , )(~
au MTr − ," , )(~

au Tr − , )0(~
ur , )(~

au Tr ," , )(~
au MTr ,0 ," ,0 (2.50a) 

0 ," ,0 , )(~
auy MTr − ," , )(~

auy Tr − , )0(~
uyr , )(~

auy Tr ," , )(~
auy MTr ,0 ," ,0 (2.50b) 

Víi viÖc ¸p dông chØ sè Lag c¾t bít nh÷ng gi¸ trÞ )(~
au mTr , )(~

auy mTr  cã sai sè lín ®ã, 

hai c«ng thøc (2.49) trë thμnh: 
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 )(
~

Nu nS Ω = Ta ∑
−=

−
−M

Mm

N
jmn

au emTr 12
2

)(~
π

 

 )(
~

Nuy jnS Ω = Ta ∑
−=

−
−M

Mm

N
jmn

auy emTr 12
2

)(~
π

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C«ng viÖc cuèi cïng ®Ó cã thÓ ¸p dông ®−îc hμm dft() mét c¸ch trùc tiÕp cho d·y 

(2.50) ®Ó tÝnh ¶nh Fourier )(
~

Nu nS Ω , )(
~

Nuy jnS Ω  cña nã lμ ph¶i chuyÓn hai c«ng thøc 

trªn vÒ d¹ng { kx~ } nh− (2.29) yªu cÇu, tøc lμ chØ sè m cña c¸c sè h¹ng trong d·y kh«ng 

ch¹y tõ −N+1 ®Õn N−1 nh− trong (2.50) mμ ph¶i ®i tõ 0 ®Õn 2N−2. 

§Ó lμm ®−îc ®iÒu nμy, ta ¸p dông ®Þnh lý 2.6 cho c«ng thøc (2.29) sÏ thÊy gi¸ trÞ mËt 

®é phæ nhËn ®−îc )(
~

Nu nS Ω , )(
~

Nuy jnS Ω trong (2.49) kh«ng chØ ®¬n thuÇn lμ ¶nh 

Fourier cña d·y (2.50) mμ lμ cña mét d·y tuÇn hoμn trong ®ã (2.50) lμ c¸c gi¸ trÞ trong 

mét chu kú. Bëi vËy ®Ó cã )(
~

Nu nS Ω , )(
~

Nuy jnS Ω ®óng nh− d¹ng mμ (2.29) yªu cÇu, ta cã 

thÓ ¸p dông DFT cho nh÷ng gi¸ trÞ trong mét chu kú kh¸c b¾t ®Çu tõ ®iÓm 0 (h×nh 2.11) 
vμ ®i ®Õn d¹ng d·y thÝch hîp cho FFT nh− sau: 

)0(~
ur , )(~

au Tr ," , )(~
au MTr ,0 ," ,0," ,0, )(~

au MTr − ," , )(~
au Tr − , (2.51a) 

 

)0(~
uyr , )(~

auy Tr ," , )(~
au MTr ,0 ," ,0," ,0,  )(~

au MTr − ," , )(~
au Tr − , (2.51b) 

 

Tæng kÕt l¹i tÊt c¶ nh÷ng kÕt qu¶ nªu trªn vÒ vÊn ®Ò nhËn d¹ng mËt ®é phæ tÝn hiÖu 

)(
~

Nu nS Ω , )(
~

Nuy jnS Ω tõ c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu vμo/ra { ku~ },{ ky~ }, k=0,1,  …   ,  N−1 ®· 

®o ®−îc cña tÝn hiÖu u(t), y(t) ta ®i ®Õn thuËt to¸n: 

2(N−M−1) sè h¹ng 0 

2(N−M−1) sè h¹ng 0 

D·y gåm cã 2N-1 sè h¹ng

)(~ τur , )(~ τuyr

τ 

H×nh 2.11: ¸p dông thuËt to¸n FFT cho d·y gi¸ trÞ (2.50). 

D·y gåm cã 2N-1 sè h¹ng

τ 

)(~ τur , )(~ τuyr
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1) Chän mét sè M trong kho¶ng 5÷20% cña 2N−1 lμm chØ sè Lag. 

2) Sö dông hμm cor() ®Ó tÝnh 2M+1 c¸c gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan )(~
au mTr , )(~

auy mTr , 

m=−M, … ,−1,0,1, … ,M tõ c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu { ku~ },{ ky~ }, k=0,1,  …   ,  N−1.  

3) Chän hμm cöa sæ w(t) x¸c ®Þnh trong kho¶ng | t | ≤MTa  nh»m lμm gi¶m sai sè rß rØ 

khi thùc hiÖn c«ng thøc (2.49) b»ng c¸ch lÊy mét trong sè 8 hμm cöa sæ wi(t), i=0,1, 

…  ,7  ®· cho t¹i môc 2.1.6 víi T=2MTa  råi dÞch sang tr¸i mét kho¶ng MTa  sao cho 

hμm cã gi¸ trÞ cùc ®¹i t¹i t=0 (n»m ®èi xøng qua trôc tung). 

4) Nh©n c¸c gi¸ trÞ )(~
au mTr , )(~

auy mTr víi w(mTa) ®Ó cã 

 )( au mTr
�

= )()(~
aau mTwmTr  

 )( auy mTr
�

= )()(~
aauy mTwmTr  

5) Chän sè nguyªn λ lμ lòy thõa cña 2 kh«ng nhá h¬n 2N−1. S¾p xÕp l¹i d·y 
{ )( au mTr
� }, { )( auy mTr

� }, m=−M, … ,0, … , M thμnh 

)0(ur
�

, )( au Tr
�

," , )( au MTr
�

,0 ," ,0 , )( au MTr −�
," , )( au Tr −�

  

)0(uyr
�

, )( auy Tr
�

," , )( auy MTr
�

,0 ," ,0 , )( auy MTr −�
," , )( auy Tr −�

  

b»ng c¸ch thªm λ−2M−1 sè 0 vμo gi÷a, sao cho mçi d·y cã ®óng λ phÇn tö. 

6) Nh©n tõng phÇn tö cña d·y trªn víi chu kú trÝch mÉu Ta råi sö dông fft() ®Ó tÝnh 

¶nh )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy , n=0,1, … , λ , trong ®ã Ωλ =
aTλ

π2
. 

Chó ý: HiÖu øng aliasing vμ leakage cña to¸n tö DFT còng t¸c ®éng lªn viÖc nhËn 

d¹ng )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy v× ®Çu vμo cña ch−¬ng tr×nh chØ lμ d·y gi¸ trÞ )(~
au mTr , 

)(~
auy mTr , m=−M, … ,0, … , M chø kh«ng ph¶i b¶n th©n hμm t−¬ng quan. H¬n n÷a, do 

ta ®· sö dông sè Lag M ®Ó h¹n chÕ sù tham gia c¸c gi¸ trÞ  )(~
au mTr , )(~

auy mTr  cã sai sè 

lín vμo viÖc tÝnh mËt ®é phæ, nªn toμn bé 2N−2 gi¸ trÞ phæ tÝnh ®−îc )(
~

λΩnSu , 

)(
~

λΩjnSuy , n= 0,1, … , 2N−2 kh«ng cã ®é chÝnh x¸c nh− nhau. Cô thÓ lμ khi chØ sè n 

cμng cao, sai sè cña )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy  cμng lín. Theo kÕt qu¶ thèng kª trong [12] th× 

chØ cã nh÷ng gi¸ trÞ )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy  trong kho¶ng 0≤n≤2M lμ cã sai lÖch kh«ng 

®¸ng kÓ. 

ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm vμ ch−¬ng tr×nh chuÈn trong c¸c phÇn 
mÒm tiÖn dông nh− hμm spa() trong Toolbox Identification cña MatLab. Mét ch−¬ng 

tr×nh kh¸c cã tªn spec() ®−îc cμi ®Æt trªn C phôc vô viÖc tÝnh )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy   tõ 

{ ku~ }, { ky~ }, k=0,1,  …   ,  N−1 d−íi d¹ng hμm cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. 
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Hμm spec() nμy sö dông thªm hμm con cor() phôc vô viÖc tÝnh )(~
au mTr , 

)(~
auy mTr  theo c«ng thøc bias (2.45), (2.46) hoÆc unbias (2.47), (2.48). 

Hμm spec() cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá u chØ ®Çu m¶ng sè thùc u[] chøa c¸c gi¸ trÞ ku~ , k=0,1, … , N−1. 

b) Con trá y chØ ®Çu m¶ng sè thùc y[] chøa c¸c gi¸ trÞ ky~ , k=0,1, … , N−1. 

c) Sè thùc Ta chøa h»ng sè thêi gian trÝch mÉu. 

d) Sè nguyªn N chøa ®é dμi hai d·y { ku~ }, { ky~ }, tøc lμ chøa chØ sè N. 

e) Sè nguyªn Sexp chøa sè mò lòy thõa 2 cña ®é dμi cña d·y kÕt qu¶ { )(
~

λΩjnSuy }, 

n = 0,1, … , 2Sexp−1. 

f) Sè nguyªn M chøa chØ sè Lag, tøc lμ ®é dμi cÇn ph¶i cã cña d·y gi¸ trÞ hμm t−¬ng 

quan { )(~
auy mTr }. 

g) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

h) Sè nguyªn w x¸c ®Þnh chØ sè 0≤i≤7 cña hμm cöa sæ sÏ ®−îc sö dông nh»m lμm 

gi¶m sai sè rß rØ (môc 2.1.6) khi sö dông kü thuËt DFT. NÕu néi dung cña w lμ 

mét sè ngoμi kho¶ng [0,7] th× hμm sÏ sö dông hμm cöa sæ w0(t). 

i) Con trá S chØ ®Çu m¶ng sè phøc S[] chøa kÕt qu¶ { )(
~

λΩjnSuy } theo thø tù 

S[0]= )0(
~

uyS , S[1]= )(
~

λΩjSuy , … , S[n]= )(
~

λΩjnSuy , …. Nh− vËy m¶ng S[] 

ph¶i cã ®é dμi Ýt nhÊt lμ 2Sexp.  

Hμm spec() kh«ng lμm thay ®æi néi dung cña hai m¶ng u[] vμ y[]. 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ −1 nÕu M≥ N. Tr−êng hîp M< N hμm sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ lμ ®é dμi 

thùc cã cña d·y kÕt qu¶ { )(
~

λΩjnSuy } trong m¶ng S[]. 

int spec(double *u,double *y,double Ta,int N,int Sexp,int M, 
   int bias,int w,complex *S) 

{ int i,j,p=pow(2,Sexp); 
 double *r,T=Ta*2*M,s; 
 r=new double[M+1]; 
 if(cor(u,y,N,M,bias,r)!=0) return(-1); 
 for(i=0;i<=M;i++) S[i]=complex(r[i]); 
 for(i=M+1;i<p-M;i++) S[i]=complex(0.); 
 if(cor(y,u,N,M,bias,r)!=0) return(-1); 
 for(i=1;i<=M;i++) S[p-i]=complex(r[i]); 
 for (i=0;i<=M;i++) 
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 { 
  s=fw(w,Ta*i,T); 
  S[i]=S[i]*s*Ta; 
  if(i>0) {j=p-i; S[j]=S[j]*s*Ta;} 
 } 
 fft(Sexp,S); 
 delete [] r; 
 return(p); 
} 

Muèn sö dông hμm spec() ®Ó tÝnh { )(
~

λΩnSu } ta chØ cÇn gäi hμm víi hai d·y ®Çu 

vμo gièng nhau u[k]= y[k]= ku~ , k=0,1, … , N−1. 

2.3 NhËn d¹ng m« h×nh kh«ng tham sè 

2.3.1 X¸c ®Þnh ®−êng ®Æc tÝnh tÇn biªn pha 

Cho mét ®èi t−îng cÇn nhËn d¹ng. Gi¶ sö r»ng th«ng tin A−priori ®· cho ta biÕt ®èi 

t−îng cã thÓ m« t¶ ®−îc bëi mét m« h×nh tuyÕn tÝnh. NÕu chän d·y hμm träng l−îng {gk} 

lμm líp m« h×nh tuyÕn tÝnh th× nhiÖm vô ®Æt ra cho bμi to¸n nhËn d¹ng sÏ lμ: Th«ng qua 

viÖc quan s¸t c¸c tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t) víi kÕt qu¶ quan s¸t lμ d·y gi¸ trÞ {uk}, {yk}, 

trong ®ã 

 uk = u(kTa),  yk = y(kTa) 

vμ Ta lμ chu kú trÝch mÉu, h·y x¸c ®Þnh d·y hμm träng l−îng {gk} sao cho tæng b×nh 

ph−¬ng c¸c sai lÖch ek lμ nhá nhÊt (h×nh 2.12). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ký hiÖu M
ky  lμ gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®Çu ra cña m« h×nh t¹i thêi ®iÓm kTa th× sai lÖch ek  

còng t¹i thêi ®iÓm ®ã sÏ lμ 

y0(t)u(t) 

M« h×nh 

{gk} 

Quan s¸t tÝn hiÖu 
(trÝch mÉu) 

y(t)

uk yk 
ek 

H×nh 2.12: Ph¸t biÓu bµi to¸n nhËn d¹ng 
m« h×nh kh«ng tham sè. 

n(t)

M
ky

§èi t−îng
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 ek = yk − M
ky  = yk −gk*yk = yk − ∑

∞

−∞=
−

n
nknug  

do ®ã tæng b×nh ph−¬ng c¸c sai lÖch ®−îc tÝnh b»ng 

 Q = ∑
∞

−∞=k
ke

2 = ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−−

k n
nknk ugy

2

 

§©y lμ hμm theo biÕn {gk}. Hμm cã d¹ng toμn ph−¬ng víi gi¸ trÞ kh«ng ©m vμ b»ng 0 

khi vμ chØ khi {gk} m« t¶ chÝnh x¸c ®èi t−îng, tøc lμ tÝn hiÖu ®Çu ra cña ®èi t−îng ®óng 

b»ng tÝn hiÖu ®Çu ra cña m« h×nh. Bëi vËy ®Ó Q cã gi¸ trÞ nhá nhÊt th× cÇn vμ ®ñ lμ 

 
lg

Q
 
 

∂
∂

= 0 víi mäi l. 

§iÒu nμy dÉn ®Õn 

  0 = ∑ ∑
∞

−∞=
−

∞

−∞=
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

k
lk

n
nknk uugy  

  = ∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−−

∞

−∞=
− ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

n k
lknkn

k
klk uugyu . 

Thay k−l b»ng q trong tæng thø nhÊt vμ k−n b»ng p trong tæng thø hai 

 ∑
∞

−∞=
+

q
lqq yu = ∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=
−+ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

n p
lnppn uug  

sau ®ã lÊy gi¸ trÞ trung b×nh cña hai vÕ 

 ruy(lTa) = ∑
∞

−∞=
−

n
aun Tlnrg ))(( =gl*ru(lTa) 

råi chuyÓn sang miÒn phøc, ch¼ng h¹n nh− víi ch−¬ng tr×nh spec() ®· ®−îc tr×nh bμy 

trong môc 2.2, sÏ ®−îc 

 )(
~

λΩjnSuy =G ( jnΩλ ) )(
~

λΩnSu  

⇒ G(jnΩλ ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy ,     (2.52) 

trong ®ã Ωλ  =
aTλ

π2
 víi λ lμ mét sè nguyªn lòy thõa cña 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá 

h¬n 2N−1, )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy ,  n=0,1,  , … , λ−1 lμ c¸c gi¸ trÞ nhËn d¹ng ®−îc cña 

hμm mËt ®é phæ Su(ω), Suy(jω) t¹i c¸c ®iÓm tÇn sè ω = nΩλ vμ N lμ sè c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu 

uk , yk ®· quan s¸t ®−îc.  
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C«ng thøc (2.52) nãi r»ng hμm träng l−îng g(t) cña ®èi t−îng tuyÕn tÝnh, nhËn d¹ng 
theo ph−¬ng ph¸p cùc tiÓu hãa sai lÖch ®Çu ra, cã c¸c gi¸ trÞ ¶nh Fourier lμ tû sè gi÷a gi¸ 
trÞ mËt ®é phæ chÐo vμ gi¸ trÞ mËt ®é phæ hîp tÝn hiÖu vμo/ra. KÕt qu¶ cña ph−¬ng ph¸p 
nhËn d¹ng nμy sÏ kh«ng bÞ ¶nh h−ëng bëi nhiÔu n(t) nÕu nhiÔu ®ã t¸c ®éng t¹i ®Çu ra 

cña ®èi t−îng, cã gi¸ trÞ trung b×nh mn=0 vμ kh«ng t−¬ng quan víi tÝn hiÖu vμo u(t), v× 

 )( ωjSuy = �
�	�
0

)()(
0

=

+ ωω jSjS unuy = )(
0

ωjSuy . 

Còng tõ c«ng thøc trªn ta ®i ®Õn thuËt to¸n x¸c ®Þnh ¶nh Fourier G(jnΩλ ) cña d·y 

hμm träng l−îng {gk} tõ N c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu uk , yk nh− sau: 

1) NhËn d¹ng mËt ®é phæ )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy , n = 0,1, … ,λ−1  tõ nh÷ng gi¸ trÞ tÝn 

hiÖu vμo/ra uk , yk , k=0,1, … , N−1 cña ®èi t−îng theo thuËt to¸n ®· tr×nh bμy trong 

môc 2.2, ch¼ng h¹n nh− theo ch−¬ng tr×nh spec(). Chóng ®−îc xem lμ nh÷ng gi¸ 

trÞ gÇn ®óng cña Su(nΩλ ), Suy(jnΩλ ). 

2) X¸c ®Þnh gi¸ trÞ ¶nh Fourier G(jnΩλ ), n=0,1, … ,2M  cña hμm d·y träng l−îng {gk} 

theo c«ng thøc (2.52). 

ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm nonpar() viÕt trªn C cho d−íi ®©y ®Ó 

tham kh¶o. Hμm nμy cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá u chØ ®Çu m¶ng sè thùc u[] chøa c¸c gi¸ trÞ uk, k=0,1, … , N−1. 

b) Con trá y chØ ®Çu m¶ng sè thùc y[] chøa c¸c gi¸ trÞ yk, k=0,1, … , N−1. 

c) Sè thùc Ta chøa h»ng sè thêi gian trÝch mÉu. 

d) Sè nguyªn N chøa ®é dμi hai d·y {uk}, {yk}, tøc lμ chøa chØ sè N. 

e) Sè nguyªn M chøa chØ sè Lag, tøc lμ ®é dμi cÇn ph¶i cã cña d·y gi¸ trÞ hμm t−¬ng 

quan { )(~
auy mTr }, ®ång thêi còng x¸c ®Þnh ®é dμi cña d·y kÕt qu¶ {G(jnΩλ )} lμ 

2M+1, tøc lμ n=0,1,  , … , 2M víi Ωλ  =
aTλ

π2
, trong ®ã λ lμ mét sè nguyªn lòy 

thõa cña 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1. 

f) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

g) Sè nguyªn w x¸c ®Þnh chØ sè 0≤i≤7 cña hμm cöa sæ sÏ ®−îc sö dông nh»m lμm 

gi¶m sai sè rß rØ (môc 2.1.6) khi sö dông kü thuËt DFT. NÕu néi dung cña w lμ 

mét sè ngoμi kho¶ng [0,7] th× hμm sÏ sö dông hμm cöa sæ w0(t). 
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h) Con trá G chØ ®Çu m¶ng sè phøc G[] cã ®é dμi 2M+1 chøa kÕt qu¶ {G(jnΩλ )} theo 

thø tù G[0]=G(0), G[1]=G(jΩλ ), … , G[2M]=G(j(2M)Ωλ ).  

Hμm nonpar() tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi −1 nÕu M≥ N. Tr−êng hîp kh«ng cã lçi (M<N) 

hμm sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ λ. Hμm kh«ng lμm thay ®æi néi dung cña c¸c m¶ng u[], y[]. 

int nonpar(double *u,double *y,double Ta,int N,int M,int bias, 
    int w,complex *G) 
{ 
 int p,Sexp=0,k=2*N-1,i; 
 complex *Su,*Suy; 
 while ((p=pow(2,Sexp))<k) Sexp++; 
 Su=new complex[p]; 
 Suy=new complex[p]; 
 if((p=spec(u,u,Ta,N,Sexp,M,bias,w,Su))>0) 
  if((p=spec(u,y,Ta,N,Sexp,M,bias,w,Suy))>0) 
  { 
   k=2*M; 
   for(i=0;i<=k;i++) G[i]=Suy[i]/Su[i]; 
  } 
 delete [] Su; 
 delete [] Suy; 
 return(p); 
} 

Chó ý r»ng trong sè c¸c gi¸ trÞ )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy  tÝnh b»ng ch−¬ng tr×nh 

spec() võa tr×nh bμy trong môc 2.2 th× chØ nh÷ng gi¸ trÞ cã chØ sè n trong kho¶ng 

0≤n≤2M lμ cã sai sè chÊp nhËn ®−îc ([12]). Bëi vËy khi sö dông (2.52) ®Ó x¸c ®Þnh 

G(jnΩλ ) ta còng chØ nªn cho n ch¹y tõ 0 ®Õn 2M. 

H×nh 2.13 lμ mét vÝ dô minh häa cho ®iÒu kh¼ng ®Þnh trªn. §−êng ®Ëm nÐt trong 
h×nh lμ ®å thÞ biÓu diÔn phÇn thùc vμ ¶o cña ®−êng ®Æc tÝnh tÇn G(jω) ®èi t−îng qu¸n 
tÝnh bËc hai: 

 G(s) =
)55,01)(6,11(

5,2
ss ++

. 

(®−êng ®Æc tÝnh tÇn chÝnh x¸c). 

Sö dông hμm nonpar() víi 2048 gi¸ trÞ tÝn hiÖu vμo ra {uk}, {yk}, trong ®ã thêi gian 

trÝch mÉu Ta=0,1ms, chØ sè Lag M=280 ta cã ®−îc d·y {G(jnΩλ )}, Ωλ  =15,8s−1 tÝnh theo 

thuËt to¸n võa tr×nh bμy. §−êng nÐt thanh trong h×nh lμ ®−êng biÓu diÔn d·y c¸c gi¸ trÞ 
®ã (®−êng ®Æc tÝnh tÇn nhËn d¹ng ®−îc). 
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Ta nhËn thÊy ngay r»ng trong kho¶ng 

 0 ≤ n ≤ 560 =2M, 

sai lÖch gi÷a hai ®−êng lμ kh«ng ®¸ng kÓ, thËm chÝ chòng gÇn nh− trïng nhau. Ng−îc 
l¹i, khi n >2M=560 ®−êng ®Æc tÝnh tÇn nhËn d¹ng ®−îc cã mét sai lÖch kh¸ lín so víi 
®−êng ®Æc tÝnh tÇn chÝnh x¸c. 

2.3.2 X¸c ®Þnh hµm träng l−îng tõ ®−êng ®Æc tÝnh tÇn 

§Ó tÝnh ng−îc gi¸ trÞ gk cña hμm träng l−îng g(t) tõ d·y G(jnΩλ ), n=0,1, … ,2M ta sö 

dông ch−¬ng tr×nh invdft() ®· tr×nh bμy trong môc 2.1.8. KÕt qu¶ nhËn ®−îc sÏ lμ d·y 

c¸c gi¸ trÞ gk=g (kTa)  cña g(t). 

1) Sö dông hμm nonpar() ®Ó x¸c ®Þnh {G(jnΩλ )}, n=0,1,  , … , 2M víi Ωλ  =
aTλ

π2
, 

trong ®ã λ lμ mét sè nguyªn lòy thõa cña 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1 vμ 

N lμ ®é dμi d·y gi¸ trÞ tÝn hiÖu {uk}, {yk} ®o ®−îc víi chu kú lÉy mÉu Ta. 

2) G¾n thªm nh÷ng gi¸ trÞ 0 vμo sau d·y G(jnΩλ ), n=0,1, … ,2M ®Ó d·y míi cã ®óng λ 

phÇn tö. 

Gi¸ trÞ phÇn ¶o Gi¸ trÞ phÇn thùc

PhÇn ¶o

PhÇn thùc

§−êng ®Ëm nÐt lµ ®−êng ®Æc tÝnh tÇn chÝnh x¸c
§−êng nÐt thanh lµ ®−êng ®Æc tÝnh tÇn nhËn d¹ng ®−îc

0 

1 

0 

2 

−1 

−0,5 

−1 

0,5 

nΩλ  

Nh÷ng gi¸ trÞ nhËn d¹ng 
®−îc cã thÓ chÊp nhËn 
®−îc lµ nh÷ng gi¸ trÞ trong 
kho¶ng tõ 0 ®Õn 2M=560 

450300150 600 1150 1300

H×nh 2.13: So s¸nh ®−êng ®Æc tÝnh tÇn G(jω) nhËn d¹ng ®−îc víi ®−êng thùc ph¶i cã cña 

mét ®èi t−îng qu¸n tÝnh bËc 2. 

750 900
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3) Sö dông hμm invdft() ®Ó chuyÓn ng−îc {G(jnΩλ )}, n=0,1,  , … , λ−1, trong ®ã 

G(jnΩλ )=0 nÕu n > 2M sang miÒn thêi gian. KÕt qu¶ thu ®−îc sÏ lμ {gk}, k=0,1,  … , 

λ−1 víi gk = g(kTa). 

C©u hái «n tËp vµ bµi tËp 

1. Víi nh÷ng ®iÒu kiÖn g× th× viÖc nhËn d¹ng ¶nh Fourier cña mét tÝn hiÖu theo c«ng 

thøc X(jnΩ)= ∑
−

=

−1

0

2

)(
N

k

N
jkn

a ekTx
π

 víi Ω =
aNT

π2
 sÏ kh«ng cã hiÖu øng trïng phæ vμ 

víi nh÷ng ®iÒu kiÖn g× th× viÖc nhËn d¹ng ¶nh Fourier cña mét tÝn hiÖu còng theo 
c«ng thøc ®ã sÏ kh«ng cã hiÖu øng rß rØ. 

2. Víi nh÷ng tÝn hiÖu nh− thÕ nμo th× viÖc nhËn d¹ng ¶nh Fourier cña nã theo c«ng 

thøc X(jnΩ)= ∑
−

=

−1

0

2

)(
N

k

N
jkn

a ekTx
π

 víi Ω =
aNT

π2
 sÏ cho ra kÕt qu¶ ®óng, tøc lμ kh«ng 

chøa c¶ hai lo¹i sai sè trïng phæ vμ sai sè rß rØ?. 

3. H·y chØ r»ng tõ d·y gåm N gi¸ trÞ uk , yk,  k=0,1, … , N−1 ®o ®−îc cña tÝn hiÖu u(t), 

y(t) trong kho¶ng thêi gian [0, T) víi chu kú lÊy mÉu Ta , tøc lμ uk = u(kTa), yk = 

y(kTa) vμ T = NTa th× c¸c gi¸ trÞ cña hμm t−¬ng quan 

 ruy(mTa) ≈ ∑
−−

=
+

1

0

1
 

mN

k
mkk yu

p
, m = −N+1,…,−1,0,1, … , N−1 

trong ®ã p =
⎩
⎨
⎧

− unbiasd¹ng  nhËn nÕu  

d¹ng bias nhËn nÕu  

mN

N
 

cã thÓ ®−îc tÝnh nhanh theo thuËt to¸n sau: 

a) T×m mét sè nguyªn λ lòy thõa cña 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1, sau ®ã 
x©y dùng d·y cã λ phÇn tö nh− sau 

ku~  =
nÕu 0 1

0 nÕu 1
ku k N

N k λ
⎧ ≤ ≤ −⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩

   

   
,  

ky~  = 1 nÕu 1 2 2

0 nÕu 0 2 hoÆc 2 1 1
k Ny N k N

k N N k λ
− +⎧ − ≤ ≤ −⎪

⎨
≤ ≤ − − ≤ ≤ −⎪⎩

   

              
 

b) Gäi hμm fft() ®Ó tÝnh ¶nh Fourier )(
~

λΩjnUa  cña d·y { ku~ } vμ )(
~

λΩjnYa  cña 

d·y { ky~ }, n = 0,1 … , λ−1. 

c) X¸c ®Þnh d·y )(
~

λΩjnRa = )(
~

)(
~

λλ ΩΩ jnYjnU aa , n = 0,1 …, λ−1. 
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d) ChuyÓn ng−îc { )(
~

λΩjnRa } sang miÒn thêi gian b»ng c¸ch sö dông hμm fft() 

mét lÇn n÷a víi d·y ®Çu vμo )(
~

λΩjnRa = )(
~

)(
~

λλ ΩΩ jnYjnU aa . 

e) Chia tõng phÇn tö cña d·y kÕt qu¶ thu ®−îc sau khi chuyÓn ng−îc sang miÒn 

thêi gian cho h»ng sè p ta sÏ ®−îc d·y c¸c gi¸ trÞ {ruy(mTa) } theo thø tù 

 {ruy((−N+1)Ta) , … , ruy(−Ta) , ruy(Ta) , … ,  ruy((−N+1)Ta) } 

4. H·y ®Ó x©y dùng mét ch−¬ng tr×nh tÝnh nhanh c¸c gi¸ trÞ mËt ®é phæ tÝn hiÖu 

Suy(jnΩλ ), n = 0,1 …, λ−1 tõ c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu uk , yk , k=0,1, … , N−1 ®o ®−îc cña 

tÝn hiÖu u(t), y(t) trong kho¶ng thêi gian [0, T) víi chu kú lÊy mÉu Ta b»ng c¸ch sö 

dông thuËt to¸n ®· cho ë bμi 3, trong ®ã T = NTa , λ lμ sè nguyªn nhá nhÊt cã d¹ng 

lòy thõa cña 2  nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1 vμ Ωλ =
aTλ

π2
. 

5. Chøng minh r»ng c¸c gi¸ trÞ mËt ®é phæ  

 Suy(jnΩ) = Ta ∑
−

=

−1

0

2

)(
N

m

N
jmn

auy emTr
π

 

víi Ω =
aNT

π2
, tÝnh tõ N gi¸ trÞ uk , yk, k=0,1, … , N−1 ®o ®−îc cña tÝn hiÖu u(t), 

y(t) trong kho¶ng thêi gian [0, T) víi chu kú lÊy mÉu Ta , cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh 

theo c«ng thøc 

Suy(jnΩ) = )()( ΩΩ jnYjnU
p

T
aa

a  

trong ®ã p =
⎩
⎨
⎧

− unbiasd¹ng  nhËn nÕu

d¹ng bias nhËn nÕu

  
  

mN

N
 

Ua(jnΩ) = ∑
−

=

−1

0

2N

k

N
jkn

keu
π

  ,  Ya(jnΩ) = ∑
−

=

−1

0

2N

k

N
jkn

key
π

, 

nãi c¸ch kh¸c Ua(jnΩ) lμ ¶nh Fourier thu ®−îc nhê fft() cña {uk}, k=0,1,  … , 

N−1 vμ  Ya(jnΩ) lμ ¶nh Fourier cña {yk}, k=0,1,  , … , N−1. 

 

 



3 NhËn d¹ng m« h×nh liªn tôc, tuyÕn tÝnh cã tham 
sè tõ m« h×nh kh«ng tham sè 

M« h×nh liªn tôc cã tham sè ®−îc dïng ®Ó m« t¶ ®èi t−îng tuyÕn tÝnh ë ch−¬ng nμy lμ 
hμm truyÒn ®¹t biÓu diÔn tû sè gi÷a ¶nh Laplace Y(s) cña tÝn hiÖu ®Çu ra y(t) vμ ¶nh 
Laplace U(s) cña tÝn hiÖu ®Çu vμo u(t): 

 G(s) =
)(
)(

sU
sY

=
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsbb

+++

+++

  

  

10

10

"

"
, na ≥ nb  (3.1) 

trong ®ã na , nb cã thÓ lμ cho tr−íc (m« h×nh cã cÊu tróc) hoÆc lμ nh÷ng tham sè cÇn ph¶i 

®−îc x¸c ®Þnh (m« h×nh kh«ng cã cÊu tróc). Bμi to¸n ®Æt ra lμ tõ m« h×nh kh«ng tham sè 

®· cã, h·y x¸c ®Þnh b0 , b1 , … , 
bnb , a0 , a1 , … , 

ana thuéc R cho (3.1). 

M« h×nh kh«ng tham sè ®· cã lμ hμm qu¸ ®é h(t) thu ®−îc t¹i ®Çu ra nhê ph−¬ng 
ph¸p nhËn d¹ng chñ ®éng víi tÝn hiÖu chän tr−íc lμ hμm Heaviside 1(t) ë ®Çu vμo, hoÆc 

d·y c¸c gi¸ trÞ ¶nh Fourier G(jnΩλ) cña hμm träng l−îng g(t) thu ®−îc trªn c¬ së quan 

s¸t c¸c tÝn hiÖu vμo/ra (nhËn d¹ng bÞ ®éng). Ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng d·y gi¸ trÞ G(jnΩλ), 

n = 0,1, … , 2M víi M lμ mét chØ sè Lag chän tr−íc trªn c¬ së ph©n tÝch phæ tÝn hiÖu, cã 

®Ó ý ®Õn nhiÖm vô läc nhiÔu ®· ®−îc tr×nh bμy trong ch−¬ng 2. 

3.1 X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh tõ hµm qu¸ ®é 
3.1.1 Nh÷ng kÕt luËn tæng qu¸t 

Mét sè kÕt luËn tæng qu¸t tr×nh bμy d−íi ®©y cã thÓ ch−a ®ñ cho viÖc x¸c ®Þnh toμn 

bé c¸c tham sè b0 , b1 , … , 
bnb , a0 , a1 , … ,

ana ∈R cña m« h×nh (3.1) tõ hμm qu¸ ®é h(t), 

song còng lμ cÇn thiÕt ®Ó cã ®−îc nh÷ng kiÕn thøc ban ®Çu hç trî cho c¸c c«ng viÖc tiÕp 
theo. Nh÷ng kÕt luËn ®ã sÏ lμ: 

− KÕt luËn vÒ bËc m« h×nh, tøc lμ vÒ na vμ nb . 

− KÕt luËn vÒ c¸c thμnh phÇn c¬ b¶n nh− kh©u khuÕch ®¹i P, tÝch ph©n I, vi ph©n D 
cã trong m« h×nh (3.1). 
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− KÕt luËn vÒ d¹ng c¸c ®iÓm cùc còng nh− c¸c ®iÓm kh«ng cña (3.1) vμ nÕu cã thÓ th× 
cßn vÒ sù ph©n bè cña chóng trong mÆt ph¼ng phøc. 

KÕt luËn 1: 1) NÕu h(+0) = 0 th× na > nb . Ng−îc l¹i nÕu h(+0) ≠ 0 th× na = nb . 

  2) NÕu )0(+h
dt
d

= 0 th× na − nb >1. Ng−îc l¹i nÕu )0(+h
dt
d ≠0 th× na = nb+1. 

  3) NÕu h(+∞) = ∞ th× a0 = 0, hay trong G(s) cã mét kh©u I nèi tiÕp: 

   G(s) =
)  (

  
1

21

10
−+++

+++
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaas

sbsbb

"

"
. 

  4) NÕu h(+∞) = 0 th× b0 = 0, hay trong G(s) cã mét kh©u D nèi tiÕp: 

   G(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsbbs

+++

+++ −

  

)  (

10

1
21

"

"
. 

  5) NÕu h(+∞) lμ mét h»ng sè kh¸c 0 th× trong G(s) cã mét kh©u P nèi tiÕp víi 

hÖ sè khuÕch ®¹i k =
0

0

a
b

: 

   G(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasa

sbsb
k

~  ~1

~
  

~
1

1

1

+++

+++

"

"
. 

§Ó chøng minh kÕt luËn 1 ta cã thÓ sö dông c¸c c«ng thøc sau cña to¸n tö Laplace: 

1) x(+0) = )(lim ssX
s ∞→

 (3.2a) 

2) x(+∞) = )(lim
0

ssX
s→

 (3.2b) 

3) L{
dt
dx } = sX(s) − x(+0) (3.2c) 

trong ®ã ký hiÖu L{⋅} chØ phÐp tÝnh lÊy ¶nh Laplace vμ viÖc ®ã dμnh cho b¹n ®äc nh− 
nh÷ng bμi tËp «n luyÖn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hμm cã h(+0)≠0 nªn m« h×nh (3.1) cña 

nã ph¶i cã na = nb . 
h1(t) 

h3(t) 

h2(t) 

t 

h(t) 

Hμm cã h(+0)=0 nªn m« h×nh (3.1) 

cña nã ph¶i cã na > nb . 
H×nh 3.1: X¸c ®Þnh quan hÖ ban ®Çu gi÷a 

bËc cña ®a thøc tö sè vµ ®a thøc 
mÉu sè th«ng qua gi¸ trÞ cña hµm 

qu¸ ®é h(t) t¹i ®iÓm t=0. 
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C¸c h×nh 3.1, 3.2 vμ 3.3 minh häa trùc quan néi dung kÕt luËn 1. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

VÝ dô 1: Mét ®èi t−îng víi hμm tryÒn ®¹t G(s) d¹ng (3.1) cã hμm qu¸ ®é (h×nh 3.4) 

 h(t) = 1−
te

ttt

6

64215 23 +−+−
. 

Do h(+0) = 0 nªn na > nb . Thªm n÷a ®¹o hμm 

 )(th
dt
d

= −
te

ttt

6

487218 23 −+−
 

t¹i ®iÓm t =+0 cã 
dt

dh )0(+ ≠0 nªn na − nb =1. 

H×nh 3.3: X¸c ®Þnh c¸c thµnh phÇn c¬ b¶n (P, I, D) cã trong m« h×nh (3.1) th«ng qua d¹ng 

hµm qu¸ ®é khi t → ∞. 

h(t) 

t

Hμm cã chøa thμnh phÇn tÝch ph©n (I) 

Hμm cã chøa thμnh phÇn khuÕch ®¹i (P)

Hμm cã chøa thμnh phÇn vi ph©n (D) 

h1(t) 

h2(t)
h3(t)

k 

Hai hμm h2(t) vμ h3(t) cã ®¹o hμm t¹i t=0 b»ng 0 

nªn m« h×nh (3.1) cña nã ph¶i cã na− nb >1 

Hμm h1(t) cã ®¹o hμm t¹i t=0 kh¸c 0 nªn m« h×nh (3.1) cña nã ph¶i cã na− nb =1 

H×nh 3.2: Mét sè d¹ng hµm qu¸ ®é cña ®èi t−îng mµ m« h×nh (3.1) cña nã cã bËc cña tö 
sè lín h¬n bËc cña mÉu sè. 

h1(t) 

t 

h(t) h2(t) 

h3(t) 
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Ngoμi ra, v× )(lim th
t ∞→

= 1 nªn trong G(s) cã thμnh phÇn kh©u khuÕch ®¹i, tøc lμ hai tham 

sè ®Çu sÏ tháa m·n 
0

0

a
b

=1.         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VÝ dô 2: Tõ hμm qu¸ ®é h(t) cho trong h×nh 3.5 cña mét ®èi t−îng ta cã thÓ suy ra ®−îc 

nh÷ng kÕt luËn cho m« h×nh G(s) =
sT
sT

m

t

+
+

1
1

 cña nã nh− sau: 

− mt TT >  nÕu h(t) khi t < ∞ lu«n cã gi¸ trÞ lín h¬n h(∞) =1. 

− mt TT <  nÕu h(t) khi t < ∞ lu«n cã gi¸ trÞ nhá h¬n h(∞) =1.      

Tæng qu¸t hãa kÕt qu¶ minh häa cña vÝ dô 2, tiÕp theo ta sÏ xÐt ®èi t−îng m« t¶ bëi 

 G(s) =
)1(  )1)(1(

)1(  )'1)('1(
'

21

'
21

sTsTsT

sTsTsT
k

a

b

n

n

+++

+++

"

"
   (3.2) 

tøc lμ tõ h(t) nhËn biÕt ®−îc r»ng ®èi t−îng cã thμnh phÇn khuÕch ®¹i. Tham sè Ti ®−îc 

gäi lμ h»ng sè thêi gian cña ®a thøc mÉu sè vμ Ti' lμ h»ng sè thêi gian ®a thøc tö sè. 

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t nÕu ta gi¶ thiÕt 

 T1 ≤ T2  ≤ … ≤
anT  vμ T1' ≤ T2' ≤ … ≤ '

bnT  

KÕt luËn 2: NÕu h(t) kh«ng l−în sãng vμ kh«ng gi¶m, tøc lμ h(t) kh«ng chøa thμnh phÇn 

qu¸ ®iÒu chØnh, th× c¸c tham sè Ti , Ti' cña m« h×nh (3.2) t−¬ng øng ph¶i lμ nh÷ng 

sè thùc vμ ph¶i tháa m·n: 

  
anT > '

bnT , 1−anT > '
1−bnT , … , 1−− ba nnT > T1' (3.3) 

t

h(t) 

1

0,5

1,5

1 52 3 4

G(s) =
4

3

)1(

)21(

s

s

+
+

 

H×nh 3.4: H×nh minh häa cho vÝ dô 1. 

mT
tT

>1

t 

h(t)

1

H×nh 3.5: Hµm qu¸ ®é cho vÝ dô 2. 

mT
tT

>1
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H×nh 3.6 minh häa mét sè d¹ng hμm qu¸ ®é h(t) kh«ng gi¶m, kh«ng l−în sãng 
(kh«ng cã ®é qu¸ ®iÒu chØnh) mμ m« h×nh (3.2) t−¬ng øng cña nã cã d¹ng nh− kÕt luËn 2 
võa nªu. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

KÕt luËn 3: NÕu h(t) kh«ng l−în sãng, cã ®é qu¸ ®iÒu chØnh nh−ng sau ®ã gi¶m dÇn vÒ 

h(∞)=k vμ kh«ng nhá h¬n k th× tham sè Ti , Ti' cña m« h×nh (3.2) t−¬ng øng ph¶i 

lμ nh÷ng sè thùc vμ ph¶i tån t¹i duy nhÊt mét chØ sè l∈{1,2, … , nb } ®Ó mét 

trong nb bÊt ®¼ng thøc (3.3) kh«ng ®−îc tháa m·n. 

H×nh 3.7 lμ mét sè vÝ dô vÒ c¸c hμm qu¸ ®é h(t) cã d¹ng tháa m·n gi¶ thiÕt cña kÕt 

luËn 3 cïng víi m« h×nh (3.2) t−¬ng øng cña nã. ë ®©y ta thÊy trong G1(s) cã 

 T2 =1,5 < T2'=1,8 

vμ trong G2(s) cã 

 T4 =2,2 < T3'=3. 

KÕt luËn 4: NÕu h(t) cã m ®iÓm cùc trÞ, trong ®ã ®iÓm cùc ®¹i n»m trªn ®−êng h(∞)=k vμ 

®iÓm cùc tiÓu n»m d−íi ®−êng h(∞)=k th× nh÷ng tham sè Ti , Ti' cña m« h×nh (3.2) 

t−¬ng øng ph¶i lμ nh÷ng sè thùc vμ ph¶i tån t¹i m chØ sè trong kho¶ng {1, 2, … , 

nb} ®Ó cã m bÊt ®¼ng thøc trong (3.3) kh«ng ®−îc tháa m·n. 

G2(s)=
)8,01)(1(

)5,01( 2

ss
s

++
+

G1(s)=
s

s
+

+
1

75,01
 

0,2

t

0,4

0,6

0,8

1

h(t) 

1 2 3 4 5

G3(s)=
s+1

1
 

H×nh 3.6: Mét sè d¹ng hµm qu¸ ®é minh häa 
cho kÕt luËn 2 

G2(s)=
2)2,21)(2,11)(5,01(

)31)(21)(1(

sss

sss

+++
+++

 

t 

1

h(t) 

G1(s)=

))((
)8,11)(5,01( ss ++

H×nh 3.7: Mét sè d¹ng hµm qu¸ ®é minh häa 
cho kÕt luËn 3. 
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§Ó minh häa cho kÕt luËn 4 ta xÐt l¹i vÝ dô 1 víi hμm h(t) cho trong h×nh 3.8. Hμm 
nμy cã d¹ng tháa m·n gi¶ thiÕt yªu cÇu trong kÕt luËn 4 víi m=3 ®iÓm cùc trÞ. KiÓm tra 
l¹i m« h×nh (3.2) t−¬ng øng cña nã 

 G(s) =
4

3

)1(

)21(

s

s

+
+

 

ta thÊy ®óng lμ cã 3 bÊt ®¼ng thøc (3.3) kh«ng ®−îc tháa m·n vμ ®ã lμ 

 Ti+1 =1 < Ti' =2 , i = 1, 2, 3. 

Ng−îc l¹i, tõ 

 )(th
dt
d

= −
te

ttt

6

487218 23 −+−
 

cã )(th
dt
d

=0 t¹i t1 ≈ 0,8 , t2 ≈ 4,6 , t3 ≈ 12,6. 

Suy ra:  hmax1 ≈ 2,4 , hmin ≈ 0,9 , hmax2 ≈ 1,01 .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Theo kÕt qu¶ cña kÕt luËn 4, nÕu nhËn thÊy tõ ®−êng ®å thÞ hμm qu¸ ®é lμ h(t) cã 
h÷u h¹n m ®iÓm cùc trÞ ph©n bè xen kÏ trªn vμ d−íi ®−êng giíi h¹n h(∞)=k th× cã thÓ 

kh¼ng ®Þnh ngay ®−îc r»ng m« h×nh (3.1) cña nã ph¶i cã na ≥ nb ≥ m. 

Mét d¹ng n÷a cña hμm qu¸ ®é h(t) th−êng gÆp mμ ta cÇn ph¶i ®Ó ý lμ h(t) cã v« sè 
®iÓm cùc trÞ ph©n bè xen kÏ trªn/d−íi ®−êng giíi h¹n h(∞)=k vμ c¸ch ®Òu nhau nh− ë 
h×nh 3.9 m« t¶. Ch¾c ch¾n r»ng c¸c hμm h(t) d¹ng nμy ph¶i cã chøa nh÷ng thμnh phÇn 
dao ®éng (cã thÓ biªn ®é t¾t dÇn) d¹ng 

 e
− α t (sinωt + cosωt) 

h(t) 

t

1

0,8 124,6

G(s) =
4

3

)1(

)21(

s

s

+
+

H×nh 3.8: Hµm qu¸ ®é víi 3 ®iÓm cùc trÞ. H×nh 3.9: D¹ng hµm qu¸ ®é cã v« sè ®iÓm cùc 
trÞ ph©n bè c¸ch ®Òu nhau trªn vµ d−íi 

®−êng giíi h¹n h(∞)=k. 

t 

k

h(t)
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bëi vËy m« h×nh (3.1) t−¬ng øng cña nã còng ph¶i cã c¸c ®iÓm cùc phøc (kh«ng n»m trªn 
trôc thùc) vμ ta ®i ®Õn kÕt luËn thø 5 nh− sau: 

KÕt luËn 5: NÕu h(t) cã v« sè ®iÓm cùc trÞ c¸ch ®Òu nhau, trong ®ã ®iÓm cùc ®¹i n»m trªn 
®−êng h(∞)=k  vμ ®iÓm cùc tiÓu n»m d−íi ®−êng h(∞)=k th× m« h×nh (3.1) cña nã 
ph¶i cã c¸c ®iÓm cùc lμ nh÷ng gi¸ trÞ phøc (®a thøc mÉu sè cã nghiÖm phøc). 

 

VÝ dô 3: XÐt ®èi t−îng víi hμm truyÒn ®¹t 

 G(s) = 
221

1

sDs ++
,  D < 1. 

§a thøc mÉu sè cã hai nghiÖm phøc s1,2 =−D±ja. Hμm qu¸ ®é t−¬ng øng cña nã cã d¹ng 

 h(t) = DteataatD
a

−+− )]cos()sin([
1

1 , 

víi a = 21 D− . Hμm h(t) cã v« sè c¸c ®iÓm cùc trÞ ph©n bè n»m xen kÏ trªn/d−íi ®−êng 

giíi h¹n h(∞)=1 vμ c¸ch ®Òu nhau (h×nh 3.10).        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

N¨m kÕt luËn trªn ®Æt mét c¬ së cho sù suy luËn vÒ d¹ng m« h×nh ®Ó ta cã thÓ tiÕp 
tôc gi¶i quyÕt ®−îc bμi to¸n x¸c ®Þnh tham sè tõ hμm qu¸ ®é h(t). Tuy nhiªn mét ®iÒu 
ph¶i chó ý lμ kh«ng bao giê l¹i chän m« h×nh cã cÊu tróc phøc t¹p qu¸ møc cÇn thiÕt, vÝ 

dô nh− tõ h(t) mμ ta ®· suy ra ®−îc na−nb >1, h(t) kh«ng cã d¹ng l−în sãng, cã thμnh 

phÇn khuÕch ®¹i h(∞)=k vμ kh«ng bao giê v−ît qu¸ gi¸ trÞ giíi h¹n h(∞)=k, tøc lμ m« 

h×nh cã c¸c gi¸ trÞ Ti , Ti' thùc tháa m·n (3.3), th× ®ñ nÕu ta gi¶ thiÕt m« h×nh cña nã lμ: 

 G(s) =
)1)(1( 21 sTsT

k
++

. 

Víi ph−¬ng ch©m x©y dùng m« h×nh ®ñ chÝnh x¸c nh− yªu cÇu chø kh«ng ph¶i chÝnh 
x¸c nh− cã thÓ, sau ®©y ta sÏ tËp trung chñ yÕu vμo viÖc x¸c ®Þnh tham sè cho: 

t 

h(t)

H×nh 3.10: Hµm qu¸ ®é cã v« sè ®iÓm 
cùc ph©n bè xen kÏ vµ c¸ch ®Òu 
nhau minh häa cho vÝ dô 3. 

D=0,01

D=0,1
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1) M« h×nh PT1 :  G(s) =
Ts

k
+1

. 

2) M« h×nh IT1 :   G(s) =
)1( Tss

k
+

. 

3) M« h×nh ITn: G(s) =
nTss

k

)1( +
. 

4) M« h×nh PT2 :  G(s) =
)1)(1( 21 sTsT

k
++

, T1 ≠ T2 . 

5) M« h×nh PTn:  G(s) =
nTs

k

)1( +
. 

6) M« h×nh Lead/Lag:  G(s) =
sT
sT

m

t

+
+

1
1

. 

7) M« h×nh kh©u dao ®éng bËc hai t¾t dÇn: G(s) =
2221 sTDTs

k

++
,  0<D<1. 

3.1.2 X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh qu¸n tÝnh bËc nhÊt 

Gi¶ sö r»ng khi kÝch thÝch mét ®èi t−îng tuyÕn tÝnh b»ng hμm Heaviside 1(t) t¹i ®Çu 
vμo ta ®o ®−îc hμm h(t) ë ®Çu ra cã d¹ng nh− h×nh 3.11. Dùa theo 5 kÕt luËn võa nªu 
trong môc tr−íc th×: 

− bËc cña ®a thøc mÉu sè ph¶i lín h¬n bËc cña tö sè mét bËc, tøc lμ na−nb =1, v× h(t) 

xuÊt ph¸t tõ 0 vμ cã ®¹o hμm t¹i ®ã kh¸c 0, 

− do cã h(∞)=k nªn hμm truyÒn ®¹t G(s) cña ®èi t−îng ph¶i tháa m·n G(0)=k, 

− hμm h(t) kh«ng cã d¹ng l−în sãng, lu«n cã xu h−íng t¨ng dÇn ®Õn gi¸ trÞ giíÝ h¹n k 
nªn c¸c ®iÓm cùc vμ kh«ng cña G(s) ph¶i lμ sè thùc tháa m·n (3.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C¨n cø nh÷ng s¬ kiÖn nh− vËy ta thÊy hoμn toμn ®ñ ®Ó cã thÓ m« t¶ ®èi t−îng nÕu sö 
dông hμm truyÒn ®¹t 

 G(s) = 
Ts

k
+1

       (3.4) 

h(t)

t 

T

k

§−êng tiÕp tuyÕn t¹i 0

§−êng tiÖm cËn t¹i ∞ 

H×nh 3.11: Hµm qu¸ ®é cña kh©u qu¸n tÝnh 
bËc nhÊt. 

α
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vμ vÊn ®Ò cßn l¹i lμ ph¶i x¸c ®Þnh nèt tham sè T, v× ®· cã k = h(∞). 

XuÊt ph¸t tõ (3.4) vμ c«ng thøc giíi h¹n (3.2a) ta cã t¹i ®iÓm 0: 

 tgα =
dt

dh )0(+
= g(+0) = )(lim ssG

s ∞→
=

Ts
ks

s +∞→ 1
lim =

T
k

 

cho nªn T cã thÓ sÏ ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch ®¬n gi¶n nh− sau: 

1) KÎ ®−êng tiÕp tuyÕn víi h(t) t¹i t=0. 

2) X¸c ®Þnh giao ®iÓm cña ®−êng tiÕp tuyÕn ®ã víi ®−êng tiÖm cËn k=h(∞). 

3) Hoμnh ®é cña giao ®iÓm võa x¸c ®Þnh chÝnh lμ tham sè T cÇn t×m (h×nh 3.11). 

Tuy nhiªn ph−¬ng thøc x¸c ®Þnh T võa nªu còng cã nh−îc ®iÓm lμ phô thuéc kh¸ 
nhiÒu vμo ®é chÝnh x¸c viÖc kÎ ®−êng tiÕp tuyÕn, tøc lμ phô thuéc vμo sù khÐo tay cña 
ta. NÕu rñi ro ta ®Æt ®−êng tiÕp tuyÕn t¹i 0 "sai mét ly" th× cã thÓ sÏ nhËn ®−îc kÕt qu¶ 
T cã sai sè "mét dÆm", nhÊt lμ ë nh÷ng hμm h(t) cã hÖ sè khuÕch ®¹i k t−¬ng ®èi lín. §Ó 

tr¸nh ®iÒu "rñi ro" nμy ng−êi ta ®· ®i tõ (3.4) ®Ó cã H(s) =
s
sG )(

råi chuyÓn ng−îc sang 

miÒn thêi gian sÏ ®−îc: 

 h(t) = )1( T
t

ek
−

−  

vμ nh− vËy t¹i thêi ®iÓm T th×: 

 h(T) = k(1−e
−1) ≈ 0,632⋅k     (3.5) 

Nãi c¸ch kh¸c, t¹i ®óng thêi ®iÓm T hμm h(t) sÏ ®¹t ®−îc 63,2% gi¸ trÞ cùc ®¹i. Gi¸ 
trÞ (3.5) ®−îc xem nh− c«ng thøc x¸c ®Þnh tham sè T cho m« h×nh (3.4) tõ ®−êng thùc 
nghiÖm h(t). Ta ®i ®Õn thuËt to¸n (h×nh 3.12): 

1) KÎ ®−êng tiÖm cËn víi h(t) t¹i t=∞ 
®Ó cã k=h(∞). 

2) X¸c ®Þnh ®iÓm cã tung ®é b»ng 
0,632⋅k cña h(t). 

3) Hoμnh ®é cña ®iÓm võa x¸c ®Þnh 
chÝnh lμ tham sè T cÇn t×m. 

Trong kh¸ nhiÒu tr−êng hîp, víi mét 
lý do kh¸ch quan nμo ®ã ng−êi ta kh«ng 
t¹o ra ®−îc hμm Heaviside ë ®Çu vμo mμ 

thay vμo ®ã lμ hμm u(t)=u01(t) th× do 

tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh cña ®èi t−îng, ®¸p øng y(t) t¹i thêi ®iÓm T còng cã gi¸ trÞ ®óng 
b»ng 63,2% gi¸ trÞ cùc ®¹i y(∞) cña nã. Bëi vËy thuËt to¸n trªn vÉn sö dông ®−îc ®Ó x¸c 

k

0,632k

h(t)

t 

T

H×nh 3.12: X¸c ®Þnh gÇn ®óng tham sè T. 
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®Þnh tham sè m« h×nh (3.4) tõ tÝn hiÖu y(t)= u0 h(t) ®o ®−îc ë ®Çu ra víi mét thay ®æi nhá 

nh− sau: 

1) KÎ ®−êng tiÖm cËn víi y(t) t¹i t→∞ ®Ó cã y(∞), sau ®ã suy ra k =
0

)(
u

y ∞
. 

2) X¸c ®Þnh ®iÓm cã tung ®é b»ng 0,632⋅ y(∞) cña y(t). 

3) Hoμnh ®é cña ®iÓm võa x¸c ®Þnh chÝnh lμ tham sè T cÇn t×m. 

VÝ dô: XÐt ®èi t−îng lμ lß nhiÖt ®iÖn trë víi tÝn hiÖu ®Çu vμo u(t) ®o theo ¸p trong d¶i tõ 
0V ®Õn 10V. TÝn hiÖu ®Çu ra y(t) cña lß ®iÖn trë lμ nhiÖt ®é. Khi ®Æt ®iÖn ¸p 10V t¹i thêi 
®iÓm t=0 ng−êi ta ®· ®o ®−îc c¸c gi¸ trÞ sau ë ®Çu ra: 

t [gi©y s] 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

y(t) [0C] 0 205 335 395 435 441 449 453 457 459

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dùng ®−êng ®å thÞ tõ c¸c kÕt qu¶ ®o ®−îc ®ã ta cã h×nh 3.13. Víi ®−êng ®å thÞ nμy ta 

®−îc h(t)=
10

)(ty
. Theo c¸c b−íc cña thuËt to¸n võa tr×nh bμy, ta cã 

 y(∞) = 500 ⇒ k =h(∞) = 50 

Sau ®óng kho¶ng thêi gian T, tÝn hiÖu ®Çu ra y(t) sÏ ®¹t ®−îc gi¸ trÞ xÊp xØ b»ng 63,2% 
gi¸ trÞ cùc ®¹i y(∞) cña nã, tøc lμ khi ®ã nã cã gi¸ trÞ 

 0,632⋅ y(∞) = 316. 

Suy ra 

 y(T) = 316 ⇒ T ≈ 14 

VËy m« h×nh cña lß ®iÖn trë lμ: 

 G(s) = 
s141

50
+

          

316

y(t)

t
H×nh 3.13: Minh häa cho vÝ dô nhËn d¹ng 

tham sè m« h×nh PT1. 

500

10 20 30 40 50 60 70 80 
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3.1.3 X¸c ®Þnh tham sè cho m« h×nh tÝch ph©n qu¸n tÝnh 

Cho mét ®èi t−îng tuyÕn tÝnh cÇn nhËn d¹ng. B»ng ph−¬ng ph¸p thùc nghiÖm chñ 
®éng víi tÝn hiÖu ®Çu vμo ®Æt tr−íc lμ hμm 1(t), ng−êi ta ®o ®−îc ë ®Çu ra hμm qu¸ ®é 
h(t) cã d¹ng cho trong h×nh 3.14. Hμm h(t) còng cã thÓ nhËn ®−îc th«ng qua ph−¬ng 
ph¸p nhËn d¹ng bÞ ®éng cã ®Ó ý ®Õn sù ¶nh h−ëng cña nhiÔu b»ng ph©n tÝch phæ tÝn 
hiÖu ®· ®−îc tr×nh bμy ë ch−¬ng 2. 

C¨n cø theo nh÷ng kÕt luËn ®· tr×nh bμy ë môc 3.1.1 ta ®i ®Õn nhËn ®Þnh ban ®Çu vÒ 
m« h×nh tham sè cña ®èi t−îng nh− sau: 

− bËc cña ®a thøc mÉu sè ph¶i lín h¬n bËc cña ®a thøc tö sè Ýt nhÊt lμ 2 bËc, tøc lμ 

na− nb ≥ 2, v× h(t) xuÊt ph¸t tõ 0 vμ cã ®¹o hμm t¹i ®ã còng b»ng 0, 

− do cã 
∞→t

lim h(t)=∞ nªn hμm truyÒn ®¹t G(s) cña ®èi t−îng ph¶i cã chøa thμnh phÇn 

tÝch ph©n, nãi c¸ch kh¸c nã ph¶i cã d¹ng 

 G(s) =
)  (

  
1

21

10
−+++

+++
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaas

sbsbb

"

"
, 

− hμm h(t) kh«ng cã d¹ng l−în sãng nªn c¸c ®iÓm cùc vμ kh«ng cña G(s) ph¶i lμ sè 
thùc. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Trªn c¬ së c¸c s¬ kiÖn võa nªu vμ theo nguyªn t¾c kh«ng phøc t¹p m« h×nh qu¸ møc 

cÇn thiÕt, ta cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng ®èi t−îng cã hμm truyÒn ®¹t thuéc líp IT1 : 

 G(s) = 
)1( Tss

k
+

.      (3.6) 

hoÆc líp c¸c m« h×nh ITn: 

 G(s) = 
nTss

k

)1( +
.      (3.7) 

trong ®ã n cã thÓ lμ cho tr−íc, song còng cã thÓ lμ mét tham sè cÇn ®−îc x¸c ®Þnh. 

α

Δh

Δt

t

h(t) 

T

H×nh 3.14: Hµm qu¸ ®é cña kh©u IT1. 

k =
t
h

Δ
Δ
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X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh tÝch ph©n qu¸n tÝnh bËc nhÊt 

Tr−íc tiªn ta tËp trung vμo m« h×nh IT1 (3.6). Bμi to¸n ®Æt ra ë ®©y lμ ph¶i x¸c ®Þnh 

c¸c tham sè k vμ T tõ ®−êng thùc nghiÖm h(t) ®· cã. 

KÎ ®−êng tiÖm cËn cña h(t) khi t→∞. Theo c«ng thøc tÝnh giíi h¹n (3.2b) cã 

 tgα =
dt

tdh
t

)(
lim

∞→
= )(lim tg

t ∞→
= )(lim

0
ssG

s→
= k , 

do ®ã muèn x¸c ®Þnh k ta chØ cÇn lÊy mét ®o¹n bÊt kú cña ®−êng tiÖm cËn, chiÕu nã lªn 
hai trôc täa ®é ®Ó cã Δh vμ Δt (h×nh 3.14), råi tÝnh: 

 k = tgα = 
t
h

Δ
Δ

 

VÊn ®Ò cßn l¹i lμ t×m T vμ ®Ó lμm ®−îc viÖc nμy ta chuyÓn ng−îc H(s) =
s
sG )(

 sang 

miÒn thêi gian: 

 h(t) = )]1([ T
t

eTtk
−

−−  

§−êng tiÖm cËn víi h(t) khi t→∞ ph¶i lμ ®−êng th¼ng cã sai lÖch so víi h(t) tiÕn tíi 0, 

mÆt kh¸c khi t→∞ th× T
t

e
−

→ 0 nªn m« h×nh ®−êng tiÖm cËn sÏ chÝnh lμ: 

 htc(t) = k ( t−T ) .  

Suy ra T  lμ giao ®iÓm cña ®−êng tiÖm cËn htc(t) víi trôc hoμnh. Ta ®i ®Õn thuËt to¸n: 

1) KÎ ®−êng tiÖm cËn htc(t) víi h(t) t¹i t=∞. 

2) Giao ®iÓm cña ®−êng tiÖm cËn htc(t) víi trôc thêi gian (trôc hoμnh) chÝnh lμ tham sè 

T cña m« h×nh (3.6). 
3) LÊy mét ®o¹n bÊt kú cña ®−êng tiÖm cËn, chiÕu nã lªn hai trôc täa ®é ®Ó cã Δh vμ Δt 

råi tÝnh k = 
t
h

Δ
Δ

. 

ë nh÷ng tr−êng hîp cã tÝn hiÖu ®Çu vμo kh«ng ph¶i lμ hμm 1(t) mμ lμ u(t)=u01(t) th× 

víi tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh cña ®èi t−îng, tÝn hiÖu ®Çu ra sÏ lμ y(t)= u0h(t). ThuËt to¸n 

t−¬ng øng cho c¸c tr−êng hîp nh− vËy cã d¹ng nh− sau: 

1) KÎ ®−êng tiÖm cËn ytc(t) víi y(t) t¹i t=∞. 

2) Giao ®iÓm cña ®−êng tiÖm cËn ytc(t) víi trôc thêi gian chÝnh lμ tham sè T. 

3) LÊy mét ®o¹n bÊt kú cña ®−êng tiÖm cËn ytc(t), chiÕu nã lªn hai trôc täa ®é ®Ó cã Δy 

vμ Δt råi tÝnh k = 
tu

y
Δ

Δ

0
. 
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VÝ dô 1: §Ó minh häa cho thuËt to¸n trªn ta xÐt bμi to¸n nhËn d¹ng m« h×nh ®éng c¬ 
chØnh vÞ trÝ víi tÝn hiÖu vμo lμ ®iÖn ¸p u(t) tÝnh theo Volt vμ tÝn hiÖu ra lμ qu·ng ®−êng 
bμn tr−ît ®i ®−îc y(t) tÝnh theo cm (h×nh 3.15 bªn tr¸i). 

Chñ ®éng kÝch thÝch ®èi t−îng b»ng ®iÖn ¸p u(t)=50V t¹i ®Çu vμo ta thu ®−îc qu·ng 
®−êng bμn tr−ît ®i ®−îc y(t) nh− sau: 

t [gi©y s] 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 

y(t) [cm] 0 0,15 0,35 0,8 1,65 2,2 2,7 3,35 3,9 4,45

BiÓu diÔn kÕt qu¶ ®o ®−îc d−íi d¹ng ®å thÞ ta cã h×nh 3.15 bªn ph¶i. Tõ ®−êng ®å thÞ ®ã 
cña y(t) vμ sau khi kÎ ®−êng tiÖm cËn víi y(t) khi t→∞ ta ®−îc T=1s lμ hoμnh ®é giao 
®iÓm cña ®−êng tiÖm cËn víi trôc thêi gian. LÊy hai ®iÓm A, B bÊt kú trªn ®−êng tiÖm 

cËn råi chiÕu ®o¹n AB  lªn hai trôc täa ®é ta cã Δy=1,45cm vμ Δt=1s. Suy ra: 

 k =
sV

cm
150

45,1
⋅

≈ 0,03
sV

cm
⋅

 

VËy m« h×nh tham sè cña ®éng c¬ chØnh vÞ trÝ lμ: 

 G(s) =
)1(

03,0
ss +

.       

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh tÝch ph©n qu¸n tÝnh bËc cao 

ThuËt to¸n x¸c ®Þnh c¸c tham sè k vμ T cña m« h×nh (3.6) cã thÓ ®−îc më réng cho c¶ 

tr−êng hîp m« h×nh tham sè ITn cña ®èi t−îng d¹ng (3.7), tøc lμ 

 G(s) =
nTss

k

)1( +
, 

trong ®ã n cã thÓ lμ cho tr−íc hoÆc cã thÓ lμ mét tham sè m« h×nh cÇn ph¶i x¸c ®Þnh. §Æc 
biÖt m« h×nh (3.7) nμy còng tháa m·n c¸c s¬ kiÖn øng víi d¹ng hμm qu¸ ®é h(t) cho 

A

B

H×nh 3.15: §èi t−îng nhËn d¹ng lµ ®éng c¬ chØnh vÞ trÝ. 

TÝn hiÖu ra y(t) 

Bμn tr−ît 

ChiÒu quay

ChiÒu tr−ît

TÝn hiÖu vµo u(t) y(t)

t

0,5 1 1,5 2 2,5

0,5

1

1,5

2

2,5

1

1,45
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trong h×nh 3.14. Bëi vËy thuËt to¸n x¸c ®Þnh tham sè k, T, n m« h×nh (3.7) sÏ lμ sù quan 
t©m tiÕp theo cña ta. 

§Æt tÝn hiÖu u(t)=u01(t) t¹i ®Çu vμo, ¶nh Laplace Y(s) cña tÝn hiÖu ra y(t) sÏ ®−îc suy 

ra tõ (3.7) nh− sau 

 Y(s) =
nTss

ku

)1(2
0

+
.      (3.8) 

Ph©n tÝch (3.8) thμnh tæng c¸c ph©n thøc tèi gi¶n 

 Y(s) = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−++− ∑

=

n

i
iTs

Tin
s

nT

s
ku

1

2

20
)1(

)1(1
 

råi ¸p dông c«ng thøc biÕn ®æi Laplace ng−îc 

 L
−1{

iTs)1(

1

+
} =

)!1(

1

−

−−

iT

et
i

T
t

i
 

ta cã ®¸p øng ®Çu ra cña ITn: 

 y(t) =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−++−⋅ ∑

=
−

−−n

i
i

T
t

i

iT

etin
nTtku

1
2

1

0
)!1(

)1(
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Víi t rÊt lín th×  tÊt c¶ c¸c thμnh phÇn T
t

e
−

 trong tæng trªn cã thÓ ®−îc xem nh− 

b»ng 0. Do ®ã ®−êng th¼ng ytc(t) tiÖm cËn víi y(t) t¹i t→∞ sÏ lμ 

 ytc(t) = u0k ( t−nT )  

§−êng tiÖm cËn cã hÖ sè gãc u0k  nªn ®Ó t×m k ta lÊy mét ®o¹n bÊt kú cña nã, chiÕu 

lªn hai trôc täa ®é ®Ó cã Δy vμ Δt. HÖ sè khuÕch ®¹i k khi ®ã ®−îc tÝnh b»ng 

 k =
0u

tgα
=

tu
y
Δ

Δ

0
      (3.9) 

A
k =

tu
y
Δ

Δ

0
 

α

Δy 

Δt

t

y(t) 

Ttc

H×nh 3.16: Hµm qu¸ ®é cña kh©u ITn. 

yT 

B
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Giao ®iÓm cña ®−êng tiÖm cËn ytc(t) víi trôc hoμnh lμ Ttc=nT (h×nh 3.16). NÕu nh− n 

lμ cho tr−íc, ta cã thÓ tÝnh ngay ra ®−îc tham sè T b»ng c¸ch chia Ttc cho n. Ta ®i ®Õn 

thuËt to¸n x¸c ®Þnh hai tham sè k vμ T cho m« h×nh (3.7) tõ ®−êng thùc nghiÖm y(t) khi 
biÕt truíc n nh− sau: 

a) Dùng ®−êng tiÖm cËn ytc(t) cña y(t) khi t→∞. LÊy mét ®o¹n AB bÊt kú trªn ytc(t) 

sau ®ã chiÕu lªn hai trôc täa ®é ®Ó cã Δy vμ Δt. HÖ sè khuÕch ®¹i k sÏ ®−îc tÝnh tõ 
Δy vμ Δt theo (3.9). 

b) X¸c ®Þnh Ttc lμ giao ®iÓm cña ®−êng tiÖm cËn ytc(t) víi trôc thêi gian. 

c) TÝnh T =
n

Ttc . 

Trong tr−êng hîp n kh«ng biÕt tr−íc th× tr−íc tiªn ta ph¶i x¸c ®Þnh n. §Ó lμm ®−îc 

®iÒu nμy ta tÝnh gi¸ trÞ ®¸p øng y(t) t¹i thêi ®iÓm Ttc : 

 yT = y(Ttc)  = ∑
=

−
−

−
−+n

i

i
n

i
nin

Tkeu
1

1

0 )!1(
)1(

 

Sau ®ã lËp tû sè 

 ϕ =
tc

T

kTu
y

0
=

knTu
yT

0
= ∑

=

−

−
−+n

i

in

i
nin

n

e

1
2 )!1(

)1(
= f0(n)  (3.10) 

råi biÓu diÔn quan hÖ gi÷a ϕ vμ n d−íi d¹ng b¶ng tra (b¶ng 3.1) nh»m phôc vô c«ng viÖc 
x¸c ®Þnh ng−îc n tõ ϕ  sau nμy ®−îc thuËn tiÖn. 

B¶ng 3.1: B¶ng tra cøu n tõ gi¸ trÞ ϕ. 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ϕ 0,3679 0,2707 0,224 0,1954 0,1755 0,1606 0,149 0,1396 0,1318 0,1144 

B¶ng 3.1 trªn ®−îc thiÕt lËp bëi hμm phi_n() thùc hiÖn c«ng thøc (3.10) viÕt trªn 

ng«n ng÷ lËp tr×nh C cho d−íi ®©y. Hμm phi_n() cã biÕn h×nh thøc n chøa gi¸ trÞ ®Çu 

vμo n vμ tr¶ vÒ gi¸ trÞ ϕ tÝnh ®−îc: 

double phi_n(int n) 
{ 
 int i,j,mau_so; 
 double phi,sum=0.,tu_so=1./n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
 { 
  mau_so = 1; 
  for(j=2;j<i;j++) mau_so=mau_so*j; 
     sum=sum+(tu_so*(n+1-i))/(float)mau_so; 
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  tu_so=tu_so*n; 
 } 
 phi=sum*exp(-n); 
 return(phi); 
} 

Víi b¶ng 3.1, ta thÊy chØ cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc n=10 (øng víi gi¸ trÞ ϕ=0,1144) lμ cao 
nhÊt. TÊt nhiªn lμ ta cã thÓ më réng b¶ng 3.3 víi sù trî gióp cña hμm phi_n(). Nh−ng 

tæng qu¸t h¬n c¶ lμ x©y dùng hμm gi¶i ng−îc ph−¬ng tr×nh (3.10) x¸c ®Þnh n tõ ϕ . §Ó 
thùc hiÖn ®iÒu nμy ta dùa vμo tÝnh chÊt nghÞch biÕn cña (3.10) vμ ®i ®Õn: 

− XuÊt ph¸t víi k=1 vμ tÝnh f0(k) theo (3.10). 

− NÕu f0(k)>ϕ th× tiÕp tôc t¨ng k cho tíi khi cã ®−îc f0(k)≤ϕ . 

− Trong tr−êng hîp 2ϕ > [f0(k−1)+ f0(k)] th× n= k−1, ng−îc l¹i th× n=k. 

Theo c¸c b−íc tÝnh nh− trªn th× sè nguyªn n cã ®−îc sÏ lμm cho sai lÖch | f0(n) − ϕ| lμ 

nhá nhÊt. Mét hμm n_phi() viÕt trªn C phôc vô viÖc x¸c ®Þnh n tõ ϕ theo c¸c b−íc võa 

nªu cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. BiÕn h×nh thøc phi cña hμm chøa gi¸ trÞ ®Çu vμo ϕ vμ 

sÏ tr¶ vÒ sè nguyªn n t×m ®−îc. 

int n_phi(double phi) 
{ 
 int n=1; 
 double save=0.3679, result; 
 do 
 { n=n+1; 
  result=save; 
  save= phi_n(n); 
 } while (save>phi); 
 save=(save+result)/2.; 
 if (save<phi) return(n-1); else return (n); 
} 

Chó ý: Gi¸ trÞ ®Çu vμo ϕ  thÝch hîp cho hμm n_phi() ph¶i tháa m·n ϕ ≤ 0,3679.  

Cïng víi b¶ng 3.1 hoÆc hμm n_phi() ta ®i ®Õn thuËt to¸n x¸c ®Þnh tham sè k, n vμ 

T cho m« h×nh (3.7) tõ ®−êng thùc nghiÖm y(t) nh− sau: 

a) Dùng ®−êng tiÖm cËn ytc(t) cña y(t) khi t→∞. LÊy mét ®o¹n AB bÊt kú trªn ytc(t) 

sau ®ã chiÕu lªn hai trôc täa ®é ®Ó cã Δy vμ Δt. HÖ sè khuÕch ®¹i k sÏ ®−îc tÝnh tõ 

Δy vμ Δt theo k =
tu

y
Δ

Δ

0
. 

b) X¸c ®Þnh giao ®iÓm Ttc cña ytc(t) víi trôc thêi gian vμ gi¸ trÞ yT = y(Ttc) tõ ®−êng 

thùc nghiÖm. 
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c) TÝnh ϕ =
tc

T

kTu
y

0
 

d) X¸c ®Þnh n theo ϕ  tõ b¶ng 3.1 hoÆc sö dông hμm n_phi(). 

e) TÝnh T =
n

Ttc . 

VÝ dô 2: Gi¶ sö b»ng ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng bÞ ®éng víi viÖc ®o c¶ tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ra 

y(t) ta ®· cã d·y gi¸ trÞ G(jnΩλ) cña ®−êng ®Æc tÝnh tÇn cña mét ®èi t−îng tuyÕn tÝnh cÇn 

nhËn d¹ng, trong ®ã Ωλ= 0,061359375s
−1 vμ n = 0, 1, 2 … , λ−1 víi λ=1024. LÊy chØ sè 

Lag M=100 råi chuyÓn ng−îc d·y {G(jnΩλ)}, n=0, 1, 2 … , 200 sang miÒn thêi gian ta cã 

®−îc d·y gåm 200 gi¸ trÞ hμm träng l−îng gk=g(kTa) víi Ta =
λλ

π
Ω
2

= 0,1s vμ k=0, 1, 2 … , 

200. TiÕp theo ta x¸c ®Þnh hμm qu¸ ®é theo c«ng thøc h(lTa) = ∑
=

l

k
ka gT

0
, l=0,1, … , 200 

råi biÓu diÔn c¸c gi¸ trÞ h(lTa) d−íi d¹ng ®å thÞ ta cã h×nh 3.17. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

§−êng ®¸p øng h(t) øng víi kÝch thÝch ®Çu vμo 1(t) nªn ë ®©y cã u0 =1. Tõ ®å thÞ h(t) 

vμ ®−êng tiÖm cËn cña nã khi t→∞ ta ®äc ra ®−îc Ttc = 0,8 ; yT = 0,85 ; Δy = 4 vμ Δt =1. 

Do ®ã 

 k =
tu

y
Δ

Δ

0
= 4 vμ ϕ =

tc

T

kTu
y

0
= 0,266. 

Tra b¶ng 3.1 ta ®−îc n =2 (®−îc chän øng víi gi¸ trÞ ϕ gÇn nhÊt lμ ϕ =0,2707). Ta 
còng cã thÓ sö dông hμm n_phi() víi ®Çu vμo ϕ =0,66, hμm sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ n =2. VËy: 

 T =
n

Ttc = 
2
8,0

= 0,4. 

vμ m« h×nh tham sè cña ®èi t−îng lμ 

 G(s) =
2)4,01(

4

ss +
.       

t

h(t) 

0,8

H×nh 3.17: H×nh minh häa cho vÝ dô 2. 0,85

1 2 

1,0

4,0

4,78
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3.1.4 X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh qu¸n tÝnh bËc cao 

Ngay ë ch−¬ng 1 ta ®· më ®Çu víi mét vÝ dô vÒ viÖc nhËn d¹ng m« h×nh ®éng c¬ mét 
chiÒu b»ng ph−¬ng ph¸p chñ ®éng kÝch thÝch ë ®Çu vμo tÝn hiÖu 1(t) råi thu ®−îc ë ®Çu 
ra ®−êng thùc nghiÖm h(t) cã d¹ng m« t¶ trong h×nh 3.18. 

Trong thùc tÕ cã kh¸ nhiÒu ®èi t−îng cã ®−êng thùc nghiÖm h(t) gièng nh− vËy. 
Chóng ®Òu cã chung nh÷ng ®Æc ®iÓm sau: 

a) h(t) xuÊt ph¸t tõ 0 vμ cã ®¹o hμm t¹i ®ã còng b»ng 0. Theo kÕt luËn 1 cña môc 

3.1.1 th× m« h×nh (3.1) t−¬ng øng cña ®èi t−îng ph¶i cã na−nb ≥ 2. 

b) §−êng thùc nghiÖm h(t) cã gi¸ trÞ h»ng sè k khi t→∞ nªn còng theo kÕt luËn 1 

hμm truyÒn ®¹t G(s) ph¶i tháa m·n G(0) =
0

0

a
b

= k. 

c) §−êng h(t) kh«ng cã d¹ng l−în sãng, cã tèc ®é kh«ng ©m (kh«ng cã ®é qu¸ ®iÒu 
chØnh) vμ gi¸ trÞ lu«n t¨ng dÇn ®Õn h(∞)=k nªn theo kÕt luËn 2, c¸c h»ng sè thêi 
gian cña tö sè còng nh− cña mÉu sè ph¶i lμ nh÷ng sè thùc tháa m·n (3.3). 

Nh− vËy ®ñ ®Ó cã thÓ m« t¶ ®èi t−îng nÕu ta sö dông m« h×nh (3.1) cã cÊu tróc: 

 G(s) =
)1)(1( 21 sTsT

k
++

 víi  T1 ≠ T2 (m« h×nh PT2) (3.11) 

hoÆc 

 G(s) =
nTs

k

)1( +
 (m« h×nh PTn)   (3.12) 

VÊn ®Ò tiÕp theo ®Æt ra cho bμi to¸n nhËn d¹ng lμ tõ ®−êng ®å thÞ cña h(t) ta ph¶i 
x¸c ®Þnh lo¹i m« h×nh nμo trong sè (3.11), (3.12) thÝch hîp víi ®èi t−îng, còng nh− c¸c 

tham sè k, T1, T2 hoÆc k, T, n cho m« h×nh ®ã. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Trong khi tham sè k cña c¶ hai m« h×nh cã thÓ ®äc ®−îc ngay mét c¸ch trùc tiÕp tõ 
h(t) theo c«ng thøc: 

h(Tu)

0
Tu

h(t)

t

k

H×nh 3.18: Hµm qu¸ ®é cña kh©u 

PT2 vµ PTn. 
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 k = )(lim th
t ∞→

= h(∞) 

hay k chÝnh lμ tung ®é cña giao ®iÓm ®−êng tiÖm cËn cña h(t) khi t→∞, th× viÖc x¸c ®Þnh 

nh÷ng tham sè cßn l¹i (T1, T2 hoÆc T, n) cã phÇn phøc t¹p h¬n vμ chóng sÏ ®−îc x¸c 

®Þnh dùa vμo hai gi¸ trÞ a, b (h×nh 3.19) cã tõ ®å thÞ h(t). 

§−êng thùc nghiÖm cña h(t) cã mét ®Æc ®iÓm mÊu chèt mμ ta sÏ sö dông ®Ó x¸c ®Þnh 

T1, T2 hoÆc T, n tõ a, b lμ trong kho¶ng thêi gian 0≤ t<Tu (h×nh 3.19) h(t) cã tèc ®é t¨ng 

dÇn (gia tèc d−¬ng), sau ®ã lμ gi¶m dÇn vËn tèc vÒ 0 khi t→∞ (gia tèc ©m), nãi c¸ch kh¸c 
h(t) cã vËn tèc cùc ®¹i 

 v* =
dt

tdh
t

)(
max  

t¹i thêi ®iÓm Tu vμ nh− vËy t¹i Tu ®−êng cong h(t) cã ®iÓm uèn. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

KÎ ®−êng tiÕp tuyÕn htt(t) cña h(t) t¹i Tu th× ph−¬ng tr×nh ®−êng tiÕp tuyÕn ®ã sÏ lμ 

 htt(t) = tgα (t − a),       (3.13) 

trong ®ã a ®−îc ®Þnh nghÜa lμ hoμnh ®é giao ®iÓm cña ®−êng tiÕp tuyÕn cña h(t) t¹i ®iÓm 
uèn. Gäi b lμ kho¶ng thêi gian ®Ó ®−êng tiÕp tuyÕn ®ã ®i ®−îc tõ 0 tíi k ta cã: 

 v*= tgα =
b
k

 ⇒ b =
*v

k
    (3.14) 

 a = Tu −
( )
tg

uh T
α

= Tu − *
)(

v
Th u     (3.15) 

§iÓm uèn

α

h(Tu) 

0 
Tu

ba 

h(t) 

t

k 

H×nh 3.19: X¸c ®Þnh hai tham sè a vµ b tõ h(t). 

§−êng tiÕp tuyÕn htt(t) 
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X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh PT2 (T1 ≠ T2) 

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t nÕu ta gi¶ thiÕt T1 > T2 , nh− vËy th× tõ (3.11) ta cã m« 

h×nh cña ®−êng thùc nghiÖm h(t) b»ng phÐp biÕn ®èi ng−îc to¸n tö Laplace nh− sau: 

 h(t) =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−⋅

−−

21

21
21

1
TT

eTeT
k

T
t

T
t

    (3.16) 

Suy ra: 

 
dt

tdh )(
=

21

21

TT
ee

k
T
t

T
t

−
−

−−

     (3.17) 

vμ 
2

2 )(

dt

thd
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

−
⋅

−−

)()( 212121

21

TTT
e

TTT
e

k
T
t

T
t

.   (3.18) 

Bëi vËy ®Ó cã Tu ta x¸c ®Þnh thêi ®iÓm mμ 
2

2 )(

dt

thd
 bÞ triÖt tiªu vμ ®i ®Õn 

 Tu =
1

2

12

21 ln
T
T

TT
TT
−

      (3.19) 

Thay (3.19) vμo (3.17) cã 

 v* =
dt
Tdh u )(

= 21

2

1

2

1

TT
T

T
T

T
k −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
    (3.20) 

vμ thay (3.19), (3.16) vμo (3.15) ®−îc 

 a = Tu − b + T1+ T2       (3.21) 

Do ®ã nÕu ta ký hiÖu 

 
1

2

T
T

x =  (0<x<1 v×   T1 > T2).   (3.22) 

th× cïng víi (3.14), (3.19) ta sÏ ®−îc 

 
1T
b

=
*1vT

k
= 12

2

1

2 TT
T

T
T −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 1−x

x

x = f1(x).   (3.23) 

vμ víi (3.21), (3.21) cã 
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b
a

=
2

*)(*

k

bvkTv u −
= 1

1
1ln 2

1 −
−

−+−
x

xxx
x x

x

= f2(x) (3.24) 

Ba c«ng thøc (3.22), (3.23) vμ (3.24) chÝnh lμ c«ng cô ®Ó t×m T1 , T2 tõ a vμ b. Cô thÓ 

nh− sau: 

− T×m x tháa m·n 0<x<1 tõ 
b
a

 b»ng c¸ch gi¶i ng−îc (3.24), tøc lμ x = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
b
a

f 1
2  

− T×m T1 tõ x theo (3.23), tøc lμ T1 = )(1 xf
b

 

− T×m T2 theo (3.22), tøc lμ T2 = xT1 

Nh−ng ph¶i chó ý r»ng c¸c b−íc x¸c ®Þnh T1 , T2 tõ a vμ b trªn ®©y kh«ng ph¶i lóc nμo 

còng ¸p dông ®−îc. T¹i sao l¹i nh− vËy?. C©u tr¶ lêi n»m ë ngay ®iÒu kiÖn lμ gi¸ trÞ x 
t×m ®−îc ë b−íc ®Çu tiªn ph¶i tháa m·n 0<x<1. NÕu nh− r»ng gi¸ trÞ x t×m ®−îc ë b−íc 
®Çu tiªn n»m ngoμi kho¶ng (0,1) th× ta cã thÓ dõng ngay c«ng viÖc tÝnh to¸n vμ ®−a ra 

kÕt luËn r»ng ®èi t−îng kh«ng thÓ m« t¶ bëi m« h×nh PT2. 

H¬n n÷a, hμm f2(x) ®Þnh nghÜa theo (3.24) lμ hμm ®ång biÕn (phÇn chøng minh dμnh 

cho bμi tËp) víi gi¸ trÞ giíi h¹n 

 )(lim 2
1

xf
x→

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−+−

→
1

1
1ln

lim
2

1
1 x

xxx
x x

x

x
=0,103648 

nªn ta cã thÓ kiÓm tra ®iÒu kiÖn thùc hiÖn thuËt to¸n mμ kh«ng cÇn gi¶i ng−îc ph−¬ng 

tr×nh (3.24) b»ng c¸ch kiÓm tra xem tû sè 
b
a

 cã n»m trong kho¶ng 

 0 <
b
a

< 0,103648      (3.25) 

hay kh«ng. 

Tæng kÕt l¹i tÊt c¶ c¸c kÕt qu¶ nªu trªn, ta cã ®−îc thuËt to¸n x¸c ®Þnh c¸c tham sè 

k, T1, T2 cña m« h×nh (3.11) tõ ®−êng thùc nghiÖm h(t) nh− sau: 

1) T×m h»ng sè k theo k = h(∞). 

2) KÎ ®−êng tiÕp tuyÕn htt(t) víi h(t) t¹i ®iÓm uèn. Sau ®ã x¸c ®Þnh hai tham sè a lμ 

hoμnh ®é giao ®iÓm cña ®−êng tiÕp tuyÕn htt(t) víi trôc thêi gian vμ b lμ kho¶ng thêi 

gian ®Ó ®−êng tiÕp tuyÕn ®ã ®i ®−îc tõ 0 tíi k. 

3) LËp tû sè 
b
a

. NÕu tû sè nμy n»m ngoμi kho¶ng (3.25), tøc lμ 
b
a ≥ 0,103648, th× dõng 

thuËt to¸n víi kÕt luËn r»ng ®èi t−îng kh«ng m« t¶ ®−îc b»ng m« h×nh (3.11). 



 

 91

4) T×m x tháa m·n 0<x<1 tõ 
b
a

 b»ng c¸ch gi¶i ng−îc (3.24), tøc lμ x = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
b
a

f 1
2 . 

5) T×m T1 tõ x theo (3.23), tøc lμ T1 = )(1 xf
b

. 

6) T×m T2 theo (3.22), tøc lμ T2 = xT1. 

Dùa vμo tÝnh chÊt lμ f2(x) =
b
a

 ®¬n ®iÖu t¨ng trong kho¶ng 0<x<1,  mét hμm viÕt 

trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh C cã tªn x_adivb() theo nguyªn t¾c chia ®«i kho¶ng nghiÖm 

sau mçi lÇn tÝnh cho d−íi ®©y ®Ó phôc vô viÖc x¸c ®Þnh ng−îc x = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
b
a

f 1
2  nh− b−íc 4) 

yªu cÇu. Hμm nμy cã biÕn h×nh thøc adivb chøa gi¸ trÞ ®Çu vμo lμ tû sè 
b
a

 vμ tr¶ vÒ gi¸ 

trÞ x tÝnh ®−îc víi ®é chÝnh x¸c 10
−5. 

double x_adivb(double adivb) 
{ 
 double x1=0., x2=1.,f2,x,mu,err=0.00001; 
 do { 
  x=(x1+x2)/2.; 
  mu=pow(x,(x/(1.-x))); 
  f2=(mu*(x*log(x)+x*x-1.)/(x-1.))-1.; 
  if (adivb<f2) x2=x; else x1=x; 
 } while(fabs(f2-adivb)>err); 
 return(x); 
} 

B¶ng 3.2 d−íi ®©y ®−îc thiÕt lËp nhê trî gióp cña hμm x_adivb() biÓu diÔn mét vμi gi¸ 

trÞ x ®−îc tÝnh ng−îc tõ nh÷ng tû sè 
b
a

 ®Æc tr−ng. 

B¶ng 3.2: Mét sè gi¸ trÞ x cã tõ nh÷ng gi¸ trÞ a/b t−¬ng øng. 

a/b 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 

x 0,012 0,0275 0,0467 0,707 0,1008 0,1393 0,1904 0,2622 0,3740 0,6113 

NÕu tÝn hiÖu kÝch thÝch chñ ®éng ë ®Çu vμo cña ®èi t−îng kh«ng ph¶i lμ hμm 
Heaviside 1(t) mμ lμ u(t)=u01(t) vμ tÝn hiÖu ®o ®−îc ë ®Çu ra lμ y(t) th× do tÝnh tuyÕn tÝnh 
cña ®èi t−îng, hμm qu¸ ®é h(t) sÏ lμ 

 h(t) =
0

)(
u

ty
.       (3.26) 

Do ®ã, cïng víi (3.26) thuËt to¸n trªn còng cã mét söa ®æi nhá cho phï hîp víi bμi to¸n 

x¸c ®Þnh c¸c tham sè k, T1, T2 cña m« h×nh (3.11) tõ ®−êng thùc nghiÖm y(t) nh− sau 
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1) T×m h»ng sè k theo k =
0

)(
u

y ∞
. 

2) KÎ ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi y(t) t¹i ®iÓm uèn. Sau ®ã x¸c ®Þnh hai tham sè a lμ 

hoμnh ®é ®iÓm mμ t¹i ®ã cã ytt(t)=0 cña ®−êng tiÕp tuyÕn vμ b lμ kho¶ng thêi gian ®Ó 

®−êng tiÕp tuyÕn ®ã ®i ®−îc tõ 0 tíi y(∞). 

3) LËp tû sè 
b
a

. NÕu 
b
a ≥ 0,103648, th× dõng thuËt to¸n víi kÕt luËn r»ng ®èi t−îng 

kh«ng m« t¶ ®−îc b»ng m« h×nh (3.11). 

4) T×m x = ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
b
a

f 1
2  b»ng c¸ch gi¶i ng−îc (3.24). 

5) T×m T1 tõ x theo (3.23), tøc lμ T1 = )(1 xf
b

. 

6) T×m T2 theo (3.22), tøc lμ T2 = xT1. 

VÝ dô 1: Gi¶ sö ta ph¶i x¸c ®Þnh m« h×nh cã tham sè d¹ng (3.1) cho bé c¶m biÕn chuyÓn 
®æi ¸p suÊt thμnh ®é dÞch chuyÓn nh− h×nh 3.20 bªn tr¸i m« t¶. KÝch thÝch víi ®Çu vμo 
u(t)=1,5bar ng−êi ta ®o ®−îc ë ®Çu ra ®−êng thùc nghiÖm y(t) cho ë h×nh 3.20 bªn ph¶i. 

Tõ ®−êng thùc nghiÖm y(t) vμ sau khi kÎ ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi nã t¹i ®iÓm uèn ta cã 

 k =
5,1
5,2

= 1,7,  a = 0,1  vμ  b = 1,15. 

Suy ra 

 
b
a

= 0,087 < 0,103648 

vμ do ®ã ta ¸p dông ®−îc thuËt to¸n trªn ®Ó t×m T1, T2 . Gäi hμm x_adivb()víi gi¸ trÞ 

adivb =0,087 ë ®Çu vμo ta cã x = 0,334. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

¸p suÊt
u(t) 

y(t)
2,5 

kho¶ng dÞch 
chuyÓn  

y(t) 

H×nh 3.20: X¸c ®Þnh m« h×nh bé c¶m biÕn chuyÓn ®æi ¸p suÊt/®é dÞch chuyÓn. 

0,1 1,25

t
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VËy T1 = )(1 xf
b ≈ 0,6638 , T2 = xT1 ≈ 0,2214 vμ m« h×nh tham sè cña bé c¶m biÕn lμ: 

 G(s) =
)2214,01)(6638,01(

7,1
ss ++

.     

C¸c b−íc 3), 4), 5) vμ 6) cña thuËt to¸n x¸c ®Þnh tham sè m« h×nh PT2 trªn ®· ®−îc 

cμi ®Æt thμnh hμm pt2() víi 4 biÕn h×nh thøc a, b, T1 vμ T2 ®−îc viÕt trªn ng«n ng÷ lËp 

tr×nh C cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o, trong ®ã hai gi¸ trÞ ®Çu vμo a, b lμ néi dung cña hai 

biÕn h×nh thøc a, b vμ hai tham sè ®Çu ra T1, T2 tÝnh ®−îc sÏ ®−îc hμm cÊt gi÷ trong c¸c 

biÕn h×nh thøc T1, T2 . 

Hμm pt2() cã sö dông thªm hμm x_adivb() ®Ó tÝnh ng−îc x tõ 
b
a

 theo c«ng thøc 

x= ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
b
a

f 1
2 . Gi¸ trÞ tr¶ vÒ cña pt2() lμ mét sè nguyªn. NÕu pt2() tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0 th× ®èi 

t−îng m« t¶ ®−îc bëi m« h×nh PT2 , tr−êng hîp ng−îc l¹i th× kh«ng. 

int pt2(double a, double b, double &T1, double &T2) 
{ 
 double adivb, x; 
 adivb=a/b; 
 if ((0<adivb)&&(adivb<0.103648)) 
 { 
  x=x_adivb(adivb); 
  T1=b/pow(x,(x/(x-1.))); 
  T2=x*T1; 
  return 0; 
 } else return 1; 
} 

VÝ dô 2: Gi¶ sö tõ ®−êng thùc nghiÖm y(t) ng−êi ta ®· x¸c ®Þnh ®−îc a=2,5 vμ b=30. Gäi 
ch−¬ng tr×nh pt2() b»ng lÖnh 

void main() 
{ 
 double a=2.5,b=30,T1,T2; 
 if (pt2(a,b,T1,T2)== 0) printf("T1=%1.4f\tT2=%1.4f\n",T1,T2); 
 getch(); 
} 

ta sÏ nhËn ®−îc T1 = 18,0312 vμ T2 = 5,2829.    
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X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh qu¸n tÝnh bËc cao 

ë thuËt to¸n trªn cã mét ®iÒu kiÖn rμng buéc lμ tû sè 
b
a

 ph¶i tháa m·n (3.25) vμ nÕu 

®iÒu ®ã kh«ng x¶y ra ng−êi ta ph¶i nghÜ tíi mét m« h×nh kh¸c. M« h×nh ®Çu tiªn cã 

nhiÒu kh¶ n¨ng thÝch hîp lμ m« h×nh PTn (3.12) víi n lμ mét tham sè cÇn ph¶i x¸c ®Þnh. 

XuÊt ph¸t tõ (3.12) víi c«ng thøc biÕn ®æi Laplace ng−îc sang miÒn thêi gian sÏ cã 

 h(t) =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−⋅ ∑
−

=

− 1

0 !
1

n

i

i

T
t

i
T
t

ek      (3.27) 

vμ nh− vËy ta ®−îc 

 
dt

tdh )(
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⋅ ∑∑
−

=

−

=

−
1

0

1

0 )!1(!

n

i

i

n

i

i

T
t

i
T
t

T
i

T
t

t
tT

ke
   (3.28) 

 
2

2 )(

dt

thd
= ∑

−

=

− ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⋅
1

0

222

22 ! 

)2(n

i

iii

T
t

i

t
T
t

Ti
T
t

tTiT
T
t

Tt

ke
 (3.29) 

§Æt 
2

2 )(

dt

thd
= 0 vμ gi¶i ra ®Ó t×m Tu ta ®i ®Õn 

 Tu = (n − 1)T       (3.30) 

Thay (3.30) vμo (3.28) vμ (3.27) cã 

 v* =
dt
Tdh u )(

=
)!2(
)1( 21

−
−⋅

−−

nT
ne

k
nn

    (3.31) 

 h(Tu) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−⋅ ∑
−

=

−
1

0

1

! 
)1(n

i

i
n

i
n

ek     (3.32) 

Thay tiÕp (3.31) vμo (3.14) 

 b = Te
n

n n
n

1
2)1(

)!2( −
−−

−
      (3.33) 

vμ (3.30), (3.31), (3.32) vμo (3.15) 

 a =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−⋅
−

−−− ∑
−

=

−
−

1

0

1
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Suy ra 

 
b
a

= 1
! 

)1(
! )1(

)1( 1

0

1 −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −+
−
−⋅ ∑

−

=

−
n

i

in
n

i
n

n
n

e = f3(n).  (3.34) 

C«ng thøc (3.34) chÝnh lμ c«ng thøc x¸c ®Þnh tham sè n cho m« h×nh (3.12) b»ng c¸ch 
gi¶i ng−îc 

 n = phÇn nguyªn gÇn nhÊt cña ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
b
a

f 1
3 .   (3.35) 

vμ sau khi ®· cã n tõ (3.35) ta còng sÏ cã nèt tham sè T cßn l¹i nhê (3.33): 

 T =
)!2(

)1(
1

2

−
−

−

−

ne

nb
n

n
.      (3.36) 

Do n∈N nªn khi n t−¬ng ®èi nhá (3.35) cã thÓ ®−îc thay thÕ b»ng b¶ng tra cho ®¬n 

gi¶n, tøc lμ sau khi ®· cã tû sè 
b
a

 ta chØ cÇn tra b¶ng ®Ó cã n mμ kh«ng cÇn gi¶i ng−îc 

ph−¬ng tr×nh (3.35). Mét b¶ng tra nh− vËy lμ b¶ng 3.3 cho d−íi ®©y. 

B¶ng 3.3: B¶ng tra gi¸ trÞ n tõ tû sè a/b . 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

a/b 0,1036 0,218 0,3194 0,4103 0,4933 0,57 0,6417 0,7092 0,7732 0,8341 

B¶ng 3.3 ®−îc t¹o lËp bëi hμm adivb_n() víi gi¸ trÞ ®Çu vμo n lμ néi dung cña biÕn 

h×nh thøc n vμ gi¸ trÞ tr¶ vÒ lμ tû sè 
b
a

 viÕt trªn C nh− sau: 

double adivb_n(int n) 
{ 
 int i; 
 double tu_so,mau_so,sum; 
 mau_so=1.; 
 tu_so=n-1.; 
 sum=1.; 
 for (i=1;i<n;i++) 
 { mau_so=mau_so*i; 
  sum=sum+(tu_so/mau_so); 
  tu_so=tu_so*(n-1.); 
 } 
 return((exp(1.-n)*((tu_so/mau_so)+sum))-1.); 
} 

Tæng qu¸t, mét hμm kh¸c viÕt trªn C víi tªn n_adivb() cho sau ®©y cã t¸c dông 

thùc hiÖn c«ng thøc (3.35) tÝnh ng−îc n tõ tû sè 
b
a

 mμ kh«ng cÇn tra b¶ng 3.3. Gi¸ trÞ 
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®Çu vμo cña hμm 
b
a

 lμ néi dung cña biÕn h×nh thøc adivb vμ hμm sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ n 

tÝnh ®−îc cã sai lÖch | f3(n) − 
b
a | nhá nhÊt. 

int n_adivb(double adivb) 
{ int n=2; 
 double save=0.1036, result; 
 do 
 { n=n+1; 
  result=save; 
  save=adivb_n(n); 
 } while (save<=adivb); 
 save=(save+result)/2.; 
 if (save<adivb) return(n); else return (n-1); 
} 

Chó ý: Gäi r»ng tæng qu¸t, song hμm n_adivb() còng cã nh−îc ®iÓm lμ kh«ng thùc 

hiÖn ®−îc khi 
b
a

> 4,75 do trμn « nhí. Víi 
b
a

= 4,75 hμm sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ n=127. Nh−ng 

mét m« h×nh (3.12) víi n>50 ®· ®−îc xÕp vμo lo¹i m« h×nh cã cÊu tróc phøc t¹p, Ýt cã ý 
nghÜa thùc tÕ nªn nh−îc ®iÓm nμy sÏ kh«ng h¹n chÕ kh¶ n¨ng øng dông cña hμm. 

Ngoμi ra, do ®èi t−îng lμ tuyÕn tÝnh nªn c¸c c«ng thøc (3.35), (3.36) còng nh− hμm 
n_adivb() x¸c ®Þnh n, T tõ a, b kh«ng phô thuéc vμo tÝn hiÖu chñ ®éng kÝch thÝch ®èi 

t−îng ë ®Çu vμo u(t) lμ 1(t) hay u01(t). Bëi vËy khi u(t)=u01(t), thuËt to¸n x¸c ®Þnh c¸c 

tham sè k, T vμ n tõ ®−êng thùc nghiÖm y(t) ®o ®−îc t¹i ®Çu ra sÏ cã d¹ng nh− sau: 

1) T×m h»ng sè k theo k =
0

)(
u

y ∞
. 

2) KÎ ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi y(t) t¹i ®iÓm uèn. Sau ®ã x¸c ®Þnh hai tham sè a lμ 

hoμnh ®é giao ®iÓm cña ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi trôc thêi gian vμ b lμ kho¶ng thêi 

gian ®Ó ®−êng tiÕp tuyÕn ®ã ®i ®−îc tõ 0 tíi y(∞). 

3) LËp tû sè 
b
a

. NÕu 
b
a

< 0,103648, th× dõng thuËt to¸n víi kÕt luËn r»ng ®èi t−îng 

ph¶i ®−îc m« t¶ b»ng m« h×nh (3.11). Ta còng dõng thuËt to¸n khi 
b
a

> 4,75.  

4) T×m n b»ng c¸ch tra b¶ng 3.3 hoÆc nhê hμm n_adivb(). 

5) T×m T tõ n vμ b theo (3.36). 

Mét phÇn thuËt to¸n trªn, cô thÓ lμ c¸c b−íc 3), 4), 5) nh»m x¸c ®Þnh tham sè n, T 

cho m« h×nh PTn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm ptn() víi 4 biÕn h×nh thøc a, b, n vμ T viÕt 

trªn C cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Hai gi¸ trÞ ®Çu vμo a, b lμ néi dung cña a, b. Hai 
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tham sè ®Çu ra n, T sÏ ®−îc hμm cÊt trong n vμ T. Gi¸ trÞ tr¶ vÒ cña ptn() lμ mét sè 

nguyªn. NÕu ptn() tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0 th× ®èi t−îng m« t¶ ®−îc bëi m« h×nh PTn (3.12), 1 

nÕu ®èi t−îng ph¶i ®−îc m« t¶ bëi m« h×nh PT2 (3.11) vμ 2 nÕu ®èi t−îng kh«ng thÓ m« 

t¶ bëi m« h×nh PTn vμ PT2 . ChØ khi gi¸ trÞ cña hμm tr¶ vÒ b»ng 0 th× kÕt qu¶ n, T mμ 

hμm tÝnh ®−îc míi cã ý nghÜa. 

int ptn(double a, double b, int &n, double &T) 
{ 
 double adivb=a/b; 
 int k,p=0; 
 if (adivb<0.103648) p=1; 
 else if (adivb>4.75) p=2; 
 else 
 { n=n_adivb(adivb); 
  T=b*(double)(n-1)/exp(n-1); 
  for (k=2;k<n-1;k++) T=T*(n-1)/k; 
   } 
 return (p); 
} 

VÝ dô 3: Gi¶ sö khi kÝch thÝch b»ng tÝn hiÖu 1(t) t¹i ®Çu vμo cña mét ®èi t−îng cÇn nhËn 
d¹ng ng−êi ta thu ®−îc ë ®Çu ra ®−êng thùc nghiÖm h(t) cho ë h×nh 3.21. Víi ®−êng thùc 
nghiÖm ®ã th× k =3 vμ sau khi kÎ ®−êng tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm uèn ta cã thªm a =1,7 ; b = 
2,9. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Gäi hμm ptn(a,b,n,T) víi hai gi¸ trÞ ®Çu vμo trªn sÏ nhËn ®−îc n = 7, T = 0.4658. 

VËy m« h×nh cña ®èi t−îng lμ 

 G(s) =
7)4658,01(

3

s+
      

0

h(t) 

t

3

H×nh 3.21: Hµm qu¸ ®é cña ®èi 
t−îng trong vÝ dô 3. 

1,7 2,9
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3.1.5 X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh Lead/Lag 

NÕu ®−êng thùc nghiÖm h(t) cña mét ®èi t−îng cã d¹ng gièng h×nh 3.22 bªn tr¸i th× 
víi c¸c s¬ kiÖn: 

− h(t) kh«ng xuÊt ph¸t tõ 0 vμ cã ®¹o hμm t¹i 0 còng kh¸c kh«ng nªn theo kÕt luËn 1 
trong môc 3.1.1, bËc cña tö sè vμ bËc cña mÉu sè cña m« h×nh tham sè (3.1) ph¶i 

b»ng nhau, tøc lμ na = nb , 
− khi t→∞ hμm h(t) tiÕn tíi mét h»ng sè k ≠ 0 nªn còng theo kÕt luËn 1, m« h×nh 

(3.1) ph¶i tháa m·n k =
0

0

a
b

, 

− h(t) kh«ng cã d¹ng l−în sãng, lu«n cã xu h−íng t¨ng dÇn tíi k nªn theo kÕt luËn 2 
c¸c h»ng sè thêi gian cña ®a thøc tö sè vμ mÉu sè ph¶i lμ nh÷ng sè thùc vμ ph¶i 
tháa m·n c¸c bÊt ®¼ng thøc (3.3), 

ta cã thÓ m« t¶ ®èi t−îng mét c¸ch t¹m ®ñ b»ng m« h×nh Lag (c¾t bít) nh− sau 

 G(s) = 
sT
sT

k
m

t

+
+

1
1

, mt TT <     (3.37) 

H×nh 3.22 bªn ph¶i lμ biÓu ®å Bode cña (3.37). Tõ biÓu ®å Bode ®ã ta thÊy m« h×nh 
(3.37) kh«ng −u tiªn nh÷ng thμnh phÇn tÝn hiÖu cã tÇn sè cao khi ®i qua nã, chÝnh v× vËy 
mμ m« h×nh (3.37) cã tªn lμ lμ m« h×nh Lag. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T−¬ng tù, tr−êng hîp ®−êng thùc nghiÖm h(t) cña mét ®èi t−îng cã d¹ng nh− h×nh 
3.23 bªn tr¸i, ta sÏ cã c¸c s¬ kiÖn sau: 

− v× h(t) kh«ng xuÊt ph¸t tõ 0 vμ cã ®¹o hμm t¹i 0 kh¸c kh«ng nªn na = nb , 

− do víi t→∞ hμm h(t) tiÕn tíi mét h»ng sè k ≠ 0 nªn k =
0

0

a
b

, 

h(t) 

t ω 

|G(jω)|

1−
tT1−

mT

h(∞) 

H×nh 3.22: Hµm qu¸ ®é vµ biÓu ®å Bode cña m« h×nh Lag (c¾t bít). 

h(0) 
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− h(t) kh«ng cã d¹ng l−în sãng, cã mét ®iÓm cùc ®¹i t¹i t=0 sau ®ã gi¶m dÇn tíi k 
nh−ng kh«ng nhá h¬n k nªn theo kÕt luËn 3 c¸c h»ng sè thêi gian cña ®a thøc tö sè 
vμ mÉu sè ph¶i lμ nh÷ng sè thùc vμ ph¶i cã mét bÊt ®¼ng thøc trong (3.3) kh«ng 
®−îc tháa m·n. 

Tõ c¸c s¬ kiÖn nªu trªn ta cã thÓ ®i ®Õn nhËn ®Þnh r»ng ®èi t−îng sÏ m« t¶ ®−îc mét 
c¸ch t¹m ®ñ bëi m« h×nh Lead (dÉn qua) nh− sau: 

 G(s) = 
sT
sT

k
m

t

+
+

1
1

, mt TT >     (3.38) 

trong ®ã tªn gäi Lead cña (3.38) ®−îc suy ra tõ tÝnh chÊt lμ (3.38) sÏ −u tiªn c¸c tÝn hiÖu 
cã tÇn sè cao khi ®i qua nã (xem biÓu ®å Bode t−¬ng øng trong h×nh 3.23 bªn ph¶i). 

VÊn ®Ò cßn l¹i lμ x¸c ®Þnh c¸c tham sè k, Tt vμ Tm  cho m« h×nh. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh Lag 

KÝch thÝch mét c¸ch chñ ®éng t¹i ®Çu vμo cña ®èi t−îng cã thÓ m« t¶ bëi ®−îc m« 

h×nh Lag (3.37) b»ng tÝn hiÖu u(t)=u01(t) ta sÏ thu ®−îc ë ®Çu ra tÝn hiÖu y(t) cã d¹ng cho 

trong h×nh 3.24. 

 

 

 

 

 

 

 

h(t) 

t ω 

|G(jω)|

1−
tT 1−

mT

h(∞) 

h(0) 

H×nh 3.23: Hµm qu¸ ®é vµ biÓu ®å Bode cña m« h×nh Lead (dÉn qua). 

α 
Tm

H×nh 3.24: X¸c ®Þnh tham sè 
cho m« h×nh Lag (c¾t 
bít). 

y(t)

t 

y(∞) = u0k

y(0) =
m

t

T
kT

u0

Tm
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NhiÖm vô b©y giê lμ ph¶i x¸c ®Þnh c¸c tham sè k, Tt vμ Tm cho m« h×nh tõ ®−êng 

thùc nghiÖm y(t) thu ®−îc ®ã. Trong khi tham sè k x¸c ®Þnh ngay ®−îc bëi 

 k = )(lim
1

0
ty

u t ∞→
=

0

)(
u

y ∞
     (3.39) 

tøc lμ b»ng tû sè cña gi¸ trÞ y(∞) vμ u0 th× viÖc x¸c ®Þnh hai tham sè Tt , Tm cßn l¹i cã 

phÇn phøc t¹p h¬n. 

Tr−íc hÕt ta cã 

 Y(s) = )(0 sG
s

u
=

)1(
)1(

0 sTs
sTk

u
m

t

+
+

    (3.40) 

cho nªn 

 y(0) = )(lim ssY
s ∞→

=
m

t

T
kT

u0      (3.41) 

KÎ tiÕp ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi y(t) t¹i ®iÓm t=0 vμ gäi tgα lμ hÖ sè gãc cña ®−êng 

tiÕp tuyÕn ®ã th× (h×nh 3.24) 

 tgα =
dt

dy )0(
= )(lim sYs

s
�

∞→
 

trong ®ã )(sY�  lμ ký hiÖu chØ ¶nh Laplace cña 
dt

tdy )(
. Víi (3.40), (3.41) vμ c«ng thøc biÕn 

®æi (3.2c) ta ®−îc 

 )(sY�  = sY(s) − y(0) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

m

t

m

t

T
kT

sT
sTk

u
1

)1(
0  

Suy ra 

 tgα =
m

m

t

T
T
kT

uku 00 −
=

mT
yy )0()( −∞

 

Do ®ã Tm chÝnh lμ hoμnh ®é cña giao ®iÓm gi÷a ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi ®−êng tiÖm 

cËn y(∞). Tõ Tm ta còng cã lu«n Tt nhê (3.41) nh− sau 

 Tt = ku
Ty m

0

)0(
       (3.42) 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n thø nhÊt: 

a) KÎ ®−êng tiÖm cËn y(∞) víi y(t) t¹i t=∞ råi x¸c ®Þnh k theo (3.39). 

b) KÎ ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi y(t) t¹i t=0, sau ®ã x¸c ®Þnh Tm lμ hoμnh ®é cña giao 

®iÓm gi÷a ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi ®−êng tiÖm cËn y(∞). 

c) X¸c ®Þnh Tt theo (3.42). 
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ThuËt to¸n trªn v−íng l¹i vÊn ®Ò ®· ®−îc ®Ò cËp khi nhËn d¹ng tham sè T cho m« 

h×nh PT1 ë môc 3.1.2 lμ ®iÓm y(0) n¬i b¾t ®Çu ®Æt ®−êng tiÕp tuyÕn n»m kh¸ xa ®−êng 

tiÖm cËn y(∞). §iÒu nμy dÉn tíi nguy c¬ kÕt qu¶ sÏ bÞ sai sè kh¸ lín khi mμ chØ cÇn cã 
mét sai lÖch nhá trong viÖc dùng ®−êng tiÕp tuyÕn. 

§Ó tr¸nh nguy c¬ nμy ng−êi ta sÏ kh«ng dùng ®−êng tiÕp tuyÕn t¹i y(0) n÷a mμ thay 
vμo ®ã lμ t¹i mét ®iÓm kh¸c n»m t−¬ng ®èi gÇn h¬n so víi ®−êng tiÖm cËn y(∞), ch¼ng 

h¹n ®iÓm A cã täa ®é ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
b

a
nh− h×nh 3.25 m« t¶. 

 

 

 

 

 

 

 

 

§−êng tiÕp tuyÕn nμy sÏ cã ph−¬ng tr×nh 

 ytt(t) = tgα (t−a)+b      (3.43) 

§Ó x¸c ®Þnh hÖ sè gãc tgα ta ®i tõ ¶nh Laplace Y(s) cña y(t) theo c«ng thøc (3.40) vμ 
sau khi chuyÓn ng−îc sang miÒn thêi gian sÏ cã 

 y(t) = )1(0
mT
t

m

tm e
T

TT
ku

−−
−  

⇒ tgα = )(ay� = mT
a

m

tm e
T

TT
ku

−−
20     (3.44) 

Gäi B lμ giao ®iÓm cña tiÕp tuyÕn ytt(t) víi ®−êng tiÖm cËn y(∞) vμ T∞ lμ hoμnh ®é cña 

B th× 

 ytt(T∞) = tgα( T∞−a)+b = y(∞) = ku0 

do ®ã cïng víi (3.43), (3.44) ®−îc 

 T∞ −a =
αtg

)()( ayy −∞
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

−

−

−
)1(

)(

00

0

2
m

m

T
a

m

tm

T
a

tm

m e
T

TT
kuku

eTTku

T
= Tm  

B

T∞a 

A 
α 

Tm
H×nh 3.25: X¸c ®Þnh tham sè Tm cã sai sè 

nhá cho m« h×nh Lag (c¾t bít). 

y(t)

t 

y(∞)

b 

y(0)
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VËy Tm chÝnh lμ kho¶ng thêi gian cÇn thiÕt ®Ó ytt(t) ®i ®−îc tõ ®iÓm A tíi ®iÓm B. Ta 

cã ®−îc thuËt to¸n thø hai: 

1) KÎ ®−êng tiÖm cËn y(∞) víi y(t) t¹i t=∞ råi x¸c ®Þnh k theo (3.39). 

2) LÊy mét ®iÓm A bÊt kú trªn y(t) vμ kÎ ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi y(t) t¹i A, sau ®ã 

x¸c ®Þnh B lμ giao ®iÓm gi÷a ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi ®−êng tiÖm cËn y(∞). 

3) ChiÕu ®o¹n AB lªn trôc thêi gian (trôc hoμnh) ®Ó cã Tm. 

4) X¸c ®Þnh Tt tõ Tm vμ k theo (3.42). 

X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh Lead 

VÒ c¬ b¶n, viÖc x¸c ®Þnh c¸c tham sè k, Tt vμ Tm cho m« h×nh Lead còng gièng nh− 

cho m« h×nh Lag. §iÓm kh¸c biÖt duy nhÊt lμ ®−êng thùc nghiÖm y(t) cña m« h×nh Lead 

lu«n n»m phÝa trªn ®−êng tiÖm cËn y(∞) nªn ph¶i cã Tt > Tm (h×nh 3.26). 

ThuËt to¸n t×m k, Tt vμ Tm tõ ®−êng thùc nghiÖm y(t) cã d¹ng nh− sau: 

1) X¸c ®Þnh ®iÓm y(0). 

2) Dùng ®−êng tiÖm cËn y(∞) cña y(t) vμ tÝnh k = )(lim
1

0
ty

u t ∞→
=

0

)(
u

y ∞
 

3) KÎ ®−êng tiÕp tuyÕn ytt(t) víi y(t) t¹i mét ®iÓm A bÊt kú trªn y(t), sau ®ã x¸c ®Þnh 

giao ®iÓm B cña ytt(t) víi ®−êng tiÖm cËn y(∞). Th«ng th−êng ®iÓm A ®−îc chän lμ 

®iÓm kh«ng n»m qu¸ xa ®−êng tiÖm cËn y(∞). 

4) TÝnh Tm lμ h×nh chiÕu cña ®o¹n AB lªn trôc hoμnh. 

5) TÝnh Tt = ku
Ty m

0

)0(
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

B 

α 

A 

y(t) 

t

H×nh 3.26: X¸c ®Þnh tham sè cho 
m« h×nh Lead (dÉn qua). 

y(0) =
m

t

T
kT

u0

y(∞) = u0k

Tm

Tm
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3.1.6 X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh ®èi t−îng dao ®éng bËc hai t¾t dÇn 

XÐt mét ®èi t−îng tuyÕn tÝnh cÇn ph¶i nhËn d¹ng mμ khi kÝch thÝch chñ ®éng t¹i ®Çu 
vμo b»ng hμm u(t)=1(t) ta thu ®−îc ë ®Çu ra ®−êng thùc nghiÖm cña hμm qu¸ ®é h(t) cã 
d¹ng gièng nh− trong h×nh 3.27. 

 

 

 

 

 

 

 

 
§−êng thùc nghiÖm nμy cã nh÷ng ®Æc ®iÓm sau: 

− Hμm h(t) xuÊt ph¸t tõ ®iÓm 0 vμ cã ®¹o hμm t¹i 0 b»ng 0. Theo kÕt luËn 1 ®· nªu 

trong môc 3.1.1 th× m« h×nh (3.1) cña nã ph¶i cã na− nb >1. 

− Khi t→∞ th× h(t) tiÕn tíi mét h»ng sè h∞ . Còng theo kÕt luËn 1 th× m« h×nh tham 

sè (3.1) cña nã cã a0 ≠ 0. 

− Hμm h(t) cã v« sè ®iÓm cùc trÞ ph©n bè xen kÏ, c¸ch ®Òu nhau, trong ®ã c¸c ®iÓm 

cùc ®¹i lín h¬n h∞  cßn c¸c gi¸ trÞ cùc tiÓu th× nhá h¬n h∞ . Theo kÕt luËn 5, m« 

h×nh tham sè (3.1) ph¶i cã nh÷ng ®iÓm cùc lμ sè phøc liªn hîp. 

Víi nh÷ng kÕt luËn nh− vËy, ta hoμn toμn cã thÓ m« t¶ ®èi t−îng b»ng m« h×nh 

 G(s) =
22

2

2 qqDss

kq

++
 trong ®ã 0<D<1 (3.45) 

Tõ m« h×nh nμy ta cã ®−îc ngay: 

 h∞  = )(lim th
t ∞→

= )(lim
0

sG
s→

= k    (3.46) 

bëi vËy vÊn ®Ò cßn l¹i ph¶i lμm chØ lμ x¸c ®Þnh nèt D vμ q. 

Gäi s1 vμ s2 lμ hai ®iÓm cùc cña m« h×nh (3.45), ta cã 

 s1,2 =
21 DjqDq −±−  

Suy ra 

h(t)

t

h∞ 

H×nh 3.27: Hµm qu¸ ®é cña ®èi t−îng dao 
®éng bËc hai. 
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 h(t) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
−

−
DtDq

D

e
k

Dqt
 arcos 1sin

1
1 2

2
 

vμ 

 
dt

tdh )(
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

−
tDq

D

qe
k

Dqt
 1sin

1

2

2
 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh 
dt

tdh )(
= 0 ®Ó t×m c¸c ®iÓm cùc trÞ (kÓ c¶ t¹i ®iÓm t=0) ®−îc: 

 Ti =
21 Dq

i

−

π
, i = 0, 1, … .    (3.47) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Do ®ã 

 hmax  = h(T1) =
( )

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

+−
22 1

exp
1

 arcossin
1

D

D

D

D
k

ππ
 

  =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−+
21

exp1
D

D
k

π
    (3.48) 

Trõ (3.48) cho (3.46) ta sÏ cã ®é qu¸ ®iÒu chØnh (h×nh 3.28): 

 Δh = hmax − h∞ = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
21

exp
D

D
k

π
    (3.49) 

NÕu chia (3.49) cho (3.46) theo tõng vÕ ®−îc: 

k=h∞ 

h(t)

t
H×nh 3.28: X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh dao 

®éng bËc hai tõ hµm qu¸ ®é. 

T1 T2 T3 

hmax
Δh §é qu¸ ®iÒu chØnh 
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k
hΔ

= ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
21

exp
D

Dπ
 ⇔ D =

k

hΔ
+

2

2

ln
1

1

π
 (3.50) 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc cho phÐp x¸c ®Þnh tham sè D tõ ®−êng thùc nghiÖm h(t). 

Tham sè q cßn l¹i sÏ ®−îc x¸c ®Þnh tõ D víi sù trî gióp cña T1 theo (3.47) nh− sau: 

 T1 =
21 Dq −

π
 ⇔ q =

2
1 1 DT −

π
  (3.51) 

Ba c«ng thøc (3.36), (3.50) vμ (3.51) ®Æt c¬ së cho viÖc x¸c ®Þnh c¸c tham sè k, D, q 
cña m« h×nh (3.45) tõ ®−êng thùc nghiÖm h(t). NÕu nh− r»ng v× mét lý do nμo ®ã ta 
kh«ng cã ®−îc hμm qu¸ ®é h(t) mμ chØ cã ®¸p øng y(t) khi ®èi t−îng ®−îc kÝch thÝch bëi 

u(t)= u01(t) th× do ®èi t−îng lμ tuyÕn tÝnh, nh÷ng c«ng thøc trªn sÏ cã mét söa ®æi nhá l¹i 

thμnh (phÇn chøng minh dμnh cho bμi tËp): 

 y∞  = )(lim ty
t ∞→

= ku0       (3.52a) 

 D =

∞

Δ
+

y

y2

2

ln

1

1

π
, trong ®ã Δy = ymax − y∞   (3.52b) 

 q =
2

1 1 DT −

π
      (3.53c) 

Tæng kÕt l¹i, ta ®i ®Õn thuËt to¸n: 

1) KÎ ®−êng tiÖm cËn víi y(t) t¹i t=∞ råi x¸c ®Þnh k theo (3.52a), tøc lμ k =
0u

y∞  

2) X¸c ®Þnh ymax vμ T1 lμ täa ®é cña ®iÓm cùc ®¹i ®Çu tiªn cña ®−êng y(t). 

3) TÝnh D theo (3.52b), trong ®ã Δy = ymax − y∞  

4) TÝnh q tõ T1 vμ D theo (3.53c). 

C¸c b−íc tÝnh to¸n bao gåm tÝnh k, D vμ q tõ y∞ , ymax vμ T1 cña thuËt to¸n ®· ®−îc 

cμi ®Æt thμnh ch−¬ng tr×nh con ptc()viÕt trªn C cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Ch−¬ng 

tr×nh ptc() cã 7 biÕn h×nh thøc, trong ®ã u0, yp, ym, T1 chøa c¸c s¬ kiÖn ®Çu vμo u0 , y∞ 

, ymax , T1 cßn k, D, q chøa kÕt qu¶ tÝnh ®−îc lμ c¸c tham sè m« h×nh k, D, q. 
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void ptc( double u0,double yp,double ym,double T1, 
   double &k,double &D,double &q) 
{ 
 k=yp/u0; 
 D=1./sqrt(1.+(pow(M_PI,2.)/pow(log(fabs(ym-yp)/yp),2.))); 
 q=M_PI/(T1*sqrt(1.-D*D)); 
} 

VÝ dô: Gi¶ sö r»ng khi kÝch thÝch mét ®èi t−îng b»ng tÝn hiÖu u(t)=1(t) ë ®Çu vμo ta thu 
®−îc t¹i ®Çu ra ®−êng thùc nghiÖm cho trong h×nh 3.29. Tõ ®−êng thùc nghiÖm ®ã ta ®äc 
ra ®−îc: 

 y∞ =2,2 ymax =3,5 T1 =2,6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gäi ch−¬ng tr×nh ptc() víi c¸c gi¸ trÞ  

 double u0=1.,yp=2.2,ym=3.5,T1=2.6,k,D,q; 
 ptc(u0,yp,ym,T1,k,D,q); 

sÏ thu ®−îc kÕt qu¶ 

 k =2,2  D =0,165161  q =1,22513     

3.2 X¸c ®Þnh tham sè m« h×nh tõ nh÷ng gi¸ trÞ G(jnΩλ) ®∙ cã  

Nh÷ng ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh m« h×nh tham sè tõ ®¸p øng ®Çu ra y(t) cña ®èi t−îng 

tuyÕn tÝnh cÇn nhËn d¹ng khi ®èi t−îng ®−îc kÝch thÝch bëi tÝn hiÖu ®Çu vμo u(t)= u01(t) 

®· ®−îc tr×nh bμy trong môc 3.1 cã −u ®iÓm lμ chØ cÇn tõ d¹ng ®−êng thùc nghiÖm y(t) 
ng−êi ta ®· cã thÓ khoanh vïng líp c¸c m« h×nh thÝch hîp cho ®èi t−îng, nh−ng l¹i cã 
mét nh−îc ®iÓm chÝnh h¹n chÕ øng dông tæng qu¸t lμ viÖc x¸c ®Þnh tham sè cho m« h×nh 
thuéc líp c¸c m« h×nh ®ã phô thuéc kh¸ nhiÒu vμo d¹ng líp c¸c m« h×nh cô thÓ vμ kh«ng 
tæng qu¸t hãa ®−îc cho mét líp m« h×nh cã cÊu tróc bÊt kú (bËc m« h×nh lμ cho tr−íc). 

y(t)

t

yp = y∞ =2.2

H×nh 3.29: VÝ dô minh häa thuËt to¸n x¸c 
®Þnh tham sè m« h×nh dao ®éng bËc 
hai. 

ym = ymax =3.5

T1=2.6 
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ChÝnh v× vËy, c¸c ph−¬ng ph¸p ®ã chØ cã thÓ ®−îc gãi gän trong ph¹m vi sö dông víi 
nh÷ng m« h×nh ®¬n gi¶n (bËc m« h×nh thÊp) thuéc mét trong 7 líp: 

1) Líp c¸c m« h×nh PT1  

2) Líp c¸c m« h×nh IT1  

3) Líp c¸c m« h×nh ITn  

4) Líp c¸c m« h×nh PT2  

5) Líp c¸c m« h×nh PTn  

6) Líp c¸c m« h×nh Lead/Lag 

7) Líp c¸c m« h×nh kh©u dao ®éng bËc hai t¾t dÇn. 

§Ó bï ®¾p ®−îc h¹n chÕ trªn, môc nμy sÏ giíi thiÖu thªm c¸c ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh 

tham sè b0 , b1 , … ,
bnb , a0 , a1 , … ,

ana , cho m« h×nh thuéc líp 

 G(s) =
)(
)(

sU
sY

=
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsbb

+++

+++

  

  

10

10

"

"
, na ≥ nb  (3.54) 

tõ c¸c gi¸ trÞ {G(jnΩλ )}, n=0,1, … , 2M cña G(s) ®−îc gi¶ thiÕt lμ ®· cã, ch¼ng h¹n nh− 

nhê thuËt to¸n nhËn d¹ng bÞ ®éng b»ng ph©n tÝch phæ vμ hμm nonpar() ®· giíi thiÖu ë 

ch−¬ng 2. C¸c ph−¬ng ph¸p nμy còng cÇn thªm gi¶ thiÕt n÷a lμ bËc cña m« h×nh na , nb 

®· biÕt tr−íc (m« h×nh cã cÊu tróc). 

Do c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng b0 , b1 , … ,
bnb , a0 , a1 , … ,

ana cã sö dông ph−¬ng 

ph¸p tÝnh Cholesky gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh phøc 
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 , víi cij , ki ∈C (3.55) 

nªn ®Ó tiÖn cho viÖc theo dâi, thuËt to¸n Cholesky sÏ ®−îc giíi thiÖu tr−íc khi ®i vμo cô 

thÓ c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng tham sè b0 , b1 , … ,
bnb , a0 , a1 , … ,

ana . 

3.2.1 ThuËt to¸n Cholesky 

NÕu sö dông c¸c ký hiÖu 
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ph−¬ng tr×nh (3.55) víi c¸c hÖ sè phøc cij , ki , i, j = 1, … , n viÕt ®−îc thμnh 

 Cx  = k       (3.56) 

trong ®ã nghiÖm x còng lμ vector gåm c¸c phÇn tö phøc. 

ViÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn kh«ng thÓ ®−îc thùc hiÖn ®¬n gi¶n lμ tÝnh ma trËn 

nghÞch ®¶o C
−1 ®Ó ®−a ra nghiÖm x= C

−1k v× nh− lμm nh− vËy, sè l−îng c¸c phÐp tÝnh 

ph¶i thùc hiÖn lμ rÊt nhiÒu kÐo theo sai sè lín, ®Æc biÖt sai sè tÝnh to¸n sÏ cμng lín khi 
ma trËn C  tuy kh«ng suy biÕn nh−ng cã ®Þnh thøc t−¬ng ®èi  nhá. Bëi vËy ®Ó gi¶i 
ph−¬ng tr×nh (3.56) ng−êi ta cÇn ph¶i cã nh÷ng thuËt to¸n thÝch hîp vμ mét trong 
nh÷ng thuËt to¸n ®ã lμ thuËt to¸n cña Cholesky. 

§iÒu kiÖn ®Ó ¸p dông ®−îc thuËt to¸n Cholesky lμ cÇn ph¶i cã gi¶ thiÕt r»ng ma trËn 
C  x¸c ®Þnh d−¬ng vμ ®èi xøng Hermitian, tøc lμ 

 xHCx  ≥ 0,  xHCx  = 0   khi vμ chØ khi  x  = 0, 

 CH= C , 

trong ®ã ký hiÖu mò H  chØ phÐp tÝnh chuyÓn vÞ vμ lÊy c¸c phÇn tö liªn hîp cña mét ma 
trËn (hay vector). Gi¶ thiÕt trªn, nh− sau nμy chØ râ, hoμn toμn phï hîp víi bμi to¸n 
nhËn d¹ng tham sè m« h×nh cña ta. 

T− t−ëng chÝnh cña thuËt to¸n Cholesky lμ ph©n tÝch ma trËn C  thμnh tÝch C=DDH  

víi D  lμ ma trËn mμ c¸c phÇn tö phÝa trªn ®−êng chÐo chÝnh ®ång nhÊt b»ng 0 

 D =
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, tøc lμ  dij = 0  khi i< j  

ViÖc ph©n tÝch C  thμnh C=DDH  lu«n thùc hiÖn ®−îc nÕu C  x¸c ®Þnh d−¬ng vμ tháa 

m·n CH= C . 

NÕu C  ®· ®−îc ph©n tÝch thμnh C=DDH  thi c«ng viÖc gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (3.56) sÏ 

kh«ng cÇn ®Õn ma trËn nghÞch ®¶o C
−1 n÷a mμ trë nªn ®¬n gi¶n h¬n nhiÒu b»ng viÖc 

gi¶i hai hÖ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh: 

 D y  = k ⇔ 
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 (3.57a) 

vμ 
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 DHx  = y  ⇔ 
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 (3.57b) 

trong ®ã ijd lμ ký hiÖu chØ sè phøc liªn hîp cña dij . 

Nh− ®· nãi, viÖc t×m nghiÖm hai ph−¬ng tr×nh trªn kh«ng cÇn ph¶i th«ng qua ma 

trËn nghÞch ®¶o D
−1. ThËt vËy ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh (3.57a) ta chØ cÇn tiÕn hμnh c¸c b−íc 

sau: 

1) X¸c ®Þnh y1 =
11

1

d
k

 

2) LÇn l−ît víi i=2, … , n tÝnh yi = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

−

=

1

1

1 i

j
jiji

ii
ydk

d
 

vμ ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh (3.57b) ta thùc hiÖn (phÇn chøng minh dμnh cho bμi tËp): 

1) X¸c ®Þnh xn=
nn

n

d

y
 

2) Thùc hiÖn lÇn l−ît cho j =n−1, … , 1 c«ng thøc xj = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

+=

n

ji
iijj

jj
xdy

d 1

1
 

§iÒu b¨n khoan r»ng hai thuËt to¸n trªn cã thùc hiÖn ®−îc kh«ng, tøc lμ thùc sù c¸c 

phÇn tö dii trªn ®−êng chÐo chÝnh cña D cã kh¸c 0 hay kh«ng, sÏ ®−îc tr¶ lêi víi tÝnh 

chÊt x¸c ®Þnh d−¬ng cña C nh− sau: 

§Þnh lý 3.1: NÕu ma trËn C víi c¸c phÇn tö cij lμ nh÷ng sè phøc cã tÝnh x¸c ®Þnh d−¬ng 
th× 

a) C kh«ng suy biÕn. 

b) C¸c phÇn tö trªn ®−êng chÐo chÝnh cii lμ nh÷ng sè thùc d−¬ng. 

Chøng minh: a) TÝnh kh«ng suy biÕn cña C ®−îc suy ra tõ ®Þnh nghÜa vÒ tÝnh x¸c ®Þnh 

d−¬ng, v× nÕu C suy biÕn th× tån t¹i  x≠0 ®Ó cã Cx=0 vμ do ®ã xHCx=0. 

VÒ b) ta chØ cÇn thay x=ei vμo c«ng thøc xHCx  > 0 khi x≠0, trong ®ã ei lμ vector ®¬n vÞ cã 

phÇn tö thø i b»ng 1 cßn c¸c phÇn tö kh¸c b»ng 0, sÏ ®−îc 

 i
H
i eCe  > 0 ⇒ cii > 0  (®.p.c.m).   
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Víi ®Þnh lý 3.1 vμ quan hÖ C= DDH  th× D  còng ph¶i lμ ma trËn kh«ng suy biÕn, tøc 

lμ det D≠ 0. Nh−ng do det D  = ∏
=

n

i
iid

1
nªn ph¶i cã dii ≠ 0 víi mäi i vμ ®ã chÝnh lμ ®iÒu kiÖn 

®Ó thuËt to¸n gi¶i ph−¬ng tr×nh (3.57) thùc hiÖn ®−îc. 

B©y giê ta sÏ x¸c ®Þnh c«ng thøc thùc hiÖn ph©n tÝch C=DDH . Tõ 
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cã 

 cij = ∑
=

n

q
jqiqdd

1
= ∑

=

),min(

1

ji

q
jqiqdd     (3.58) 

Suy ra 

 c j j  = ∑
=

j

q
jqjqdd

1
= ∑

=

j

q
jqd

1

2
 

C«ng thøc nμy kh¼ng ®Þnh l¹i mét lÇn n÷a r»ng c¸c phÇn tö trªn ®−êng chÐo chÝnh c j j  

cña C  lμ nh÷ng sè thùc d−¬ng. §Ó ®¬n gi¶n ta sÏ t×m ma trËn D  cã c¸c phÇn tö trªn 
®−êng chÐo chÝnh còng lμ c¸c sè thùc d−¬ng, khi ®ã th× 

 c j j  = ∑
−

=
+

1

1

22
j

q
jqjj dd . ⇒ dj j  = ∑

−

=
−

1

1

2j

q
jqjj dc  (3.59) 

Muèn t×m nh÷ng phÇn tö dij víi i> j  cßn l¹i ta ®i tõ (3.58). Do cã gi¶ thiÕt i> j  nªn 

(3.58) trë thμnh 

 cij = ∑
=

j

q
jqiqdd

1
= ∑

−

=
+

1

1

j

q
jqiqjjij dddd  

⇒ dij = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

−

=

1

1

1 j

q
jqiqij

jj
ddc

d
     (3.60) 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc x¸c ®Þnh dij khi i> j . 

Dùa vμo (3.59), (3.60) ta cã thuËt to¸n t×m D : Thùc hiÖn víi j =1,2, … , n: 

a) TÝnh dj j  theo (3.59). 

b) TÝnh lÇn l−ît c¸c gi¸ trÞ dij cã i = j+1, … , n theo c«ng thøc (3.60). 
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NÕu ghÐp chung thuËt to¸n t×m D  võa ph¸t biÓu víi hai thuËt to¸n gi¶i hÖ ph−¬ng 
tr×nh (3.57a) vμ (3.57b) ta sÏ ®i ®Õn thuËt to¸n Cholesky gåm c¸c b−íc tÝnh sau: 

1) Ph©n tÝch C  thμnh DDH , tøc lμ t×m dij víi i≥ j , b»ng c¸ch thùc hiÖn lÇn l−ît c¸c 

b−íc sau víi j =1,2, … , n: 

a) TÝnh dj j  = ∑
−

=
−

1

1

2j

q
jqjj dc  

b) LÇn l−ît víi i = j+1, … , n tÝnh dij = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

−

=

1

1

1 j

q
jqiqij

jj
ddc

d
 

2) LÇn l−ît víi i=1, … , n tÝnh yi = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

−

=

1

1

1 i

j
jiji

ii
ydk

d
 

3) LÇn l−ît víi j =n, … , 1 tÝnh xj = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

+=

n

ji
iijj

jj
xdy

d 1

1
 

ThuËt to¸n võa tr×nh bμy trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm cholesky() viÕt trªn C 

cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Hμm nμy cã 3 biÕn h×nh thøc: 

a) Sè nguyªn n chøa bËc cña ma trËn C, tøc lμ chøa sè c¸c ph−¬ng tr×nh lμ n. 

b) Con trá c chØ ®Çu m¶ng sè phøc c[] chøa gi¸ trÞ c¸c phÇn tö  c i j  cña ma trËn C. 

Do ma trËn C ®· ®−îc gi¶ thiÕt lμ ®èi xøng Hermitian (C=CH ) nªn hμm còng chØ 

cÇn c¸c gi¸ trÞ c i j  cã i ≥ j lμ ®ñ. Nh÷ng phÇn tö nμy lμ c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo cña 

hμm cholesky() vμ ph¶i ®−îc ®−a vμo m¶ng c[] theo thø tù nh− sau: 
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 ®−a vμo 
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⎟
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⎠
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
1-

2
1)n(n

c
2
1)-n(n

c

c[2]c[1]

c[0]

""

%##  

nãi c¸ch kh¸c, phÇn tö c i j  ph¶i ®−îc ®−a vμo c[p] víi p= j
ii +−−

1
2

)1(
. 

Sau khi hμm thùc hiÖn xong, m¶ng sÏ chøa c¸c phÇn tö di j  cña D còng theo ®óng 

thø tù nh− trªn. 

c) Con trá k chØ ®Çu m¶ng sè phøc k[] chøa c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo ki , i=1, … , n theo 

thø tù ki  n»m trong k[i-1]. Khi hμm cholesky() thùc hiÖn xong, m¶ng nμy 

sÏ chøa kÕt qu¶ xi , i=1, … , n còng theo ®óng thø tù ®ã. 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0 nÕu qu¸ tr×nh thùc hiÖn kh«ng cã lçi (ma trËn C x¸c ®Þnh d−¬ng) 

hoÆc lμ mét gi¸ trÞ i kh¸c 0 th«ng b¸o C cã phÇn tö c i i  ≤ 0.  
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int cholesky(int n,complex *c,complex *k) 
{ 
 int i,j,q,p,l; 
 double s; 
 for(j=1;j<=n;j++) 
 { p=(j*(j-1)-2)/2; 
  s= real(c[p+j]); 
  for(q=1;q<j;q++) 
   s -= pow(real(c[p+q]),2)+pow(imag(c[p+q]),2); 
  if(s<=0.) return(j); else s=sqrt(s); 
  c[p+j]=complex(s); 
  for(i=j+1;i<=n;i++) 
  { l=(i*(i-1)-2)/2; 
   for(q=1;q<j;q++) c[l+j]-= c[l+q]*conj(c[p+q]); 
   c[l+j]=c[l+j]/s; 
  } 
 } 
 for(i=1;i<=n;i++) 
 { p=(i*(i-1)-2)/2; 
  for(j=1;j<i;j++) k[i-1]-= c[p+j]*k[j-1]; 
  k[i-1]=k[i-1]/c[p+i]; 
 } 
 for(j=n;j>0;j--) 
 { for(i=j+1;i<=n;i++) 
  { p=(i*(i-1)-2)/2; 
   k[j-1]-= conj(c[p+j])*k[i-1]; 
  } 
  k[j-1]=k[j-1]/c[(j*(j+1)-2)/2]; 
 } 
 return(0); 
} 

VÝ dô: Gäi hμm trªn víi c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo n=3, 
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3.2.2 NhËn d¹ng tham sè m« h×nh 

Sau khi ®· cã hμm cholesky() gi¶i ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh phøc, ta quay l¹i bμi 

to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh (3.54). 

Gi¶ sö r»ng b»ng c¸ch nμo ®ã, ch¼ng h¹n nh− th«ng qua nhËn d¹ng m« h×nh kh«ng 
tham sè nhê ph©n tÝch phæ tÝn hiÖu víi hμm nonpar() ®· tr×nh bμy ë ch−¬ng 2, ta ®· cã 

d·y c¸c gi¸ trÞ {G(jnΩλ )}, Ωλ=
aTλ

π2
, n=0,1, … , 2M cña hμm truyÒn ®¹t G(s) tõ d·y c¸c 

gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc {uk}, {yk} víi chu kú lÊy mÉu Ta cña tÝn hiÖu vμo ra u(t), y(t), 

trong ®ã λ lμ sè nguyªn lòy thõa 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1, N=
aT

T
, T lμ 

kho¶ng thêi gian quan s¸t (®o) tÝn hiÖu [0, T) vμ M lμ chØ sè Lag. NhiÖm vô ®Æt ra b©y 

giê lμ x¸c ®Þnh c¸c tham sè b0 , b1 , … ,
bnb , a0 , a1 , … ,

ana cho m« h×nh (3.54) tõ c¸c gi¸ 

trÞ G(jnΩλ ) ®· cã nμy. 

NÕu nh− tõ th«ng tin A−priori ng−êi ta kh«ng nh÷ng biÕt ®−îc ®èi t−îng lμ tuyÕn 

tÝnh còng nh− bËc cña m« h×nh na , nb mμ cßn biÕt thªm r»ng ®èi t−îng kh«ng cã thμnh 

phÇn tÝch ph©n nèi tiÕp, vÝ dô nh− hμm qu¸ ®é h(t) kh«ng tiÕn ®Õn ∞ khi t→∞, th× do 

a0≠0 m« h×nh (3.54) hoμn toμn cã thÓ ®−îc thay thÕ bëi d¹ng t−¬ng ®−¬ng 

 GM(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasa

sbsbb

+++

+++

  1

  

1

10

"

"
, (na ≥ nb).  (3.61) 

Víi (3.61) vμ G(jnΩλ ), n=0,1, … , 2M th× khi thay s bëi jnΩλ  vμo vÒ ph¶i cña (3.61) 

cßn vÕ tr¸i lμ nh÷ng gi¸ trÞ G(jnΩλ ) ®· cã, sÏ ®−îc: 

 G(jnΩλ ) ≈
a

a

b
b

n
n

n
n

jnajna

jnbjnbb

)(  )(1

)(  )(

1

10

λλ

λλ

Ω++Ω+

Ω++Ω+

"

"
  (3.62) 

⇒ en = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ΩΩ−Ω−Ω ∑∑

==

ab n

i

i
i

n

i

i
i jnajnGjnbjnG

10
)()()()( λλλλ ≠0 (3.63) 

Lý do cho viÖc dÊu = ë (3.61) ®−îc thay bëi dÊu ≈ trong (3.62) vμ do ®ã en≠0 lμ vÕ tr¸i 

cña (3.62) chØ lμ nh÷ng gi¸ trÞ G(jnΩλ ) nhËn d¹ng ®−îc mμ cã nªn kh«ng ph¶i lμ gi¸ trÞ 

®óng thùc sù cña hμm truyÒn ®¹t. 

Tõ (3.63) ta thÊy bé tham sè b0 , b1 , … ,
bnb , a1 , … ,

ana tèt nhÊt sÏ lμ bé mμ víi nã 

tæng b×nh ph−¬ng c¸c sai lÖch en cã gi¸ trÞ nhá nhÊt: 



 

 114

 Q = ∑
=

M

n
ne

2

0

2  → min!.      (3.64) 

NÕu sö dông ký hiÖu 
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         (3.65) 

th× c«ng thøc (3.63), (3.64) cho tÊt c¶ n=0,1, … , M
~

=2M sÏ viÕt ®−îc thμnh 

 e = g − Ux  

 Q = eHe  → min!. 

Suy ra 

 Q = xUUxgUxxUggg HHHHHH +−−  

  =
��������� 
��������� 	�

Q

xUUgUUUxUUgUgUUUUggg HHHHHHHHHH

~
)()()()( 11 −−+− −−  

V× chØ cã thμnh phÇn thø 3 lμ Q
~

 chøa vector c¸c tham sè x ph¶i t×m nªn Q nhá nhÊt khi 

vμ chØ khi 

 Q
~

= )()()( 1 xUUgUUUxUUgU HHHHHH −− −  → min!. 

H¬n n÷a theo (3.65) ma trËn U cã M
~

+1 hμng na+nb+1 cét. Nh−ng do ë bμi to¸n nhËn 

d¹ng th−êng cã M
~

> na+nb nªn na+nb+1 vector cét lμ ®éc lËp tuyÕn tÝnh, tøc lμ U cã 

h¹ng na+nb+1, dÉn ®Õn UHU  kh«ng suy biÕn. Khi UHU  kh«ng suy biÕn, nã sÏ x¸c ®Þnh 

d−¬ng, kÐo theo 1)( −UU H còng lμ mét ma trËn x¸c ®Þnh d−¬ng (phÇn chøng minh dμnh 

cho bμi tËp). Bëi vËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña Q
~

chØ cã thÓ lμ 0 víi 

  xUUgU HH −  = 0    ⇔ gUxUU HH =   (3.66) 
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vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc x¸c ®Þnh bé tham sè x cho m« h×nh (3.61). 

So s¸nh (3.66) víi (3.56) ta thÊy chóng hoμn toμn gièng nhau, trong ®ã 

 C = UHU  vμ k = gU H     (3.67) 

nªn (3.66) cã thÓ ®−îc gi¶i trùc tiÕp nhê hμm cholesky() viÕt trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh 

C ®· giíi thiÖu t¹i môc tr−íc. 

Gäi c¸c phÇn tö cña C lμ c i k , i, k=1, … , na+nb+1, cña U lμ uq k , q= 1, … , M
~

+1, k=1, 

… , na+nb+1 vμ cña k lμ ki , i = 1, … , na+nb+1  th× tõ (3.67) cã 

 uqk=
[ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++≤<+Ω−Ω−

+≤≤Ω−
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11))1(()1(

11)1(
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b
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             khi
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λ  (3.68) 

 c i k  = ∑
+

=

1
~

1

M

q
qkqiuu       (3.69) 

 ki  = ∑
+

=
Ω−

1
~

1
))1((

M

q
qi qjGu λ .     (3.70) 

Thay (3.68) vμo (3.69) ®−îc 

 c1 1  = M
~

+1 
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1
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=
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∑
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∑
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�
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 (3.71) 

vμ (3.68) vμo (3.70) cã 
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 (3.72) 

Hai c«ng thøc (3.71), (3.72) còng nh− hμm nonpar() ®· cho ë môc 2.3.1 (ch−¬ng2) 

®Æt c¬ së cho viÖc x©y dùng thuËt to¸n t×m bé tham sè tèi −u b0 , b1 , … ,
bnb , a1 , … 

,
ana cho m« h×nh (3.61) trùc tiÕp tõ d·y c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu {uk}, {yk}, k=1, … , N−1 ®o 

®−îc trong kho¶ng thêi gian quan s¸t [0, NTa), trong ®ã Ta lμ thêi gian trÝch mÉu. 



 

 116

ThuËt to¸n nμy cã d¹ng nh− sau: 

1) Gäi hμm nonpar() víi ®Çu vμo {uk}, {yk}, k=1, … , N−1 ®Ó cã G(jnΩλ ), n=0,1, … , M
~

, 

trong ®ã M
~

=2M, M lμ chØ sè Lag (môc 2.2.1), Ωλ=
aTλ

π2
vμ λ lμ sè nguyªn lòy thõa 2 

nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1. 

2) X¸c ®Þnh ma trËn C = UHU  vμ vector k = gU H  b»ng c¸ch thùc hiÖn lÇn l−ît víi 

i=1, … , na+nb+1 c¸c b−íc sau: 

a) Khi k=i, … , na+nb+1,  tÝnh c i k  theo (3.71). 

b) TÝnh ki  theo (3.72). 

3) Gäi hμm cholesky() víi c¸c tham sè ®Çu vμo ®· cã ë b−íc 2) ®Ó x¸c ®Þnh x chøa bé 

tham sè b0 , b1 , … ,
bnb , a1 , … ,

ana tèi −u. 

ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm par() cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Hμm 

par() cã c¸c biÕn h×nh thøc: 

a) Con trá u chØ ®Çu m¶ng sè thùc u[] chøa d·y {uk}, k=1, … , N−1. 

b) Con trá y chØ ®Çu m¶ng sè thùc y[] chøa d·y {yk}, k=1, … , N−1. 

c) Sè thøc Ta chøa thêi gian trÝch mÉu Ta. 

d) Sè nguyªn N chøa ®é dμi hai d·y {uk}, {yk}, tøc lμ chøa N. 

e) Sè nguyªn M chøa chØ sè Lag, tøc lμ ®é dμi cÇn ph¶i cã cña d·y gi¸ trÞ hμm t−¬ng 

quan { )(~
auy mTr }, ®ång thêi còng x¸c ®Þnh ®é dμi M

~
=2M cña d·y kÕt qu¶ 

{G(jnΩλ )} cña hμm nonpar() lμ M
~

+1, tøc lμ n=0,1,  , … , M
~

 víi Ωλ  =
aTλ

π2
, 

trong ®ã λ lμ mét sè nguyªn lòy thõa cña 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 
2N−1. 

f) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

g) Sè nguyªn w x¸c ®Þnh chØ sè 0≤i≤7 cña hμm cöa sæ sÏ ®−îc sö dông nh»m lμm 

gi¶m sai sè rß rØ khi sö dông kü thuËt DFT. NÕu néi dung cña w lμ mét sè ngoμi 

kho¶ng [0,7] th× hμm sÏ sö dông hμm cöa sæ w0(t). 

h) Sè nguyªn na x¸c ®Þnh bËc ®a thøc mÉu sè cña m« h×nh (3.61). 

i) Sè nguyªn nb x¸c ®Þnh bËc ®a thøc tö sè cña m« h×nh (3.61). 
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j) Con trá x chØ ®Çu m¶ng sè phøc x[] cã ®é dμi na+nb+1 chøa kÕt qu¶ theo thø tù 

x[0]= b0, … , x[nb]=
bnb , x[nb+1]= −a1 , … , x[nb+na]= −

ana . 

Hμm sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi −2 nÕu na<nb , −1 khi M≥N  hoÆc i > 0 th«ng b¸o UHU  

suy biÕn víi phÇn tö thø i i  kh«ng ph¶i lμ sè d−¬ng. Trong tr−êng hîp kh«ng cã lçi, hμm 
tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0. Hμm kh«ng lμm thay ®æi néi dung hai m¶ng u[] vμ y[]. 

int par(double *u,double *y,double Ta,int N,int M,int bias, 
   int w,int na,int nb,complex *x) 
{ int i,k,m=na+nb+1,q,L,ik,Q=2*M; 
 double om,*s; 
 if(nb>na) return(-2); 
 complex ci,*G,*c,im=complex(1.); 
 G=new complex[Q+1]; 
 c=new complex[m*(m+1)/2+1]; 
 s=new double[Q]; 
 if((L=nonpar(u,y,Ta,N,M,bias,w,G))>0) 
 { c[0]=complex(Q+1); 
  x[0]=G[0]; 
  om=(2.*M_PI)/(Ta*L); 
  for(i=0;i<Q;i++) 
  { s[i]=1.; 
   x[0]=x[0]+G[i+1]; 
  } 
  for(ik=1;ik<=2*na;ik++) 
  { for(q=0;q<Q;q++) s[q]=s[q]*om*(q+1); 
   im=im*complex(0.,-1); 
   if(ik<=nb) 
   { x[ik]=complex(0.); 
    for(q=0;q<Q;q++) x[ik]+=im*G[q+1]*s[q]; 
   } 
   if(ik<=na) 
   { x[nb+ik]=complex(0.); 
    for(q=0;q<Q;q++) x[nb+ik]+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.); 
   } 
   for(i=1;i<=na+nb+1;i++) 
    for(k=1;k<=i;k++) 
    { if(i<=nb+1) L=i+k-2; 
     else L=(k<=nb+1)? i-nb+k-2:i-2*nb+k-2; 
     if(L!=ik) continue; 
     L=k%2; 
     ci=complex(0.); 
     if(i<=nb+1) for(q=0;q<Q;q++) ci += im*s[q]; 
     else if(k<=nb+1) 
      for(q=0;q<Q;q++) ci += im*conj(G[q+1])*s[q]; 
     else 
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     { for(q=0;q<Q;q++) ci+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.); 
      L=(k-nb)%2 
     } 
            c[i*(i-1)/2-1+k]=(L==0)? –ci : ci; 
    } 
  } 
  L=cholesky(na+nb+1,c,x); 
 } 
 delete [] G; delete [] c; delete [] s; 
 return (L); 
} 

Chó ý: ThuËt to¸n trªn còng nh− hμm par() chØ sö dông ®−îc khi ®èi t−îng kh«ng cã 

thμnh phÇn tÝch ph©n I, tøc lμ )(lim th
t ∞→

<∞. 

VÝ dô: Cho mét ®èi t−îng tuyÕn tÝnh cã m« h×nh 

 GM(s) =
2

21

0

1 sasa

b

++
,  

trong ®ã 

 b0 =2,5 , a1 =1,6.10−3 vμ a2 =5,5.10−7. 

§èi t−îng lμm viÖc tÝn hiÖu vμo u(t) lμ ngÉu nhiªn egodic cã d¶i tÇn sè lín. §o 2048 gi¸ 

trÞ tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ra y(t) cña ®èi t−îng víi tÇn sè trÝch mÉu Ta=Ta=10−4s ®−îc d·y 

{uk}, {yk}, k=1, 2, … , 2047. 

Sö dông hμm par() víi hμm cöa sæ Hanning (w=w=3), na=na=2, nb=nb=0, 

N=N=2048, bias=1 cho c¸c gi¸ trÞ M=M kh¸c nhau ta sÏ cã nh÷ng kÕt qu¶ sau: 

Lag M b0 =2,5 a1 =1,6.10−3 a2 =5,5.10−7 

195 2.39445e+00 1.46897e−03 5.43231e−07 
225 2.41471e+00 1.51376e−03 5.54454e−07 
300 2.42715e+00 1.53705e−03 5.50963e−07 
350 2.42666e+00 1.50772e−03 5.43697e−07 
365 2.44589e+00 1.51191e−03 5.50411e−07 
390 2.34944e+00 1.45696e−03 5.22151e−07 

Khi ®èi t−îng cã chøa thμnh phÇn tÝch ph©n I th× kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ 

gi¶ thiÕt b0≠0, tøc lμ kh«ng chøa thμnh phÇn vi ph©n D nèi tiÕp, v× trong tr−êng hîp 

a0=b0=0 th× sau khi gi¶n −íc thõa sè chung cña tö vμ mÉu cña (3.54) lμ s ®Ó h¹ bËc ta l¹i 

cã m« h×nh míi kh«ng chøa ®ång thêi c¶ hai thμnh phÇn I vμ D.  
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Khi b0≠0, ta lμm t−¬ng tù nh− trªn víi m« h×nh rót gän 

 GM(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsb

+++

+++

  

  1

10

1

"

"
    (3.73) 

sÏ ®i ®Õn 
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n=0,1,  , … , 2M vμ k=0,1,  , … , na+nb . 

Nh− vËy bé tham sè b1 , … ,
bnb , a0 , a1 , … ,

ana cña m« h×nh (3.73) mμ víi nã phiÕm 

hμm sai lÖch (3.64) ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt sÏ lμ nghiÖm cña 

 LHLx  = LHs   

vμ cïng víi kÕt luËn ®ã ta ®−îc thuËt to¸n x¸c ®Þnh bé tham sè tèi −u x  cho m« h×nh 

(3.73) tõ d·y gi¸ trÞ tÝn hiÖu {uk}, {yk}, k=1, … , N−1 ®o ®−îc trong kho¶ng thêi gian quan 

s¸t [0, NTa) víi thêi gian trÝch mÉu Ta nh− sau: 

1) Sö dông hμm spec() tÝnh )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩnSuy , n=0,1, … ,2M víi M lμ chØ sè Lag, 

Ωλ=
aTλ

π2
vμ λ lμ sè nguyªn lòy thõa 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1. 
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2) TÝnh C=LHL  vμ k= LHs . 

3) Gäi hμm cholesky()®Ó t×m  x chøa bé tham sè b1 , … ,
bnb , a0 , a1 , … ,

ana tèi −u. 

ViÖc cμi ®Æt thuËt to¸n trªn thμnh ch−¬ng tr×nh trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh C ®−îc tiÕn 
hμnh t−¬ng tù nh− ®· lμm víi hμm par() vμ sÏ ®−îc dμnh cho b¹n ®äc nh− bμi tËp «n 

luyÖn. 

3.2.3 NhËn d¹ng lÆp tham sè m« h×nh 

VÝ dô minh häa cho hμm par() tr×nh bμy trong môc 3.2.2 ®Ó nhËn d¹ng tham sè b0 , 

b1 , … ,
bnb , a1 , … ,

ana cho m« h×nh ®èi t−îng kh«ng chøa thμnh phÇn tÝch ph©n 

 GM(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasa

sbsbb

+++

+++

  1

  

1

10

"

"
, (na ≥ nb)  (3.74) 

x¸c nhËn kh¶ n¨ng ¸p dông tèt cña thuËt to¸n. Tuy nhiªn kh«ng ph¶i trong mäi tr−êng 
hîp ta ®Òu cã thÓ sö dông thuËt to¸n ®ã. Ch¼ng h¹n nh− ë bμi to¸n nhËn d¹ng bÞ ®éng 

cã nhiÔu t¸c ®éng lín lμm cho kÕt qu¶ ®o {uk}, {yk} ph¶n ¸nh kh«ng ®−îc s¸t thùc tÝn 

hiÖu hiÖn cã cña ®èi t−îng. §iÒu nμy ¶nh h−ëng trùc tiÕp tíi gi¸ trÞ G(jnΩλ ), n=0,1, … , 

2M thu ®−îc cña hμm truyÒn ®¹t vμ gi÷a gi¸ trÞ thu ®−îc ®ã víi gi¸ trÞ ®óng GM(jnΩλ ) 

tån t¹i sai lÖch kh«ng thÓ bá qua. 

VÝ dô 1: Gi¶ sö mét ®èi t−îng tuyÕn tÝnh m« t¶ chÝnh x¸c ®−îc bëi 

 GM(s) =
2

21

10

1 sasa

sbb

++
+

  

víi b0 =2 , b1 =0,5 , a1 = 0,8 vμ a2 = 2. 

§o 1000 gi¸ trÞ tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ra y(t) cña ®èi t−îng víi tÇn sè trÝch mÉu 

Ta=Ta=10−2s ®−îc d·y {uk}, {yk}, k=1, 2, … , 999, trong ®ã ë c¶ ®Çu vμo/ra cña ®èi 

t−îng cã lÉn 12% nhiÔu ph©n bè chuÈn víi gi¸ trÞ trung b×nh b»ng 0. Sö dông hμm 
par() víi cöa sæ Hamming (w=4), na=2, nb=1, N=1000, bias=1 vμ M=200 ta thu ®−îc 

kÕt qu¶ cã sai lÖch ®¸ng kÓ ([12]): 

 b0 = 0,38 , b1 = 0,12, a1 = 0,35 vμ a2 = 0,17.        

Nh»m hiÖu chØnh kÕt qu¶ thu ®−îc nhê hμm par() mét c¸ch tèt h¬n, ng−êi ta cÇn 

ph¶i lo¹i bá sù ¶nh h−ëng cña nhiÔu trong G(jnΩλ ) vμ mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p 

lo¹i bá sù ¶nh h−ëng ®ã cña nhiÔu lμ nhËn d¹ng theo nguyªn lý lÆp qua nhiÒu b−íc ®−îc 
tr×nh bμy sau ®©y. 
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XuÊt ph¸t tõ m« h×nh (3.74) vμ c¸c gi¸ trÞ G(jnΩλ ), n=0,1, … , 2M ®· cã ta lËp 

ph−¬ng tr×nh m« t¶ sai lÖch ®Çu ra: 

 en = G(jnΩλ ) − GM(jnΩλ ) 
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NÕu ký hiÖu )(k
ia , )(k

ib lμ c¸c tham sè cña m« h×nh (3.74) thu ®−îc t¹i b−íc lÆp thø k, 

ta sÏ c¶i biªn sai lÖch trªn mét Ýt cho phï hîp víi thuËt to¸n lÆp nh− sau: 
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 (3.75) 

trong ®ã 

 )1( −k
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− Ω+
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i jna
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)1( )(1 λ  vμ )0(
nw =1, ∀ n. 

Víi ký hiÖu ma trËn U vector g cho trong (3.65) vμ 
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th× (3.75) cho tÊt c¶ n=0,1, … , 2M sÏ viÕt chung l¹i ®−îc thμnh 

 e~ = W ( k − 1 ) g − W ( k − 1 )U xk     (3.76) 

NÕu xem bé tham sè xk tèt nhÊt cña b−íc lÆp thø k lμ bé mμ víi nã tæng b×nh ph−¬ng 

c¸c sai lÖch 
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 Q = ∑
=

M

n
ne

2

0

2~ = ee H ~~  

®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt, th× t−¬ng tù nh− ®· lμm víi (3.64) t¹i môc 3.2.2 ®Ó ®Õn (3.66), ë ®©y 

ta còng cã ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh nghiÖm xk nh− sau: 

 ( ) ( ) k
kHk x

C

UWUW ⋅−−
���� 
���� 	�   )1()1( = ( )

���� 
���� 	�
k

gWUW kHk   )1()1( −−  

vμ ph−¬ng tr×nh nμy hoμn toμn gi¶i ®−îc trùc tiÕp nhê hμm cholesky() víi nh÷ng gi¸ 

trÞ G(jnΩλ ), n=0,1, … , 2M còng nh− bé tham sè )1( −k
ia , i=1, … , na ®· cã tõ b−íc lÆp thø 

k−1 tr−íc ®ã. 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n lÆp x¸c ®Þnh bé tham sè tèi −u  b0 , … ,
bnb , a1 , … ,

ana  (sai lÖch 

®Çu ra nhá nhÊt) cho m« h×nh ®èi t−îng kh«ng chøa thμnh phÇn tÝch ph©n tõ nh÷ng gi¸ 

trÞ G(jnΩλ ), n=0,1, … , 2M ®· cã (ch¼ng h¹n nh− nhê ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng bÞ ®éng 

m« h×nh kh«ng tham sè ®· tr×nh bμy ë ch−¬ng 2) nh− sau: 

1) X¸c ®Þnh bé tham sè khëi ph¸t )0(
0b , )0(

1b , … , )0(
bnb , )0(

1a , )0(
2a , … , )0(

ana  tõ G(jnΩλ ), 

n=0,1, … , 2M (cã thÓ sö dông mét phÇn hμm par() kh«ng cã c«ng ®o¹n gäi 

nonpar() ®Ó tÝnh G(jnΩλ ), n=0,1, … , 2M tõ {uk}, {yk}, k=1, … , N−1). 

2) Thùc hiÖn lÇn l−ît c¸c b−íc sau víi k=1, 2, …  

a) TÝnh C = (W(k−1)U)H(W(k−1)U) vμ k = (W(k−1)U)HW(k−1) g  

b) Gäi hμm cholesky() ®Ó tÝnh )(
0
kb , )(

1
kb , … , )(k

nb
b , )(

1
ka , )(

2
ka , … , )(k

na
a . 

c) NÕu sai sè ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+− −−

i

k
i

k
i

k
i

k
i aabb )()1()()1(  < ε  víi ε lμ mét sè d−¬ng ®ñ nhá cho 

tr−íc th× dõng thuËt to¸n vμ cho ra kÕt qu¶ b0 =
)(

0
kb , … , 

bnb = )(k
nb

b , a1 =
)(

1
ka , … , 

ana = )(k
na

a . 

NÕu nh− biÕt ch¾c r»ng bé tham sè m« h×nh ph¶i x¸c ®Þnh víi Ýt nhÊt hai vßng lÆp th× 

ta cã thÓ b¾t ®Çu t¹i ngay b−íc 2, trong ®ã gi¸ trÞ khëi ph¸t )0(
0b , )0(

1b , … , )0(
bnb , )0(

1a , 

)0(
2a , … , )0(

ana  chØ cÇn chän sao cho cã ®−îc )0(
nw =1, ∀ n. VÝ dô nh− víi 

 )0(
1a = … = )0(

ana = 0 

vμ  )0(
0b , )0(

1b , … , )0(
bnb  lμ tïy ý. 
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§Ó tiÖn cho viÖc cμi ®Æt thuËt to¸n trªn, nhÊt lμ t¹i b−íc 2a) khi ph¶i x¸c ®Þnh C 

còng nh− k ta cã thÓ gäi U
~

= W(k−1)U vμ qnu~ lμ c¸c phÇn tö cña U
~

, q=1, … , 2M+1, n=1, 

… , na+nb+1. VËy th× 

 qnu~ =

[ ]
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⎪
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             khi

λ
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trong ®ã )1(
0

−kw =1.  NÕu gäi tiÕp C=(W(k−1)U)H(W(k−1)U) vμ cmn , m, n=1, … , na+nb+1 lμ 

c¸c phÇn tö cña nã sÏ ®−îc 
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Còng nh− vËy, nÕu ta tiÕp tôc gäi kn , n = 1, … , na+nb+1 lμ c¸c phÇn tö cña  k th× 

 kn= ∑
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Sö dông c¸c c«ng thøc x¸c ®Þnh C vμ k võa nªu trªn, ta tiÕn hμnh viÖc cμi ®Æt thuËt 

to¸n nhËn d¹ng  b0 , … ,
bnb , a1 , … ,

ana  cho ®èi t−îng kh«ng chøa thμnh phÇn tÝch 

ph©n tõ nh÷ng gi¸ trÞ G(jnΩλ ), n=0,1, … , 2M cña nã b»ng ng«n ng÷ lËp tr×nh C sÏ cã 

®−îc hμm itpar() cho d−íi ®©y. Hμm itpar() nμy cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá G chØ ®Çu m¶ng phøc G[] chøa c¸c gi¸ trÞ G(jnΩλ ), n=0,1, … , 2M. 

b) Con trá x chØ ®Çu m¶ng phøc x[] chøa c¸c tham sè cã tõ vßng lÆp thø k−1 tr−íc 

®ã theo thø tù: 

x[0]= )1(
0

−kb , … , x[nb]= )1( −k
nb

b , x[nb+1]=− )1(
1

−ka , … , x[na+nb]=− )1( −k
na

a  

Sau khi hμm thùc hiÖn xong, c¸c gi¸ trÞ tham sè míi sÏ ®−îc ghi l¹i vμo m¶ng nμy 
còng theo ®óng thø tù ®ã, tøc lμ: 

x[0]= kb0 , … , x[nb]= k
nb

b , x[nb+1]= − ka1 , … , x[na+nb]= − k
na

a . 

c) Sè thùc Om chøa gi¸ trÞ Ωλ . 

d) Sè nguyªn M2 chøa ®é dμi d·y {G(jnΩλ )}, tøc lμ M2=2M. 

e) Sè nguyªn na chøa bËc ®a thøc mÉu sè na cña m« h×nh. 

f) Sè nguyªn nb chøa bËc ®a thøc tö sè nb cña m« h×nh. 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi −1 nÕu na<nb hoÆc i > 0 th«ng b¸o C  suy biÕn víi phÇn tö 

thø i i  kh«ng ph¶i lμ sè d−¬ng. Trong tr−êng hîp kh«ng cã lçi, hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0. Hμm 
kh«ng lμm thay ®æi néi dung m¶ng G[]. 

int itpar(complex *G,complex *x,double Om,int M2,int na,int nb) 
{ int n,m=na+nb+1,q,L,mn; 
 double *s,*w; 
 if(nb>na) return(-1); 
 complex cik,*c,im=complex(1.); 
 c=new complex[m*(m+1)/2+1]; 
 s=new double[M2]; 
 w=new double[M2]; 
 c[0]=complex(0.,Om); 
 for(n=1;n<na;n++) c[n]=c[n-1]*complex(0.,Om); 
 for(n=0;n<M2;n++) 
 { cik=complex(1.); 
  for(m=0;m<na;m++) cik+=c[m]*pow(n+1,m+1)*real(x[nb+1+m]); 
  w[n]=1./(pow(real(cik),2)+pow(imag(cik),2)); 
 } 
 c[0]=complex(1.); 
 for(n=0;n<M2;n++) c[0]+=complex(w[n]); 
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 x[0]=G[0]; 
 for(q=0;q<M2;q++) 
 { s[q]=1.; 
  x[0]=x[0]+G[q+1]*w[q]; 
 } 
 for(mn=1;mn<=2*na;mn++) 
 { 
  for(q=0;q<M2;q++) s[q]=s[q]*Om*(q+1); 
  im=im*complex(0.,-1); 
  for(m=1;m<=na+nb+1;m++) 
   for(n=1;n<=m;n++) 
   { 
    if(m<=nb+1) L=n+m-2; 
    else L=(n<=nb+1)? m-nb+n-2:m-2*nb+n-2; 
    if(L!=mn) continue; 
    cik=complex(0.); 
    L=(n-1)%2; 
    if(m<=nb+1) for(q=0;q<M2;q++) cik+=im*s[q]*w[q]; 
          else if(n<=nb+1) 
     for(q=0;q<M2;q++) cik+=im*conj(G[q+1])*s[q]*w[q]; 
    else 
    { for(q=0;q<M2;q++) 
      cik+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.)*w[q]; 
     L=(n-nb-1)%2; 
    } 
    c[m*(m-1)/2-1+n]=(L==0)? cik:-cik; 
  } 
  if(mn>na) continue; 
  if(mn<=nb) 
  { x[mn]=complex(0.); 
   for(q=0;q<M2;q++) x[mn]+=im*G[q+1]*s[q]*w[q]; 
  } 
  x[nb+mn]=complex(0.); 
  for(q=0;q<M2;q++) 
   x[nb+mn]+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.)*w[q]; 
 } 
 L=cholesky(na+nb+1,c,x); 
 delete [] c; delete [] w; delete [] s; 
 return (L); 
} 

VÝ dô 2: Hμm itpar() trªn ®©y cã thÓ ®−îc dïng thay cho hμm par() ®· giíi thiÖu ë 

môc 3.2.2 ®Ó x¸c ®Þnh tham sè m« h×nh b0 , … ,
bnb , a1 , … ,

ana  cho nh÷ng ®èi t−îng 

kh«ng chøa thμnh phÇn tÝch ph©n mét c¸ch trùc tiÕp tõ d·y c¸c gi¸ trÞ {G(jnΩλ )} chø 
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kh«ng ph¶i tõ d·y gi¸ trÞ tÝn hiÖu vμo/ra {uk}, {yk} b»ng c¸ch gäi hμm itpar() víi ®Çu 

vμo x[n]= 0, n=0,1, … , na+nb . VÝ dô víi c¸c lÖnh 

void main() 
{ complex *G,*x,b0,b1,a1,a2; 
 int i; 
 b0=complex(2.); b1=complex(0.5); 
 a1=complex(0.8); a2=complex(2.); 
 G=new complex [1000]; x=new complex [7]; 
 G[0]=complex(2.); 
 for(i=1;i<1000;i++) G[i]=(b0+b1*i))/(complex(1.)+b1*i-b2*i*i); 
 for(i=0;i<7;i++) x[i]=complex(0.); 
 if(itpar(G,x,1.,999,2,1)==0) 

for(i=0;i<4;i++) 
 printf("x[%d]=(%f,%f)\n",i,real(x[i]),imag(x[i])); 

 delete [] G; delete [] x; 
   getch(); 
} 

sÏ cã 

 x[0]=(2.0,0.0)   x[1]=(0.5,0.0) 
 x[2]=(-0.8,0.0)  x[3]=(-2.0,0.0).  
 

VÝ dô 3: Quay l¹i xÐt vÝ dô 1 ban ®Çu lμ ®èi t−îng tuyÕn tÝnh cÇn nhËn d¹ng cã m« h×nh 

 GM(s) =
2

21

10

1 sasa

sbb

++
+

,  

víi 

 b0 =2 , b1 =0,5 , a1 = 0,8 vμ a2 = 2. 

Tõ d·y {G(jnΩλ )}, n=0, 1, … , 999, Ωλ  = 1,5s−1 bÞ lÉn nhiÔu ph©n bè chuÈn ta sö 

dông thuËt to¸n lÆp víi c¸c b−íc lÆp k=1,2,3,4 ch¼ng h¹n nh− nhê lÖnh 

for(i=0;i<7;i++) x[i]=complex(0.); 
for(k=0;k<3;k++) 
{ 
 i=itpar(G,x,1.5,999,2,1); 
 printf("k=%d\titpar()=%d\n",k,i); 
 if(i==0) 
  for(i=0;i<4;i++) 
   printf("x[%d]=(%f,%f)\n",i,real(x[i]),imag(x[i])); 
} 

sÏ thu ®−îc kÕt qu¶: 
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k b0 =2 b1 =0,5 a1 = 0,8 a2 = 2 

1 0.3876989 0.121715708 0.35801470 0.174858337 

2 1.9936758 0.47759602 0.80031561 1.79909552 

3 1.9999577 0.49980766 0.80189254 1.99115383 

4 1.9999984 0.49802213 0.80144393 1.99111318 

ThuËt to¸n lÆp trªn ®©y còng cã thÓ ®−îc c¶i biªn cho ®èi t−îng chøa thμnh phÇn 
tÝch ph©n I nh−ng kh«ng cã thμnh phÇn vi ph©n D víi m« h×nh rót gän 

 GM(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsb

+++

+++

  

  1

10

1

"

"
. 

Tr−íc hÕt ta xem quan hÖ xÊp xØ 
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råi t×m 

 )(
1

kb , … , )(k
nb

b , )(
0
ka , )(

1
ka , … , )(k

na
a   

tõ d·y 

 { )(
~

λΩnSu }, { )(
~

λΩjnSuy }  

còng nh− tõ )1( −k
ia , i=0, … , na , trong ®ã )0(

0a =1, )0(
1a = … = )0(

ana = 0  sao cho 

 Q = ∑
=

M

n
ne

2

0

2  

®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. Khi ®ã ta sÏ ®−îc 

 ( ) ( ) k
kHk x

C

LWLW ⋅−−
���� 
���� 	�  

~~
 )1()1( = ( ) ���� 
���� 	�

k

sWLW kHk   
~~ )1()1( −−  (3.77) 

víi 
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 xk=
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 )1(~ −k
mnw = 

 

 

m ,n=0,1,  , … , 2M vμ k=0,1,  , … , na+nb . 

Nh− vËy ta sÏ cã ®−îc thuËt to¸n x¸c ®Þnh bé tham sè tèi −u xk  tõ d·y gi¸ trÞ tÝn hiÖu 

{uk}, {yk}, k=1, … , N−1 ®o ®−îc trong kho¶ng thêi gian quan s¸t [0, NTa) víi thêi gian 

trÝch mÉu Ta còng nh− tõ )1(
0

−ka , )1(
1

−ka , … , )1( −k
na

a , trong ®ã 

 )0(
0a =1, )0(

1a = … = )0(
ana = 0, 

nh− sau: 

1) Sö dông hμm spec() tÝnh )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩnSuy . 

2) TÝnh C= ( ) ( )LWLW kHk )1()1( ~~ −−  vμ k= ( ) sWLW kHk )1()1( ~~ −− . 

3) Gäi hμm cholesky()®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh (3.77) theo xk . 

C©u hái «n tËp vµ bµi tËp 

1. Gi¶ sö r»ng khi kÝch thÝch t¹i ®Çu vμo cña ®èi t−îng cÇn nhËn d¹ng mét tÝn hiÖu 

u(t)= u01(t) ng−êi ta thu ®−îc ë ®Çu ra ®−êng thùc nghiÖm y(t) cã d¹ng mét kh©u dao 

®éng t¾t dÇn (h×nh 3.30) víi m« h×nh tham sè thuéc líp 

 G(s) =
22

2

2 qqDss

kq

++
, 0<D<1 

0 nÕu m≠ n  

∑
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− ΩΩ
an

i

ik
iu jnanS
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1

λλ

  nÕu m= n
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Gäi y∞ lμ gi¸ trÞ giíi h¹n cña y(t) khi t→∞ vμ  Ai , i = 0, 1, … lμ kho¶ng c¸ch cña c¸c 

®iÓm cùc trÞ tíi ®−êng y=y∞ . Chøng minh r»ng 

 D
−1 =

i

i

A

A 12

2

ln

1
+

+ π
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Víi kÕt qu¶ cña bμi tËp 1, h·y x©y dùng thuËt to¸n nhËn d¹ng c¸c tham sè k, D, q 

cña ®èi t−îng cã m« h×nh (3.54) tõ täa ®é c¸c ®iÓm cùc ®¹i cña ®−êng thùc nghiÖm 

y(t) thu ®−îc khi kÝch thÝch ®èi t−îng b»ng tÝn hiÖu u(t)= u01(t) ë ®Çu vμo. Cμi ®Æt 

thuËt to¸n võa x©y dùng thμnh ch−¬ng tr×nh viÕt trªn C. 

3. Chøng minh r»ng ma trËn U cho trong c«ng thøc (3.65) khi Ωλ≠0 vμ G(jnΩλ ) kh«ng 

ph¶i lμ h»ng sè víi mäi n=0,1, … , M vμ M≥na+nb sÏ cã h¹ng lμ na+nb+1. 

4. Chøng minh r»ng nÕu ma trËn U cã m hμng, n cét víi m > n vμ c¸c vector cét lμ ®éc 

lËp tuyÕn tÝnh th× UHU  sÏ kh«ng suy biÕn víi h¹ng lμ n. H·y chØ r»ng UHU  vμ 
1)( −UU H lμ c¸c ma trËn x¸c ®Þnh d−¬ng. 

5. §iÒu g× sÏ x¶y ra khi sö dông thuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh theo ph−¬ng 
ph¸p bÞ ®éng ®· tr×nh bμy trong c¸c môc 3.2.2 vμ 3.2.3 (ch¼ng h¹n nh− víi hμm 
par() hay itpar()) nÕu tÝn hiÖu ®Çu vμo cã d¶i tÇn sè rÊt hÑp, vÝ dô tÝn hiÖu h×nh 

sin hoÆc cos. 

 
 
 
 

y∞ 

y(t)

t

A1 

A2 

H×nh 3.30: Cho bµi tËp 1. 



4 NhËn d¹ng tham sè m« h×nh ARMA 

4.1 §Æt vÊn ®Ò 

4.1.1 Ph¸t biÓu bµi to¸n nhËn d¹ng m« h×nh ARMA 

Cïng víi sù bïng næ øng dông líp m« h×nh tham sè kh«ng liªn tôc biÓu diÔn mèi 
quan hÖ vμo−ra cho mét hÖ tuyÕn tÝnh, tham sè h»ng trong ®iÒu khiÓn tù ®éng, ngμnh 
nhËn d¹ng còng chuyÓn b−íc tõ nhËn d¹ng m« h×nh liªn tôc tr−íc ®©y mμ träng t©m chñ 
yÕu lμ x©y dùng hμm träng l−îng hoÆc hμm ®Æc tÝnh tÇn biªn−pha d−íi d¹ng mét d·y sè 
(phøc) sang lÜnh vùc nhËn d¹ng m« h×nh rêi r¹c. 

Néi dung chÝnh cña ch−¬ng nμy lμ tr×nh bμy nh÷ng ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng tham sè 

K, a =
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⎛
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 cho m« h×nh rêi r¹c ARMA (Autoregressive moving average) 

 G(z) =
)(
)(

zU
zY

=
a

a
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b

n
n
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n

zaza

zbzb
K
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+++

+++

  1
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1

1

1
1

"

"
,   (4.1) 

trªn c¬ së quan s¸t, ®o tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ra y(t) sao cho sai lÖch gi÷a m« h×nh vμ ®èi 
t−îng lμ nhá nhÊt. Víi nh÷ng kiÓu m« t¶ sai lÖch kh¸c nhau sÏ cã c¸c ph−¬ng ph¸p nhËn 
d¹ng kh¸c nhau. 

C¸c ph−¬ng ph¸p nμy ®−îc chia ra lμm hai lo¹i chÝnh: 

− lo¹i nhËn d¹ng active (chñ ®éng). TÝn hiÖu ®Çu vμo u(t) ®−îc chän lμ tÝn hiÖu ån 
tr¾ng cã gi¸ trÞ mËt ®é phæ b»ng 1, tøc lμ 

 mu = 0  vμ   Su(ω) =1.      (4.2) 

− vμ lo¹i nhËn d¹ng passive (bÞ ®éng). 

§Æc biÖt, khi nb= 0 m« h×nh (4.1) trë thμnh 

 G(z) =
a

a
n

n zaza

K
−− +++   1 1

1 "
    (4.3) 

vμ ®−îc gäi lμ m« h×nh AR (Autoregressive) cña ®èi t−îng. 



 

 131

Ng−îc l¹i khi na= 0 th× m« h×nh (4.1) trë thμnh 

 G(z)= )  1( 1
1

b
b

n
n zbzbK −− +++ …     (4.4) 

cã tªn gäi lμ m« h×nh MA (Moving average). 

ChuyÓn (4.1) sang miÒn thêi gian, sÏ cã ®−îc m« h×nh t−¬ng ®−¬ng d¹ng ph−¬ng 
tr×nh sai ph©n sau: 

 ∑
=
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k
knkn yay

1
= ⎟
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⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∑
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k
knkn ubuK
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   (4.5) 

Hoμn toμn t−¬ng tù, d¹ng thêi gian cña m« h×nh AR lμ 

 ∑
=
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an

k
knkn yay

1
=Kun     (4.6) 

vμ cña m« h×nh MA lμ 

 yn = ⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
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⎛
+ ∑

=
−

bn

k
knkn ubuK

1
     (4.7) 

4.1.2 ChuyÓn thµnh bµi to¸n t−¬ng ®−¬ng cã hÖ sè khuÕch ®¹i cña m« h×nh 
b»ng 1 

§Ó ®¬n gi¶n, ta chuyÓn bμi to¸n võa nªu vÒ d¹ng m« h×nh cã hÖ sè khuÕch ®¹i b»ng 1 

(h×nh 4.1), b»ng c¸ch t¸ch G(z) thμnh hai kh©u K vμ )(
~

zG m¾c nèi tiÕp. Kh©u )(
~

zG  khi 

®ã sÏ  cã hμm truyÒn ®¹t  
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~
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a
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,   (4.8) 

TÝn hiÖu ®Çu vμo qua kh©u khuÕch ®¹i K còng lμ tÝn 
hiÖu ngÉu nhiªn egodic cã gi¸ trÞ trung b×nh b»ng 0 vμ 
gi¸ trÞ mËt ®é phæ b»ng K. Víi sù biÕn ®æi mμ ë ®ã hÖ sè 
khuÕch ®¹i cña m« h×nh ®−îc chuyÓn thμnh gi¸ trÞ mËt 
®é phæ cña tÝn hiÖu ®Çu vμo, ta cã d¹ng t−¬ng ®−¬ng 
cña bμi to¸n chuÈn cho viÖc nhËn d¹ng chñ ®éng tham 
sè m« h×nh ARMA. Bμi to¸n t−¬ng ®−¬ng nμy ph¸t biÓu 

nh− sau: Trªn c¬ së quan s¸t, ®o tÝn hiÖu ra y(t), ®−îc d·y {yk}, h·y x¸c ®Þnh c¸c vector 

tham sè a =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ana
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, b =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎜

⎝

⎛

bnb

b

#
1

cña m« h×nh )(
~

zG  vμ gi¸ trÞ mËt ®é phæ K cña tÝn hiÖu ®Çu 

vμo u(t) sao cho sai lÖch gi÷a m« h×nh vμ ®èi t−îng lμ nhá nhÊt, trong ®ã 

 K  )(
~

zG  
 y  u 

H×nh 4.1: ChuyÓn thµnh bµi to¸n 
cã m« h×nh víi hÖ sè 
khuÕch ®¹i 1. 
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 mu = 0   vμ   Su(ω) =K.      (4.9) 

T−¬ng øng, m« h×nh )(
~

zG trong miÒn thêi gian cã d¹ng 
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an
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1
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    (4.10) 

Hoμn toμn t−¬ng tù, d¹ng thêi gian cña m« h×nh AR t−¬ng ®−¬ng lμ 

 ∑
=

−+
an

k
knkn yay

1
= un      (4.11) 

vμ cña m« h×nh MA t−¬ng ®−¬ng lμ 

 yn = ∑
=

−+
bn

k
knkn ubu

1
      (4.12) 

4.2 NhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh AR 

NhiÖm vô cña bμi to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng lμ khi ®èi t−îng ®−îc kÝch thÝch chñ 
®éng b»ng tÝn hiÖu ån tr¾ng u(t) tháa m·n (4.9), h·y x¸c ®Þnh c¸c vector tham sè a, K 

cña m« h×nh (4.11) tõ d·y gi¸ trÞ {yk}, k=0,1, … , N−1 ®o ®−îc cña tÝn hiÖu ra sao cho sai 

lÖch gi÷a m« h×nh vμ ®èi t−îng lμ nhá nhÊt. 

4.2.1 Ph−¬ng ph¸p Yule−Walker 

Tr−íc hÕt, ta nh©n c¶ hai vÕ cña m« h×nh (4.11) víi yn−m vÒ phÝa tr¸i 

 ∑
=

−−− +
an

k
knmnknmn yyayy

1
= nmn uy −  

sau ®ã lËp gi¸ trÞ trung b×nh theo c«ng thøc (1.30) vμ (1.33) cho c¶ hai vÕ, sÏ cã 

 ∑
=

−+
an

k
aykay TkmramTr

1
))(()( = )( ayu mTr  

NÕu gäi gm =g(mTa) lμ gi¸ trÞ hμm hμm träng l−îng cña m« h×nh AR (4.11) t¹i c¸c 

®iÓm trÝch mÉu mTa , m=−∞, … , ∞ th× do ®èi t−îng cã hÖ sè khuÕch ®¹i b»ng 1 nªn 

 gm =
⎩
⎨
⎧

<
=

0   khi    0
0   khi    1

m

m
 

Ngoμi ra, theo gi¶ thiÕt (4.9) cßn cã 
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 )( au mTr =
⎩
⎨
⎧

≠
=
0   khi   0
0   khi   

m

mK
 

bëi vËy tõ ®iÒu hiÓn nhiªn 

 )( ayu mTr = )( auy mTr − = mau gmTr −− *)(  = ∑
∞

−∞=
−−−

k
kmau gkTr )( = Kg−m 
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Suy ra 
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. (4.13) 

ViÕt l¹i (4.13) lÇn l−ît cho m=0,1, … , na d−íi d¹ng ma trËn ta ®i ®Õn 
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 (4.14) 

§©y lμ ph−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh vector tham sè a, K tõ viÖc ®o tÝn hiÖu ra y(t) vμ cã tªn 
gäi lμ ph−¬ng tr×nh Yule−Walker. 

4.2.2 Sai sè dù b¸o tuyÕn tÝnh cña ph−¬ng ph¸p Yule−Walker  

¦u ®iÓm c¬ b¶n cña ph−¬ng ph¸p 
Yule−Walker lμ víi tham sè m« h×nh a, 
K ®· x¸c ®Þnh ®−îc, gi¸ trÞ trung b×nh 
cña b×nh ph−¬ng sai lÖch dù b¸o tuyÕn 
tÝnh nhá nhÊt. ¦u ®iÓm nμy ®· ®−îc 
Burg sö dông ®Ó x©y dùng ph¸p truy håi 
rÊt cã ý nghÜa trong øng dông thùc tÕ vμ 
sÏ ®−îc tr×nh bμy sau trong môc 4.2.4. 

H×nh 4.2 minh häa kh¸i niÖm dù b¸o 
tuyÕn tÝnh. Gi¶ sö qua viÖc quan s¸t tÝn 
hiÖu ta ®· cã y(t) trong kho¶ng quan s¸t 

[T1 , T2] . Nh÷ng ph−¬ng ph¸p dù b¸o cho ra kÕt qu¶ xÊp xØ cña y(t) khi t>T2 ®−îc gäi lμ 

PhÇn tÝn hiÖu ®· 
®o ®−îc 

t 

Dù b¸o tiÕnDù b¸o lïi

H×nh 4.2: Gi¶i thÝch kh¸i niÖm ph−¬ng ph¸p dù b¸o 
tiÕn vµ dù b¸o lïi. 
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ph−¬ng ph¸p dù b¸o v−ît tr−íc hay dù b¸o tiÕn. Ng−îc l¹i, ph−¬ng ph¸p cho ra kÕt qu¶ 

gÇn ®óng y(t) khi t<T1 ®−îc gäi lμ dù b¸o lïi. 

Nh÷ng ph−¬ng ph¸p dù b¸o cã d¹ng tæ hîp tuyÕn tÝnh tõ c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu quan s¸t 
®−îc th× ®−îc gäi lμ dù b¸o tuyÕn tÝnh. C¸c c«ng thøc dù b¸o tuyÕn tÝnh t−¬ng øng víi 
m« h×nh AR gåm: 

1) dù b¸o tuyÕn tÝnh tiÕn: 

 ∑
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−−=
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k
knk

f
n yay

1
      (4.15) 

cho phÐp x¸c ®Þnh f
ny  ®−îc xem nh− lμ gi¸ trÞ gÇn ®óng cña yn tõ na c¸c gi¸ trÞ ®· cã 

tr−íc ®ã 
annn yy −− ,  ,1 … . Sè mò f trong f

ny  kh«ng cã ý nghÜa lòy thõa mμ ®¬n gi¶n 

chØ lμ ký hiÖu nãi r»ng gi¸ trÞ xÊp xØ ®ã ®−îc x¸c ®Þnh theo ph−¬ng ph¸p dù b¸o 
tuyÕn tÝnh tiÕn mμ ®«i khi trong mét vμi tμi liÖu kh¸c nhau cßn gäi lμ ph−¬ng ph¸p 
dù b¸o tuyÕn tÝnh v−ît tr−íc (forward). 

2) dù b¸o tuyÕn tÝnh lïi:  

 ∑
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k
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1
      (4.16) 

cho phÐp x¸c ®Þnh b
ny  ®−îc xem nh− lμ gi¸ trÞ xÊp xØ cña yn tõ na c¸c gi¸ trÞ ®· cã 

sau ®ã 
annn yy ++ ,  ,1 … . Sè mò b trong b

ny  lμ ký hiÖu chØ r»ng gi¸ trÞ xÊp xØ ®−îc tÝnh 

theo ph−¬ng ph¸p dù b¸o tuyÕn tÝnh lïi (backward). 

§Þnh lý 4.1: Víi c¸c tham sè a, K cña m« h×nh AR x¸c ®Þnh theo thuËt to¸n 
Yule−Walker, ph−¬ng ph¸p dù b¸o tuyÕn tÝnh tiÕn (4.15) lμ ph−¬ng ph¸p cã gi¸ trÞ 
trung b×nh b×nh ph−¬ng c¸c sai lÖch nhá nhÊt. 

Chøng minh: 

Tr−íc hÕt lËp sai lÖch f
ne = f

nn yy − . VËy gi¸ trÞ trung b×nh cña b×nh ph−¬ng sai lÖch nμy 

sÏ lμ 
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Sö dông ký hiÖu 
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®¼ng thøc trªn viÕt ®−îc thμnh 
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Riªng biÓu thøc thø 3 chøa vector tham sè a ph¶i t×m. Bëi vËy khi a lμm cho biÓu 

thøc nμy cã gi¸ trÞ nhá nhÊt, nã còng sÏ lμm cho M[|ef|
2] cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. Nh−ng ma 

trËn 1−anH x¸c ®Þnh kh«ng ©m, nªn biÓu thøc thø 3 sÏ cã gi¸ trÞ nhá nhÊt khi 
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So s¸nh víi (4.14) ta thÊy ngay ®−îc lμ nghiÖm cña (4.14) tháa m·n (4.17)  v× 
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vμ ®ã lμ ®iÒu ph¶i chøng minh.      

Mét c¸ch hoμn toμn t−îng tù, ta còng sÏ chØ ra ®−îc: 

§Þnh lý 4.2: Víi c¸c tham sè a, K cña m« h×nh AR x¸c ®Þnh theo thuËt to¸n 
Yule−Walker, ph−¬ng ph¸p dù b¸o tuyÕn tÝnh lïi (4.16) lμ ph−¬ng ph¸p cã gi¸ trÞ 
trung b×nh b×nh ph−¬ng c¸c sai lÖch nhá nhÊt. 

Trªn ®©y lμ hai ®Þnh lý kh¼ng ®Þnh hai −u ®iÓm trong kü thuËt dù b¸o tuyÕn tÝnh cña 

c¸c hÖ sè a1, a2, … , 
ana vμ K cña m« h×nh AR (4.3) ®−îc x¸c ®Þnh theo ph−¬ng ph¸p 

Yule−Walker. Hai −u ®iÓm nμy ®· ®−îc Burg sö dông ®Ó x©y dùng thuËt to¸n truy håi 
gi¶i ph−¬ng tr×nh (4.14) sÏ giíi thiÖu sau ë môc 4.2.4. Bªn c¹nh hai −u ®iÓm võa nªu, 
nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Yule−Walker cßn cã mét −u ®iÓm thø ba rÊt lý thó cho viÖc 
®¸nh gi¸ l−îng th«ng tin nguån ph¸t. V× −u ®iÓm nμy kh«ng liªn quan ®Õn c«ng viÖc 
chÝnh cña chóng ta lμ nhËn d¹ng ®èi t−îng ®iÒu khiÓn nªn ë ®©y nã chØ ®−îc giíi thiÖu 
d−íi d¹ng mét hÖ qu¶ kh«ng cã chøng minh ®Ó tham kh¶o thªm. 
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HÖ qu¶ 4.1: Trong líp tÊt c¶ c¸c mËt ®é phæ tÝn hiÖu cã d¹ng 

  Sy(ω) =

∑
=

−+
a

a
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k

kTj
kea
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1
1 ω

 

thu ®−îc tõ d·y c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu {yk} th× mËt ®é phæ cã c¸c hÖ sè a1 , a2 , … , 
ana , 

K x¸c ®Þnh theo Yule−Walker sÏ cã l−îng th«ng tin (entropie) nhiÒu nhÊt vÒ nguån 
ph¸t tÝn hiÖu ngÉu nhiªn y(t). Nãi c¸ch kh¸c víi c¸c hÖ sè ®ã sÏ cã 

  H1 = ∫
∞

∞−
ωω dSy )(ln  → max! 

4.2.3 Gi¶i ph−¬ng tr×nh Yule−Walker nhê thuËt to¸n Levinson  

 Ma trËn 
anH cña (4.14) cã nh÷ng tÝnh chÊt rÊt ®Æc biÖt, ®ã lμ: 

a) 
anH  lμ ma trËn Toeplitz, tøc lμ c¸c phÇn tö t¹i hμng thø i, cét j ®−îc x¸c ®Þnh tõ 

hiÖu i−j vμ do ®ã ng−êi ta cã thÓ x©y dùng l¹i ®−îc toμn bé ma trËn chØ tõ c¸c 
phÇn tö cña hμng ®Çu tiªn vμ cét ®Çu tiªn. 

b) 
anH ®èi xøng qua ®−êng chÐo chÝnh, tøc lμ 

aa n
T
n HH = . KÕt hîp víi 

anH lμ ma 

trËn Toeplitz, ng−êi ta chØ cÇn c¸c phÇn tö cña hμng ®Çu tiªn lμ ®ñ ®Ó cã ®−îc 
toμn bé ma trËn. 

c) 
anH lμ ma trËn x¸c ®Þnh kh«ng ©m. §iÒu nμy cã thÓ suy ra tõ tÝnh chÊt (1.31) cña 

hμm tù t−¬ng quan theo ph−¬ng ph¸p quy n¹p. 

TÝnh chÊt b) vμ c) lμ ®iÒu kiÖn ®Ó ¸p dông ®−îc thuËt to¸n Cholesky vμ do ®ã ta cã 
thÓ sö dông ®−îc ngay hμm cholesky() ®· giíi thiÖu ë ch−¬ng 2 (môc 3.2.1) ®Ó gi¶i 

ph−¬ng tr×nh 4.14 d−íi d¹ng 
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Tuy nhiªn cïng víi tÝnh chÊt a) viÖc cμi ®Æt thuËt to¸n gi¶i ph−¬ng tr×nh (4.14) sÏ ®¬n 
gi¶n h¬n nhiÒu. Mét thuËt to¸n chuÈn ®Ó gi¶i (4.14) theo ph−¬ng ph¸p truy håi thuéc vÒ 
Levinson. 

ThuËt to¸n Levinson kh«ng gi¶i trùc tiÕp ph−¬ng tr×nh Yule−Walker (4.14) bËc na ®Ó 

cã c¸c tham sè a1 , a2 , … , 
ana vμ K mμ lÇn l−ît gi¶i (4.14) víi nh÷ng bËc i thÊp h¬n, b¾t 
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®Çu víi i=1, sau ®ã cho i t¨ng dÇn ®Õn  na . §Ó tiÖn trong tr×nh bμy ta sÏ ký hiÖu ph−¬ng 

tr×nh (4.14) cho bËc i cã ®Ó ý ®Õn tÝnh ®èi xøng T
iH = Hi  nh− sau: 
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 (4.19) 

nãi c¸ch kh¸c, c¸c tham sè nay sÏ ®−îc ký hiÖu b»ng a1[i], a2[i], ... , ai[i], Ki ®Ó nhÊn 

m¹nh r»ng chóng thuéc vÒ ph−¬ng tr×nh Yule−Walker bËc i. VÊn ®Ò ®Æt ra cho bμi to¸n 

x©y dùng thuËt to¸n truy håi lμ x¸c ®Þnh i+1 tham sè a1[i], a2[i], ... , ai[i], Ki cña (4.19) tõ 

i c¸c tham sè a1[i−1], a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1 cña ph−¬ng tr×nh Yule−Walker bËc i−1 

®−îc gi¶ thiÕt lμ ®· biÕt: 
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 (4.20) 

Tr−íc hÕt ta chøng minh ®Þnh lý sau: 

§Þnh lý 4.3: NÕu a[i]=
[ ]
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 vμ Ki lμ nghiÖm cña (4.19) th× chóng còng sÏ tháa m·n 
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Chøng minh: 

Nh©n c¶ hai vÕ cña (4.19) víi ma trËn J=
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NÕu ®Ó ý tiÕp r»ng 
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vμ J, Hi lμ hai ma trËn ®èi xøng, tøc lμ tÝch cña chóng còng lμ mét ma trËn ®èi xøng 

 JHi = (JHi)
T = Hi J  

ta sÏ ®−îc 
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B©y giê ta sÏ x¸c ®Þnh quan hÖ truy håi gi÷a c¸c tham sè cña (4.19) vμ (4.20). 

§Þnh lý 4.4: Gi÷a vector c¸c tham sè a[i]=
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Ki−1 cña (4.20) cã quan hÖ truy håi 

a) ak[i] = ak[i−1]+ ai[i] ai−k[i−1] víi     k =1, 2, … , i−1 (4.22a) 

b) Ki =  Ki− 1 [ ]( )21 iai−       (4.22b) 

Chøng minh: 

Víi ký hiÖu 
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trong ®ã chØ sè r (reflection) cña vector rr[i] nãi r»ng thø tù c¸c phÇn tö cña nã ®−îc ®¶o 

l¹i so víi r[i], th× tõ ph−¬ng tr×nh (4.17) cho tr−êng hîp na=i+1 ta cã: 

 r[i] + Hi a[i] = 0i 

Ký hiÖu tiÕp 

Vector gåm cã i phÇn tö 0. 
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®¼ng thøc trªn sÏ trë thμnh 
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⇒ [ ] [ ] [ ] [ ] 11 0~1 −− =++− iiri iairiaHir     (4.23) 

MÆt kh¸c, khi na = i, c«ng thøc (4.17) cã d¹ng 

 [ ] [ ] 11 011 −− =−+− ii iaHir .     (4.24) 

Bëi vËy khi trõ (4.23) vμ (4.24) theo tõng vÕ ta sÏ ®−îc 
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Ngoμi ra, do Hi-1 lμ ma trËn ®èi xøng nªn cã JHi-1= Hi−1J, trong ®ã J lμ ma trËn 

reflection 
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bëi vËy sau khi nh©n c¶ hai vÕ cña (4.24) víi J sÏ ®−îc 

 [ ] [ ] 11 011 −− =−+− ii iaJHirJ  

⇔ [ ] [ ] 11 011 −− =−+− iir iaJHir  

⇔ [ ] [ ] 11 011 −− =−+− irir iaHir  

nãi c¸ch kh¸c ®¼ng thøc (4.24) sÏ kh«ng ®æi khi thay a[i−1] bëi ar[i−1] vμ thay r[i−1] 

b»ng rr[i−1]. Suy ra 
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ThÕ (4.26) vμo (4.25) ta ®i ®Õn 
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 [ ] [ ] [ ] [ ]iaiaiaia ir ⋅−=−− 11~     (4.27) 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc (4.22a) ph¶i chøng minh. 

Ta chuyÓn sang chøng minh (4.22b). Tõ (4.27) vμ (4.19) ®−îc 
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 (4.28) 

Do sè h¹ng thø nhÊt ë vÕ ph¶i cã thÓ biÕn ®æi thμnh 
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nªn ®¼ng thøc (4.28) cã d¹ng 
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  (4.29) 

T−¬ng tù, ta lμm víi sè h¹ng thø hai trong tæng vÕ ph¶i cña (4.29) sÏ cã 

   [ ] [ ]iaiaH iri
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1
1

0
 = [ ]

[ ] [ ] [ ]iaia
Hir

irr
ir

i

T
y

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− 1
1

0
)0(

1
 =

[ ] [ ]

[ ] [ ]ia
ia

H

ia
ir

i
r

i

rT

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅

− 1
1

1
1

1

 (4.30) 

MÆt kh¸c, theo ®Þnh lý 4.3 th× tõ (4.20) ta còng cã ®iÒu t−¬ng ®−¬ng 
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Do ®ã (4.30) trë thμnh 

 [ ] [ ]iaiaH iri
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

1
1

0
 =

[ ] [ ]

[ ]ia

K

ia
ir

i

i

i

rT

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅

−

−

1

10
1

1

   (4.31) 

Thay (4.31) vμo (4.29) ta ®i ®Õn 
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vμ tõ ®©y suy ra 
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Thay (4.33) vμo (4.32) ta cã ®−îc ®iÒu ph¶i chøng minh thø hai (4.22b): 

 [ ]( )211 iaKKK iiii −− −=       

Nh− vËy, ®Þnh lý 4.4 víi hai c«ng thøc (4.22a), (4.22b) ®· cung cÊp cho ta kh¶ n¨ng 

x¸c ®Þnh truy håi c¸c tham sè a1[i], a2[i], ... , ai−1[i] vμ Ki cña (4.19) tõ c¸c tham sè 
a1[i−1], a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1  cña (4.20) víi gi¶ thiÕt r»ng ®· biÕt ai[ i ]  cña (4.19). 

Nãi c¸ch kh¸c vÊn ®Ò cßn l¹i ph¶i gi¶i quyÕt lμ ®i t×m ai[ i ] .  

§Ó t×m ai[ i ]  tõ c¸c tham sè a1[i−1], a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1 cña (4.20), tr−íc hÕt  ta 

viÕt l¹i (4.22a) nh− sau: 
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sau ®ã thay vμo (4.19) sÏ ®−îc 
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Nh−ng v× 
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MÆt kh¸c tõ (4.20) cã 
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vμ víi ®Þnh lý 4.3 cho tr−êng hîp i−1 thay vμo vÞ trÝ cña i, ®¼ng thøc (4.35) ®−îc biÕn ®æi 
thμnh 
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So s¸nh riªng phÇn tö cuèi cïng cña hai vÕ ta ®−îc 

 0 = ∑
−

=
−−+

1

1
]1[])[()(

i

k
kayay iaTkiriTr + ai[ i ]Ki− 1  

⇔ ai[ i ]=−
1

1

1
]1[])[()(

−

−

=
∑ −−+

i

i

k
kayay

K

iaTkiriTr
   (4.36) 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc cho phÐp x¸c ®Þnh ai[ i ]  tõ c¸c tham sè a1[i−1], a2[i−1], ... , 

ai−1[i−1], Ki−1 ®· biÕt. 

Trong tr−êng hîp i=0 th× tõ (4.19) cã ngay ®−îc K0 = ry(0). 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n Levinson ®Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh Yule−Walker (4.14) nh− sau: 

1) G¸n K0 = ry(0). 

2) Thùc hiÖn c¸c b−íc sau cho i=1, 2, ... , na . 

a) TÝnh ai[ i ]  theo (4.36). 

b) TÝnh a1[i], a2[i], ... , ai−1[i] vμ  Ki theo (4.22a) vμ (4.22b). 

ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm Levinson() viÕt trªn ng«n ng÷ C cho 

d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Hμm cã hai biÕn h×nh thøc lμ  

− con trá r chØ ®Çu m¶ng r[] chøa d·y c¸c gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan theo thø tù 

 r[0]= ry(0), r[1]= ry(Ta), … , r[i]= ry(iTa), …  

− biÕn nguyªn na chøa kÝch th−íc cña m¶ng, tøc lμ na+1 (bËc cña ph−¬ng tr×nh). 

C¸c gi¸ trÞ a1[na], a2[na], ... , ][ an na
a

 vμ 
anK tÝnh ®−îc sÏ ®−îc hμm ®−a ra ngoμi th«ng 

qua m¶ng a[] theo thø tù 

 a[0]= 
anK , a[1]= a1[na], … , a[na]= ][ an na

a
. 

Nh− vËy m¶ng a[] Ýt nhÊt ph¶i cã na+1 phÇn tö. Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ nguyªn 0 th«ng b¸o 

ph−¬ng tr×nh (4.14) gi¶i ®−îc, tøc lμ ma trËn 
anH kh«ng suy biÕn, hoÆc 1 khi (4.14) 

kh«ng gi¶i ®−îc. 

int levinson(double *r,int na,double *a) 
{ 
 int i,k,j,ik,p=0; 
 double sum,save; 
 a[0]=r[0]; 
 for (i=1;i<=na;i++) 
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 { 
  sum=0; 
  for (k=1;k<i;k++) sum=sum+r[i-k]*a[k]; 
  if (a[0]!=0.) a[i]=-(r[i]+sum)/a[0]; 
   else {p=1; break;} 
  j=i/2; 
  for (k=1;k<=j;k++) 
  { 
   ik=i-k; save=a[k]; 
   a[k]=save+a[i]*a[ik]; 
   if (k!=ik) a[ik]=a[ik]+a[i]*save; 
  } 
  a[0]=a[0]*(1.-a[i]*a[i]); 
 } 
 return(p); 
} 

VÝ dô: Gäi hμm trªn b»ng lÖnh 

 k=levinson(r,na,a); 

víi c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo  na=2, r[0]=2, r[1]=1, r[2]=3, ta sÏ nhËn ®−îc 

 k= 0,  a[0]= −2,6667, a[1]= 0,3333  vμ a[2]= −1,6667. 

Thö l¹i ta thÊy ®ã lμ kÕt qu¶ ®óng: 
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121
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.    

Dùa vμo ch−¬ng tr×nh Levinson() thuËt to¸n x¸c ®Þnh c¸c tham sè a, K theo 

ph−¬ng ph¸p Yule−Walker cã d¹ng: 

1) X¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm tù t−¬ng quan ry(mTa), m=0,1, … , na b»ng hμm cor() ®· 

®−îc tr×nh bμy trong ch−¬ng 2, tõ d·y gi¸ trÞ {yk} ®o ®−îc cña tÝn hiÖu ra. 

2) Gäi hμm Levinson() ®Ó tÝnh a, K tõ ry(mTa), m=0,1, … , na. 

ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm Yule_Walker() viÕt trªn C cho sau ®©y 

®Ó tham kh¶o. Hμm Yule_Walker() cã 5 biÕn h×nh thøc, bao gåm: 

a) Con trá y chØ ®Çu m¶ng y[] chøa c¸c gi¸ trÞ  yk , k=0,1, … , N−1. 

b) Sè nguyªn N chøa ®é dμi d·y {yk}, tøc lμ chøa chØ sè N. 

c) Sè nguyªn na chøa bËc m« h×nh AR. 
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d) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

e) Con trá a chØ ®Çu m¶ng a[] chøa kÕt qu¶ theo thø tù: 

 a[0]= 
anK , a[1]= a1[na], … , a[na]= ][ an na

a
. 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi b»ng 0 nÕu M<N hoÆc ma trËn 
anH kh«ng suy biÕn. Hμm 

sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ 1 khi cã lçi. Hμm kh«ng lμm thay ®æi néi dung cña y[]. 

int Yule_Walker(double *y,int N,int na,int bias,double *a) 
{ 
 int k; 
 double *r; 
 r=new double[na+1]; 
 if((k=cor(y,y,N,na,bias,r))==0) 
  k=levinson(r,na,a); 
 delete [] r; 
 return(k); 
} 

4.2.4 Ph−¬ng ph¸p dù b¸o ®iÒu hßa vµ thuËt to¸n Burg 

ThuËt to¸n gi¶i trùc tiÕp ph−¬ng tr×nh Yule−Walker (4.14) dùa vμo ch−¬ng tr×nh con 
Levinson() ®· tr×nh bμy trong môc 4.2.3 cÇn ph¶i cã mét b−íc trung gian lμ nhËn d¹ng 

c¸c gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan ry(mTa), m=0,1, … , na ®Ó cã ®−îc ma trËn 
anH vμ ®iÒu nμy 

lμm cho trong kÕt qu¶ thu ®−îc cã lÉn thªm sai sè tÝnh to¸n kh«ng cÇn thiÕt. 

Nh»m tr¸nh c¸c sai sè thõa ®ã, Burg ®· dùa vμo kÕt qu¶ cña hai ®Þnh lý 4.1 vμ 4.2 vÒ 
sai sè dù b¸o tuyÕn tÝnh x©y dùng lªn mét thuËt to¸n truy håi cho phÐp x¸c ®Þnh nh÷ng 

tham sè a1 , a2 , … , 
ana vμ K cña m« h×nh AR trùc tiÕp tõ c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc mμ 

kh«ng cÇn th«ng qua hμm t−¬ng quan. T−¬ng tù nh− thuËt to¸n Levinson, thuËt to¸n 

Burg còng tÝnh truy håi c¸c tham sè a1[i], a2[i], ... , ai−1[i] vμ Ki cña (4.19) tõ c¸c tham sè 
a1[i−1], a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1 cña (4.20) theo c¸c c«ng thøc (4.22a) vμ (4.22b) v× hai 

c«ng thøc truy håi nμy kh«ng sö dông gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan ry(kTa). §iÓm kh¸c c¬ b¶n 

so víi Levinson lμ Burg kh«ng tÝnh ai [ i ]  theo c«ng thøc (4.36) mμ dùa theo tÝnh chÊt vÒ 

sai sè dù b¸o tuyÕn tÝnh cña ph−¬ng ph¸p Yule−Walker. 

§Ó t×m ai [ i ]  Burg ®· dùa vμo hai ®Þnh lý 4.1, 4.2 ph¸t biÓu r»ng víi bé tham sè a1[i], 

a2[i], ... , ai[i] vμ Ki vμ x¸c ®Þnh ®−îc theo thuËt to¸n Yule−Walker, gi¸ trÞ trung b×nh 

cña b×nh ph−¬ng sai lÖch dù b¸o tuyÕn tÝnh 
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 [ ]ie f
n = [ ]iyy f

nn −       (4.37a) 

 [ ]ieb
n = [ ]iyy b

inin −− −       (4.37b) 

lμ nhá nhÊt. Ký kiÖu i trong ngoÆc vu«ng cña [ ]ie f
n , [ ]ieb

n  chØ r»ng sai lÖch ®ã lμ øng víi 

m« h×nh bËc i. Nh÷ng gi¸ trÞ ngo¹i suy tiÕn [ ]iy f
n  vμ lïi [ ]iy f

n  tÝnh theo c«ng thøc (4.15), 

(4.16) cho m« h×nh bËc i cã d¹ng nh− sau: 

 [ ] [ ]∑
=

−−=
i

k
knk

f
n yiaiy

1
     (4.38) 

 [ ] [ ]∑
=

+−=
i

k
knk

b
n yiaiy

1
     (4.39) 

NÕu gi¸ trÞ trung b×nh cña b×nh ph−¬ng sai lÖch [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 2
ieM f

n  vμ [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 2
ieM b

n  lμ nhá 

nhÊt th× ®−¬ng nhiªn tæng 

 Q = [ ] [ ]( )∑
−

=
+

1
22 

N

in

b
n

f
n ieie      (4.40) 

còng nhá nhÊt. Nh−ng tr−íc khi ®i t×m ®iÒu kiÖn cho ai [ i ]  ®Ó Q nhËn gi¸ trÞ cùc tiÓu, ta 

sÏ t×m mèi quan hÖ truy håi gi÷a [ ]ie f
n , [ ]ieb

n  vμ [ ]1−ie f
n , [ ]1−ieb

n . 

§Þnh lý 4.5: Gi÷a [ ]ie f
n , [ ]ieb

n  vμ [ ]1−ie f
n , [ ]1−ieb

n  cã quan hÖ truy håi 

a) [ ]ie f
n = [ ] [ ] [ ]11 1 −+− − ieiaie b

ni
f
n     (4.41) 

b) [ ]ieb
n = [ ] [ ] [ ]111 −+−− ieiaie f

ni
b
n     (4.42) 

Chøng minh: 

Tõ ®Þnh nghÜa vÒ sai sè dù b¸o tuyÕn tÝnh lïi (4.37b) vμ gi¸ trÞ ®−îc dù b¸o (4.39) cã 

   [ ]11 −− ieb
n  = [ ]1−− −− iyy b

inin = [ ]∑
−

=
+−− −+

1

1
1

i

k
kinkin yiay  

  = [ ]∑
−

=
−−− −+

1

1
1

i

k
knkiin yiay  (thÕ k bëi i−k) (4.43) 

MÆt kh¸c, víi (4.37a) vμ (4.38) cho c«ng thøc dù b¸o tiÕn th× 

      [ ] [ ]1−− ieie f
n

f
n  = [ ] [ ]∑∑

−

=
−

=
− −−

1

11
1

i

k
knk

i

k
knk yiayia  

   = [ ] [ ] [ ]( )∑
−

=
−− ⋅−−+

1

1
1

i

k
knkkini yiaiayia  (4.44) 
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Thay hiÖu ak[i] − ak[i−1] tõ  (4.22a) vμo (4.44) ®−îc 

 [ ] [ ]1−− ieie f
n

f
n = [ ] [ ] ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−+ ∑
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1
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k
knkiini yiayia   (4.45) 

So s¸nh (4.43) víi (4.45) ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh (4.41) 

 [ ] [ ]1−− ieie f
n

f
n = [ ] [ ]11 −⋅ − ieia b

ni . 

C«ng thøc (4.42) ®−îc chøng minh mét c¸ch hoμn toμn t−¬ng tù.   

Quay l¹i c«ng viÖc chÝnh lμ x¸c ®Þnh ai[i] ®Ó Q cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. Víi ®Þnh lý 4.5, 

phiÕm hμm Q ®Þnh nghÜa theo c«ng thøc (4.40) trë thμnh 

 Q = [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ][ ]∑
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22 11411 
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b
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f
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b
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f
ni ieieiaieieia , 

h¬n n÷a, do Q lμ hμm x¸c ®Þnh d−¬ng nªn ®Ó Q cùc tiÓu th× cÇn vμ ®ñ lμ 
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b
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f
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   (4.46) 

Nh− vËy víi (4.22a), (4.22b), (4.41), (4.42) vμ (4.46) ta ®· cã ®Çy ®ñ c¸c c«ng thøc truy 

håi ®Ó x¸c ®Þnh a1[i], a2[i], ... , ai[i] vμ Ki øng víi m« h×nh bËc i tõ c¸c tham sè a1[i−1], 

a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1  cña m« h×nh bËc i−1. Song ®Ó x©y dùng thμnh thuËt to¸n 

hoμn chØnh cßn cÇn ph¶i cã nh÷ng gi¸ trÞ khëi ph¸t [ ]0f
ne , [ ]0b

ne  vμ K0. 

Khi i=0 th× víi (4.38), (4.39) cã f
ny = b

ny =0 vμ yn=K0 un , do ®ã 

 [ ]0f
ne = [ ]0b

ne = yn  , n=0,1, … , N−1   (4.47a) 

vμ 

 K0 = ry(0) = ∑
−

=

1

0

21 N

k
ky

N
.     (4.47b) 

Cuèi cïng, ta ®i ®Õn thuËt to¸n truy håi nh− sau: 

1) X¸c ®Þnh [ ]0f
ne , [ ]0b

ne  vμ K0 tõ {yn}, n=0,1, … , N−1 theo (4.47). 

2) Thùc hiÖn c¸c b−íc sau lÇn l−ît víi i=1, 2, … , an : 
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a) TÝnh [ ]iai  tõ [ ]1−ie f
n , [ ]11 −− ieb

n  theo (4.46). 

b) TÝnh [ ]iak  vμ Ki  , k=0,1, … , i theo (4.22a), (4.22b). 

c) TÝnh [ ]ie f
n , [ ]ieb

n , n=0,1, … , N−1 theo (4.41), (4.42). 

ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm Burg() viÕt trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh C 

cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Hμm nμy cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá y chØ ®Çu m¶ng y[] chøa c¸c gi¸ trÞ yk , k=0,1, … , N−1. 

b) Sè nguyªn N chøa ®é dμi d·y {yk}, tøc lμ chøa chØ sè N. 

c) Sè nguyªn na chøa bËc m« h×nh AR. 

d) Con trá a chØ ®Çu m¶ng a[] chøa kÕt qu¶ theo thø tù: 

 a[0]= 
anK , a[1]= a1[na], … , a[na]= ][ an na

a
. 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi b»ng 1 nÕu kh«ng tÝnh ®−îc ai[i] theo (4.46) v× mÉu sè b»ng 

0 hoÆc tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0 khi kh«ng cã lçi. 

Hμm Burg() kh«ng lμm thay ®æi néi dung cña m¶ng y[]. 

int Burg(double *y,int N,int na,double *a) 
{ int i,k,j,ik; 
 double *ef,*eb,sum1=0.,sum2; 
 ef=new double[N]; 
 eb=new double[N]; 
 for(i=0;i<N;i++) 
 { ef[i]=eb[i]=y[i]; 
  sum1=sum1+y[i]*y[i]; 
 } 
 a[0]=sum1/(double)N; 
 for (i=1;i<=na;i++) 
 { sum1=sum2=0.; 
  for (k=i;k<N;k++) 
  { j=k-1; 
   sum1=sum1+ef[k]*eb[j]; 
   sum2=sum2+ef[k]*ef[k]+eb[j]*eb[j]; 
  } 
  if(sum2!=0.) a[i]=-2.*sum1/sum2; else return(1); 
  j=i/2; 
  for (k=1;k<=j;k++) 
  { ik=i-k; 
   sum1=a[k]; 
   a[k]=sum1+a[i]*a[ik]; 
   if (k!=ik) a[ik]=a[ik]+a[i]*sum1; 
  } 
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  a[0]=a[0]*(1.-a[i]*a[i]); 
  for (k=N-1;(k>i)&&(i!=na);k--) 
  { j=k-1; 
   sum1=ef[k]; 
   ef[k]=sum1+a[i]*eb[j]; 
   eb[k]=eb[j]+a[i]*sum1; 
  } 
 } 
 delete [] ef; delete [] eb; 
 return(0); 
} 

4.2.5 KÕt luËn 

Môc 4.2.2, cô thÓ lμ hai ®Þnh lý 4.1 vμ 4.2, ®· chØ r»ng bé tham sè a1 , a2 , … , 
ana cña 

m« h×nh AR lμm cho phiÕm hμm m« t¶ trung b×nh b×nh ph−¬ng sai lÖch dù b¸o tuyÕn 
tÝnh: 

 Qf =M[| f
ne |2] = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

2f
nn yyM  → min!, 

vμ Qb =M[| b
ne |2] = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

2b
nn yyM  → min!, 

®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt chÝnh lμ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Yule−Walker (4.14). 

Tuy nhiªn ®iÒu kh¼ng ®Þnh ®ã chØ ®óng nÕu nh− tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan 

ry(mTa), m=0,1, … , na thu ®−îc lμ ph¶i hoμn toμn chÝnh x¸c, song ®iÒu nμy lμ kh«ng 

hiÖn thùc v× b¶n th©n chóng còng chØ ®−îc nhËn d¹ng (xÊp xØ) tõ d·y c¸c gi¸ trÞ {yk}, 

k=0,1, … , N−1  cña tÝn hiÖu y(t) ®o ®−îc trong kho¶ng thêi gian quan s¸t [0 ,T ) t−¬ng 

®èi ng¾n. ChÝnh v× ®iÒu nμy mμ Burg ®· ®−a ra gi¶i ph¸p nhËn d¹ng a1 , a2 , … , 

ana kh«ng th«ng qua b−íc trung gian x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan b»ng c¸ch cùc tiÓu hãa 

phiÕm hμm sai lÖch ®iÒu hßa: 

 QBurg = [ ] [ ]∑
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 22
 

N

nn

b
n

f
n

a

ee →min!. 

®−îc xem nh− mét gi¶i ph¸p dung hßa cña hai ®iÒu kiÖn cùc tiÓu. 

Ngoμi hai thuËt to¸n trªn cßn cã mét sè thuËt to¸n kh¸c còng ®−îc sö dông kh¸ phæ 

biÕn ®Ó nhËn d¹ng m« h×nh AR nh− thuËt to¸n Morf, thuËt to¸n Marple …. Nh÷ng 

thuËt to¸n nμy rÊt thÝch hîp víi c¸c bμi to¸n cã kho¶ng quan s¸t lín (sè l−îng lín c¸c 

gi¸ trÞ yk). §éc gi¶ quan t©m cã thÓ tham kh¶o chóng trong tμi liÖu [10], [11]. 
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4.3 NhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh MA 

4.3.1 Thay m« h×nh MA b»ng m« h×nh AR t−¬ng ®−¬ng 

Bμi to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh MA ph¸t biÓu nh− sau: khi ®èi t−îng 
m« t¶ bëi 

 )(
~

zG = b
b

n
n zbzb −− +++   1 1

1 …     (4.48) 

®−îc kÝch thÝch chñ ®éng b»ng tÝn hiÖu ån tr¾ng u(t) tháa m·n 

  mu = 0  vμ   Su(ω) =K,     (4.49) 

h·y x¸c ®Þnh c¸c vector tham sè b =
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

bnb

b

#
1

 cña m« h×nh (4.48) vμ K cña tÝn hiÖu vμo u(t) 

tõ d·y N gi¸ trÞ ®o ®−îc {yk} , k=0,1, … , N−1 cña tÝn hiÖu ra, sao cho sai lÖch gi÷a m« 

h×nh vμ ®èi t−îng lμ nhá nhÊt. 

Ph¶i nãi r»ng viÖc x©y dùng mét c«ng thøc t−¬ng tù nh− ph−¬ng tr×nh Yule−Walker 
®Ó t×m b, K lμ cã thÓ, song kh¶ n¨ng øng dông cña nã rÊt thÊp do quan hÖ gi÷a vector 
tham sè b vμ sai lÖch ®èi t−îng/m« h×nh cã tÝnh phi tuyÕn m¹nh, sinh ra bëi ®Æc thï m« 
h×nh MA. ChÝnh v× vËy ta sÏ kh«ng ®i tiÕp vμo h−íng gi¶i quyÕt ®ã mμ t×m c¸ch sö dông 
l¹i nh÷ng thuËt to¸n ®· biÕt cña nhËn d¹ng chñ ®éng m« h×nh AR phôc vô viÖc nhËn 

d¹ng tham sè m« h×nh MA. ý t−ëng nμy cã ®−îc trªn c¬ së nguyªn lý ®èi ngÉu Markov 
ph¸t biÓu nh− sau: 

§Þnh lý 4.6: Víi mçi mét m« h×nh MA (4.48) bao giê còng tån t¹i mét m« h×nh AR t−¬ng 

®−¬ng bËc v« h¹n. Nãi c¸ch kh¸c bao giê còng tån t¹i d·y v« h¹n c¸c tham sè c1 , c2 

, …   sao cho 

 

∑
∑ ∞

=

−=

−

+
=+

1

1 1

1
1

n

n
n

n

n

n
n

zc
zb

b
    (4.50) 

Gi÷a c¸c tham sè b1 , b2 , … , 
bnb vμ c1 , c2 , …   cã quan hÖ truy håi 

 ∑
−

=
+++ =

1

0
1

b

b

n

i
ininn cbc , trong ®ã n≥1   (4.51) 

Ta sÏ bá qua viÖc chøng minh ®Þnh lý trªn vμ c«ng nhËn chóng nh− ®iÒu hiÓn nhiªn. 
Nh÷ng b¹n ®äc quan t©m cã thÓ t×m thÊy phÇn chøng minh trong c¸c tμi liÖu [10] hoÆc 
[12]. 

Dùa theo ®Þnh lý 4.6 th× viÖc nhËn d¹ng tham sè m« h×nh MA sÏ ®−îc thay thÕ b»ng 
c¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh AR ®· biÕt, tøc lμ nhËn d¹ng c¸c tham sè c1 , 
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c2 , … . Sau ®ã tÝnh ng−îc b1 , b2 , … ,
bnb tõ c1 , c2 , … theo (4.51). Ph−¬ng h−íng gi¶i 

quyÕt rÊt râ rμng nh− vËy, song ®Ó thùc hiÖn nã ta sÏ gÆp c¸c khã kh¨n g×?.  

Tr−íc m¾t cã thÓ thÊy ngay ®−îc hai khã kh¨n c¬ b¶n sau: 

− M« h×nh AR t−¬ng ®−¬ng cã bËc v« h¹n, tøc lμ ph¶i x¸c ®Þnh v« h¹n c¸c tham sè c1 , 
c2 , …. 

− ViÖc tÝnh ng−îc b1 , b2 , … ,
bnb tõ c1 , c2 , …  theo (4.51) ®ång nghÜa víi viÖc t×m 

nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh cã sè c¸c ph−¬ng tr×nh (n=1,2, …) nhiÒu h¬n sè Èn sè 

b1 , b2 , … ,
bnb nªn ta th−êng gÆp ph¶i tr−êng hîp hÖ v« nghiÖm. 

§Ó lo¹i bá khã kh¨n thø nhÊt, ta sÏ thay m« h×nh AR bËc v« h¹n b»ng mét m« h×nh 
AR bËc h÷u h¹n s  vμ cïng víi nã (4.50) ®−îc söa ®æi thμnh 

 

∑
∑

=

−=

−

+

+ ≈
s

zc

zb

n

n
n

n

n

n
n

b

1

1
1

1
1     (4.52) 

vμ do ®ã ph¶i chÊp nhËn mét sai sè sinh ra bëi sù thay thÕ nμy. Cïng víi sù thay thÕ ®ã, 

d·y v« h¹n c1, c2 , …  trë thμnh d·y h÷u h¹n c1, c2 , … , cs . TÊt nhiªn bËc s  cμng lín, sai 

sè ®ã sÏ cμng nhá.  

§Ó tr¸nh ®−îc khã kh¨n thø hai ta cã hai c¸ch: 

1) Chän s= bn2 . Khi ®ã víi n=1,2, … , bn  sÏ cã ®−îc tõ (4.51) ®óng bn  ph−¬ng tr×nh 

cho bn Èn b1 , b2 , … ,
bnb . 

2) Chän s> bn2 . VËy th× kh«ng thÓ sö dông (4.51) ®Ó x¸c ®Þnh b1 , b2 , … ,
bnb tõ c1, c2 , 

…, cs . Ta sÏ tÝnh trùc tiÕp b1 , b2 , … ,
bnb nhê (4.52), trong ®ã tham sè ck  ®−îc xem 

nh− b»ng 0 khi k>s . 

4.3.2 ThuËt to¸n nhËn d¹ng cho tr−êng hîp s=2nb 

Sau khi thay m« h×nh MA (4.48) bëi mét m« h×nh AR t−¬ng ®−¬ng theo c«ng thøc 

(4.52) vμ ®· x¸c ®Þnh ®−îc c¸c tham sè c1, c2 , … , cs cña m« h×nh AR t−¬ng ®−¬ng ®ã 

còng nh− gi¸ trÞ mËt ®é phæ K cña u(t) th× viÖc cuèi cïng ph¶i lμm lμ tÝnh bé tham sè b1 , 

b2 , … ,
bnb cña m« h×nh MA tõ c¸c gi¸ trÞ c1, c2 , … , cs ®· t×m ®−îc.  

Víi gi¶ thiÕt s= bn2  ta cã thÓ ¸p dông trùc tiÕp c«ng thøc Markov (4.51) ®Ó t×m b1 , b2 

, … ,
bnb tõ c1, c2 , … , cs v× khi ®ã sè c¸c ph−¬ng tr×nh sÏ ®óng b»ng sè c¸c Èn sè.  ViÕt l¹i 

(4.51) lÇn l−ît cho n=1, 2, … , bn2  ®−îc: 
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  (4.53) 

vμ ®ã chÝnh lμ hÖ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cho phÐp x¸c ®Þnh b1 , b2 , … ,
bnb tõ c1 , c2 , … , 

bnc2 . 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n thø nhÊt: 

1) Sö dông c¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh AR ®· biÕt nh− thuËt to¸n 

Levinson (môc 4.2.3) hay thuËt to¸n truy håi cña Burg (môc 4.2.4) ®Ó x¸c ®Þnh c1 , c2 

, … , 
bnc2 vμ K tõ d·y N gi¸ trÞ ®o ®−îc {yk}, k=1, … , N−1 cña tÝn hiÖu ®Çu ra. 

2) Gi¶i ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh (4.53) ®Ó cã b1 , b2 , … ,
bnb tõ c1 , c2 , … , 

bnc2 .  

Chó ý r»ng trong thuËt to¸n võa tr×nh bμy ta ph¶i chÊp nhËn sai sè do gi¶ thiÕt bËc 
m« h×nh AR t−¬ng ®−¬ng lμ h÷u h¹n vμ b¶n th©n thuËt to¸n kh«ng lμm gi¶m ®−îc sai sè 

nμy. Riªng tr−êng hîp khi bËc cña m« h×nh MA lμ nb lín th× bËc cña AR t−¬ng ®−¬ng lμ 

2nb còng sÏ lín, nªn sai sè ®ã sÏ gi¶m. 

4.3.3 ThuËt to¸n nhËn d¹ng cho tr−êng hîp s>2nb 

Khi s> bn2  ta kh«ng thÓ sö dông c«ng thøc Markov (4.51) ®Ó x¸c ®Þnh trùc tiÕp b1 , 

b2 , … ,
bnb tõ c1, c2 , … , cs . Thay vμo ®ã ta sö dông (4.52). NÕu ký hiÖu 

 B(z) = ∑
=

−+
bn

n

n
nzb

1
1   vμ C(z) = ∑

=

−+
s

zc
n

n
n

1
1  

ta sÏ thÊy B(z)  chÝnh lμ ¶nh to¸n tö z cña d·y gi¸ trÞ {1, b1 , b2 , … ,
bnb } vμ C(z) lμ ¶nh 

z cña {1, c1, c2 , … , cs}. Do theo (4.52), tÝch cña hai ¶nh b»ng 1 

 B(z)⋅C(z) ≈1 

nªn tÝch chËp cña hai d·y gi¸ trÞ trªn ph¶i lμ hμm dirac 

 bn*cn ≈
⎩
⎨
⎧

≠
=

0    nÕu    0

0    nÕu    1

n

n
 

Suy ra 

 cn + ∑
=

−
bn

k
knkcb

1
≈ 0 víi  n≥1.    (4.54) 



 

 153

§¼ng thøc (4.54) chØ thùc sù ®óng khi m« h×nh AR t−¬ng ®−¬ng cã bËc v« cïng vμ c¸c 

tham sè c1 , c2 … lμ chÝnh x¸c. Nh−ng ë ®©y m« h×nh AR l¹i cã bËc h÷u h¹n s vμ c¸c 

tham sè c1, c2 , … , cs cña nã còng chØ ®−îc nhËn d¹ng b»ng thuËt to¸n Yule−Walker 

hoÆc Burg, tøc lμ c¸c gi¸ trÞ mμ ta cã chØ lμ nh÷ng gi¸ trÞ xÊp xØ. Nãi c¸ch kh¸c 

 cn + ∑
=

−
bn

k
knkcb

1
= en ≠0  víi  n≥1 

trong ®ã en lμ sai sè.  

Bëi vËy mét thuËt to¸n nμo ®ã x¸c ®Þnh b1 , b2 , … ,
bnb tõ c1, c2 , … , cs sÏ ®−îc gäi lμ 

tèt nhÊt nÕu nã mang l¹i gi¸ trÞ trung b×nh cña b×nh ph−¬ng sai sè M{en
2} nhá nhÊt. NÕu 

nh− r»ng trong bμi to¸n võa nªu ta xem 1, c1, … , cs nh− lμ d·y {yk} th× nã sÏ chÝnh lμ bμi 

to¸n dù b¸o tuyÕn tÝnh tiÕn mμ ta ®· ®Ò cËp t¹i môc 4.2.2. Do ®ã, theo ®Þnh lý 4.1, 

nghiÖm b1 , b2 , … ,
bnb ph¶i tháa m·n ph−¬ng tr×nh Yule−Walker (4.14) víi vai trß d·y 

{yk} ®−îc thay b»ng {1, c1, c2 , … , cs }. 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n thø 2 ®Ó nhËn d¹ng tham sè m« h×nh MA nh− sau: 

1) Chän s> bn2 . Còng cã thÓ chän s ≥ bn2 . 

2) Sö dông c¸c ch−¬ng tr×nh nhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh AR ®· biÕt nh− 

Yule_Walker() hay Burg() ®Ó x¸c ®Þnh c1, c2 , … , cs vμ K tõ d·y N gi¸ trÞ ®o ®−îc 

{yk}, k=1, … , N−1 cña tÝn hiÖu ®Çu ra. 

3) Sö dông c¸c ch−¬ng tr×nh nhËn d¹ng tham sè m« h×nh AR Yule_Walker() hoÆc 

Burg() mét lÇn n÷a ®Ó x¸c ®Þnh b1 , b2 , … ,
bnb tõ d·y gi¸ trÞ 1, c1, c2 , … , cs .  

D−íi ®©y lμ hμm MA() viÕt trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh C m« t¶ viÖc cμi ®Æt thuËt to¸n 

võa tr×nh bμy ®Ó tham kh¶o. Hμm nμy sö dông hμm con Yule_Walker() cho c¶ hai 

b−íc cña thuËt to¸n, tøc lμ võa ®Ó nhËn d¹ng tham sè c1, c2 , … , cs cña m« h×nh AR 

còng nh− ®Ó x¸c ®Þnh b1 , b2 , … ,
bnb tõ d·y gi¸ trÞ {1, c1, c2 , … , cs }. 

Hμm MA() cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá y chØ ®Çu m¶ng y[] chøa c¸c gi¸ trÞ  yk , k=0,1, … , N−1. 

b) Sè nguyªn N chøa ®é dμi d·y {yk}, tøc lμ chøa chØ sè N. 

c) Sè nguyªn nb chøa bËc m« h×nh MA. 
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d) Sè nguyªn s chøa bËc m« h×nh AR ®−îc thay thÕ t¹m thêi cho m« h×nh MA. 

e) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

f) Con trá b chØ ®Çu m¶ng b[] chøa kÕt qu¶ theo thø tù: 

 b[0]=K , b[1]= b1 , … , b[nb]= 
bnb . 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi b»ng 1 nÕu Yule_Walker() cã lçi hoÆc 2 khi gi¸ trÞ ®Çu 

vμo s cña s vμ nb cña nb kh«ng tháa m·n ®iÒu kiÖn s≥ bn2 . Tr−êng hîp kh«ng cã lçi, 

hμm sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0 vμ kÕt qu¶ ®−îc l−u gi÷ trong m¶ng b[]. Hμm MA() kh«ng lμm 

thay ®æi néi dung cña m¶ng y[]. 

int MA(double *y,int N,int nb,int s,int bias,double *b) 
{ int i; 
 if (s<2*nb) return(2); 
 double K,*c; 
 c=new double[s+1]; 
 i=Yule_Walker(y,N,s,bias,c); 
 if(i==0) 
 { K=c[0]; 
  c[0]=1.; 
  i=Yule_Walker(c,s+1,nb,bias,b); 
  b[0]=K; 
 } 
 delete [] c; 
 return(i); 
} 

Chó ý: Trong qu¸ tr×nh x©y dùng thuËt to¸n thø hai ta ®· kh«ng sö dông gi¶ thiÕt 

s> bn2  nªn ch−¬ng tr×nh MA() hoμn toμn vÉn sö dông ®−îc cho c¶ tr−êng hîp s= bn2 . 

Thùc tÕ øng dông ®· chØ r»ng ngay c¶ khi s= bn2  th× MA() còng cho ra kÕt qu¶ tèt h¬n 

lμ ¸p dông trùc tiÕp thuËt to¸n thø nhÊt ®Ó gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (4.53). 

4.4 NhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh ARMA 

ViÖc nhËn d¹ng trùc tiÕp tham sè m« h×nh ARMA (4.10), trong ®ã tÝn hiÖu ®Çu vμo 
u(t) ®−îc gi¶ thiÕt lμ ngÉu nhiªn egodic víi 

 mu  = 0   vμ   Su(ω) =K  

cã thÓ nãi lμ kh«ng kh¶ thi v× quan hÖ gi÷a hμm sai lÖch Q cña m« h×nh−®èi t−îng víi 
c¸c tham sè m« h×nh rÊt phøc t¹p vμ mang tÝnh phi tuyÕn m¹nh. Tuy nhiªn sau khi ®· 
cã c¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh AR vμ MA, trong ®ã vÒ thùc chÊt bμi to¸n 
nhËn d¹ng MA còng ®· ®−îc chuyÓn vÒ bμi to¸n nhËn d¹ng AR t−¬ng ®−¬ng, th× viÖc 
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nhËn d¹ng m« h×nh ARMA còng sÏ ®¬n gi¶n h¬n vμ cã tÝnh øng dông cao h¬n nÕu ta 
chuyÓn bμi to¸n ®ã thμnh hai bμi to¸n nhËn d¹ng AR vμ MA riªng biÖt. 

 

 

 

 

4.4.1 NhËn d¹ng tham sè AR cña m« h×nh ARMA 

T−¬ng tù nh− ®· lμm ë môc 4.2, ta nh©n c¶ hai vÕ cña m« h×nh (4.10) víi yn−k vÒ phÝa 

tr¸i sau ®ã lËp gi¸ trÞ trung b×nh cho c¶ hai vÕ, sÏ ®−îc 
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Do ®èi t−îng cã hÖ sè khuÕch ®¹i b»ng 1 nªn nÕu gäi gk =g(kTa) lμ gi¸ trÞ hμm hμm 
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Bëi vËy víi k>nb sÏ ®−îc 
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Tuy nhiªn (4.54) còng chØ lμ c«ng thøc gÇn ®óng. Lý do lμ c¸c gi¸ trÞ ry(kTa) cña hμm 

t−¬ng quan chØ cã thÓ lμ c¸c gi¸ trÞ xÊp xØ, chóng cã ®−îc lμ bëi ta ®· ¸p dông c¸c thuËt 

to¸n nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan tõ d·y {yk} ®o ®−îc cña tÝn hiÖu ®Çu ra (vÝ dô nh− víi 

hμm cor()). Nãi c¸ch kh¸c 
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M« h×nh 
MA 

M« h×nh
AR 

u(t) x(t) y(t)

H×nh 4.3: ChuyÓn bµi to¸n nhËn d¹ng ARMA 
thµnh hai bµi to¸n AR vµ MA 
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Bëi vËy c¸c tham sè a1, a2 , … ,
ana cÇn ph¶i ®−îc x¸c ®Þnh sao cho gi¸ trÞ trung b×nh 

cña b×nh ph−¬ng sai lÖch M{en
2} lμ nhá nhÊt. So s¸nh víi ®Þnh lý 4.1 th× ë ®©y a1, a2 , … 

,
ana chÝnh lμ nghiÖm cña bμi to¸n Yule−Walker øng víi c¸c gi¸ trÞ  ®Çu vμo ry[(nb+1)Ta], 

ry[(nb+2)Ta], " , ry(MTa) thay cho d·y {yk}, trong ®ã M lμ sè Lag ta ®· chän khi sö dông 

thuËt to¸n nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan. 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè AR cña m« h×nh ARMA nh− sau: 

1) Chän sè Lag M >> an  vμ sö dông ch−¬ng tr×nh nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan cor() 

®Ó x¸c ®Þnh d·y gi¸ trÞ )( ay kTr , k = 0,1, … , M. 

2) Sö dông c¸c ch−¬ng tr×nh nhËn d¹ng off−line tham sè m« h×nh AR ®· biÕt nh− 

Yule_Walker() hay Burg() ®Ó x¸c ®Þnh a1, a2 , … ,
ana tõ d·y c¸c gi¸ trÞ 

ry[(nb+1)Ta], ry[(nb+2)Ta], " , ry(MTa) cña hμm t−¬ng quan. 

4.4.2 NhËn d¹ng tham sè MA cña m« h×nh ARMA 

B−íc tiÕp theo sau khi ®· cã c¸c tham sè a1, a2 , … ,
ana lμ ¸p dông ch−¬ng tr×nh 

nhËn d¹ng tham sè m« h×nh MA (vÝ dô nh− MA()) ®Ó tÝnh c¸c tham sè b1 , b2 , … ,
bnb . 

Muèn nh− vËy ta cÇn ph¶i cã c¸c gi¸ trÞ cña tÝn hiÖu ®Çu ra x(t) cña khèi MA t−¬ng øng 
trong m« h×nh ARMA (h×nh 4.3) vμ tÝn hiÖu nμy còng chÝnh lμ tÝn hiÖu ®Çu vμo cña khèi 
AR nªn ®−îc x¸c ®Þnh theo (4.11), tøc lμ 

 xk = ∑
=

−+
an

i
ikik yay

1
      (4.55) 

Nh− vËy viÖc tÝnh c¸c tham sè MA cña m« h×nh ARMA sÏ gåm hai b−íc: 

1) X¸c ®Þnh d·y {xk} tõ {yk} vμ a1, a2 , … ,
ana  theo (4.55) 

2) ¸p dông ch−¬ng tr×nh MA() ®Ó tÝnh b1 , b2 , … ,
bnb víi d·y ®Çu vμo lμ {xk}. 

Nh−ng do d·y {yk} cã ®é dμi lμ N nªn d·y {xk} còng chØ cã thÓ cã ®é dμi lín nhÊt lμ 

N+ an ,  tøc lμ khi k≥N+ an −1th× xk ≡ 0. Ngoμi ra do tæng bªn vÕ ph¶i cña (4.55) cã d¹ng 

mét tÝch chËp cña hai d·y gi¸ trÞ {1, a1, a2 , … ,
ana }, {yk} vμ ¶nh Fourier cña mét tÝch 

chËp chÝnh lμ tÝch cña hai ¶nh Fourier nªn ta cã thÓ ¸p dông dft()®Ó tÝnh nhanh {xk} 

nh− sau 
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1) ¸p dông ch−¬ng tr×nh dft() ®Ó tÝnh ¶nh A(jkΩλ) cña d·y {1, a1, a2 , … ,
ana } vμ 

Y(jkΩλ) cña {yk} víi Ωλ =
aT 

2
λ

π
. 

2) TÝnh X(jkΩλ) =A(jkΩλ)⋅Y(jkΩλ) . 

3) ¸p dông ch−¬ng tr×nh invdft() ®Ó tÝnh ng−îc xk tõ X(jkΩλ). 

Chó ý: TÝch X(jkΩλ)=A(jkΩλ)⋅Y(jkΩλ) chØ cã ý nghÜa khi {A(jkΩλ)}, {Y(jkΩλ)} cã cïng 

®é dμi λ, trong ®ã λ lμ sè nguyªn d¹ng lòy thõa 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n N vμ 

na.  Do N > na nªn tr−íc khi sö dông dft() ë b−íc 1 ta ph¶i  thªm c¸c phÇn tö 0 vμo d·y 

{1, a1, a2 , … ,
ana } sao cho nh÷ng d·y míi nμy cã ®óng N phÇn tö (xem thªm hμm 

dft() ®· giíi thiÖu ë môc 2.1.7 trong ch−¬ng 2). 

4.4.3 ThuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh ARMA 

Tæng kÕt hai phÇn trªn l¹i ta cã thuËt to¸n chung ®Ó nhËn d¹ng tham sè m« h×nh 
ARMA nh− sau: 

1) Chän sè Lag M >>  na vμ sö dông hμm cor() ®Ó nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan, tøc lμ 

x¸c ®Þnh d·y gi¸ trÞ ry(kTa), k=0,1, … , M. 

2) Sö dông c¸c ch−¬ng tr×nh nhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh AR ®· biÕt nh− 

Yule_Walker() hay Burg() ®Ó x¸c ®Þnh a1, a2 , … ,
ana  tõ d·y c¸c gi¸ trÞ 

ry[(nb+1)Ta], ry[(nb+2)Ta], " , ry(MTa) cña hμm t−¬ng quan. 

3) X¸c ®Þnh d·y {xk} tõ {yk} vμ a1, a2 , … ,
ana  trùc tiÕp theo (4.55) hoÆc cã thÓ tÝnh 

nhanh theo c¸c b−íc: 

a) LËp d·y {1, a1 , … ,
ana , 0, … , 0} b»ng c¸ch thªm c¸c gi¸ trÞ 0 vμo cuèi d·y sao 

cho d·y míi cã ®óng N phÇn tö. 

b) TÝnh ¶nh Fourier A(jkΩλ) cña {1, a1 , … ,
ana , 0, … , 0} vμ ¶nh Y(jkΩλ) cña {yk} 

nhê dft(). 

c)  LËp tÝch X(jkΩλ) =A(jkΩλ)⋅Y(jkΩλ),  k=0,1, … , λ−1. 

d) ¸p dông invdft() víi d·y ®Çu vμo { )( λΩjkX } ®Ó tÝnh ng−îc {xk} tõ 

{X(jkΩλ)}. 
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4) ¸p dông hμm MA() ®Ó tÝnh K, b1 , b2 , … ,
bnb tõ {xk}. 

Mét hμm ARMA() viÕt trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh C m« t¶ viÖc cμi ®Æt thuËt to¸n trªn 

®−îc cho d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. 

Hμm ARMA() cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá y chØ ®Çu m¶ng y[] chøa d·y c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu {yk}, k = 0,1, … , N−1 

®o ®−îc. 

b) Sè nguyªn N chøa sè c¸c gi¸ trÞ yk, tøc lμ chøa N. 

c) Sè nguyªn na chøa bËc cña ®a thøc mÉu sè cña m« h×nh, tøc lμ na. 

d) Sè nguyªn nb chøa bËc cña ®a thøc tö sè cña m« h×nh, tøc lμ nb. 

e) Sè nguyªn s chøa bËc m« h×nh AR ®−îc thay thÕ t¹m thêi cho m« h×nh MA cña 

m« h×nh ARMA cÇn nhËn d¹ng. 

f) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

g) Sè nguyªn M chøa chØ sè Lag cÇn thiÕt cho viÖc nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan. 

h) Con trá a chØ ®Çu m¶ng a[] cã ®é dμi na+1 chøa kÕt qu¶ theo thø tù: 

 a[0]=1 , a[1]= a1 , … , a[na]= 
ana . 

i) Con trá b chØ ®Çu m¶ng b[] cã ®é dμi nb+1 chøa kÕt qu¶ theo thø tù: 

 b[0]=K , b[1]= b1 , … , b[nb]= 
bnb . 

Hμm ARMA() tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi 3 nÕu M ≥ N, gi¸ trÞ 4 khi kh«ng thùc hiÖn ®−îc 

hμm Yule_Walker()vμ gi¸ trÞ 1 hoÆc 2 khi hμm MA() cã lçi. Tr−êng hîp kh«ng cã lçi, 

hμm ARMA() sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0. 

Hμm ARMA() sö dông thuËt to¸n Yule−Walker, tøc lμ hμm Yule_Walker() cho 

b−íc 2) ®Ó x¸c ®Þnh a1, a2 , … ,
ana  víi c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo ry[(nb+1)Ta], ry[(nb+2)Ta], " , 

ry(MTa) thay cho d·y {yk}. 

int ARMA(double *y,int N,int na,int nb,int s,int bias,int M, 
   double *a,double *b) 
{ int i,k,err; 
 double *x; 
 x=new double[N]; 
 err=2+cor(y,y,N,M,bias,x); 
 if(err==2) 
  err=3+Yule_Walker(x+nb+1,M-nb,na,bias,a); 
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 if(err==3) 
 { a[0]=1.; 
  for(k=0;k<N;k++) 
  { x[k]=0.; 
   for(i=0;(i<=na)&&(i<=k);i++) x[k]+=a[i]*y[k-i]; 
  } 
  err=MA(x,N,nb,s,bias,b); 
 } 
 delete [] x; 
 return(err); 
} 

4.5 NhËn d¹ng bÞ ®éng tham sè m« h×nh ARMA 

B©y giê ta xÐt bμi to¸n tæng qu¸t h¬n cho viÖc nhËn d¹ng tham sè m« h×nh ARMA. 
§ã lμ bμi to¸n nhËn d¹ng bÞ ®éng (cßn gäi lμ passive hay on−line). Trong bμi to¸n nμy, 
tÝn hiÖu ®Çu vμo u(t) kh«ng ®−îc gi¶ thiÕt lμ ®· biÕt tr−íc, nã cã thÓ lμ mét tÝn hiÖu bÊt 
kú vμ nh− vËy ®Ó nhËn d¹ng ta ph¶i ®o c¶ tÝn hiÖu vμo u(t) lÉn tÝn hiÖu ra y(t). 

Bμi to¸n ®−îc ph¸t biÓu nh− sau: Cho ®èi t−îng m« t¶ bëi m« h×nh rêi r¹c, ®−îc gi¶ 
thiÕt lμ tuyÕn tÝnh, d−íi d¹ng ph−¬ng tr×nh vi sai ph©n (4.1). Tõ c¸c gi¸ trÞ ®· ®o ®−îc 

cña tÝn hiÖu ®Çu vμo lμ {uk} vμ cña tÝn hiÖu ®Çu ra lμ {yk}, k=0, … , N, h·y x¸c ®Þnh c¸c 

tham sè K, a1, … , 
ana vμ b1, … , 

bnb  cña m« h×nh (4.1) sao cho sai lÖch gi÷a m« h×nh vμ 

®èi t−îng lμ nhá nhÊt. 

 

 

 

 

 

 

§Ó gi¶i quyÕt bμi to¸n võa nªu ta cã hai c¸ch: 

− NhËn d¹ng c¸c tham sè K, a1, … , 
ana vμ b1, … , 

bnb trùc tiÕp tõ d·y c¸c gi¸ trÞ ®o 

®−îc {uk}, {yk} sao cho tæng b×nh ph−¬ng sai lÖch më réng gi÷a m« h×nh vμ ®èi 

t−îng lμ nhá nhÊt (h×nh 4.4). 

− ChuyÓn vÒ bμi to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng vμ sö dông c¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng chñ 
®éng tham sè m« h×nh ARMA ®· biÕt. 

nhiÔu

{ek}

{uk}

H×nh 4.4: NhËn d¹ng bÞ ®éng tham 
sè m« h×nh ARMA. 

§èi t−îng
ARMA 

B(z) A(z)

{yk}
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4.5.1 NhËn d¹ng bÞ ®éng khi c¸c tÝn hiÖu vµo ra lµ tiÒn ®Þnh 

§Ó ®¬n gi¶n, ta chuyÓn m« h×nh (4.1) vÒ d¹ng 
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Nh− vËy th× so víi (4.1), trong (4.56) cã 

 ii Kbb =~
 víi i= 0,1 … , bn  vμ  b0=1. 

D¹ng t−¬ng ®−¬ng cña (4.54) viÕt trùc tiÕp theo quan hÖ vμo ra cña tÝn hiÖu trong 
miÒn thêi gian, lμ 
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M« h×nh (4.57) trªn chØ cã thÓ ®óng nÕu nh− n(t)≡0 vμ c¸c gi¸ trÞ ®o ®−îc {uk}, {yk} 

lμ chÝnh x¸c. Song v× kh«ng cã mét sù ®¶m b¶o nμo cho r»ng ®iÒu ®ã thùc hiÖn ®−îc nªn 
trong thùc tÕ gi÷a vÕ ph¶i vμ vÕ tr¸i tån t¹i mét sai sè, tøc lμ 
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Ký hiÖu sai sè ®ã lμ ek , th× 
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Gi¸ trÞ tæng b×nh ph−¬ng sai lÖch më réng khi ®ã ®−îc viÕt thμnh: 
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trong ®ã, ®Ó cã thÓ chØ nh÷ng gi¸ trÞ  uk , yk ®· ®o ®−îc trong kho¶ng k= 0,1, … , N, tham 

gia vμo thuËt to¸n nhËn d¹ng th× ek ph¶i cã k=na , …  , N vμ nh− vËy ®iÒu kiÖn ®Ó øng 

dông ®−îc thuËt to¸n sÏ lμ N ≥ na . 

Bμi to¸n nhËn d¹ng b©y giê ®−îc ph¸t biÓu nh− sau: Trªn c¬ së quan s¸t c¸c tÝn hiÖu 

vμo ra, h·y x¸c ®Þnh a1 , … ,
ana vμ 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 … sao cho Q→ min. 

ViÕt l¹i (4.59) víi c¸c ký hiÖu vector 
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 (4.60) 

ta sÏ ®−îc 

 Q = ( ) ( )pMypMy T −− = y T y  − y TM p − p TMT y + p TMTM p . 

Gi¶ thiÕt thªm ma trËn vu«ng S=MTM  kh«ng suy biÕn, vËy th× 

 Q = y T y − y TMS − 1 MT y  +  (MT y −S p )TS − 1(MT y −S p ). 

®¼ng thøc trªn cã thμnh phÇn thø ba bªn vÕ ph¶i lμ thμnh phÇn duy nhÊt chøa 

vector p  ph¶i t×m. Bëi vËy, do S  x¸c ®Þnh d−¬ng nªn Q sÏ nhËn gi¸ trÞ nhá nhÊt khi vμ 

chØ khi 

 0 = MT y  − S p       ⇔ p  = S − 1MT y   (4.61) 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc x¸c ®Þnh c¸c tham sè cña m« h×nh ARMA. Ta ®i ®Õn thuËt to¸n: 

1) LËp vector y  vμ ma trËn M , S  theo (4.60) tõ d·y c¸c gi¸ trÞ {uk}, {yk}, k=0, … , N 

®· ®o ®−îc cña tÝn hiÖu. 

2) KiÓm tra tÝnh kh«ng suy biÕn còng nh− tÝnh x¸c ®Þnh d−¬ng cña ma trËn S . 

3) TÝnh vector p  cña tham sè m« h×nh theo (4.61). Cã thÓ sö dông hμm cholesky() 

®· tr×nh bμy trong ch−¬ng 3 ®Ó gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh nμy. 

Chó ý: Trong khi vector tham sè p cã sè chiÒu cè ®Þnh lμ na+nb+1 th× sè chiÒu cña ma 

trËn M vμ vector y phô thuéc vμo sè mÉu tÝn hiÖu trÝch ®−îc. Sè l−îng mÉu tÝn hiÖu trÝch 

®−îc cμng lín, kho¶ng thêi gian quan s¸t tÝn hiÖu sÏ cμng réng, l−îng th«ng tin thu ®−îc 

vÒ ®èi t−îng cμng nhiÒu, song chiÒu cña ma trËn M vμ vector y còng v× thÕ mμ cμng t¨ng 

kÐo theo sè l−îng c¸c phÐp tÝnh ph¶i thùc hiÖn lín, lμm cho sai sè tÝnh to¸n còng lín. Bëi 
vËy ta cÇn ph¶i chän kho¶ng thêi gian quan s¸t kh«ng nªn qu¸ ng¾n nh−ng còng kh«ng 
qu¸ l©u vμ kÕt qu¶ nhËn d¹ng sÏ phô thuéc ®¸ng kÓ vμo kho¶ng thêi gian quan s¸t tÝn 
hiÖu ®−îc chän.  Ngoμi ra thuËt to¸n trªn kh«ng cã kh¶ n¨ng läc nhiÔu nªn chØ cã thÓ 
øng dông cho c¸c bμi to¸n nhËn d¹ng mμ sù ¶nh h−ëng cña nhiÔu vμo ®èi t−îng lμ 
kh«ng ®¸ng kÓ vμ cã thÓ bá qua ®−îc. Còng nh− vËy thuËt to¸n còng sÏ kh«ng sö dông 
®−îc khi tÝn hiÖu vμo/ra lμ nh÷ng tÝn hiÖu ngÉu nhiªn. 
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NÕu gäi sij víi  i, j =1, 2, … , na+nb+1 lμ c¸c phÇn tö cña S=MTM  th× tõ (4.60) cã: 

 sij =

( 1) (( ) ) nÕu 1

( 1) (( 1) ) nÕu 1 1

( 1) (( ) ) nÕu 1

a y a a

a yu a a a a b

a u a a a b

N n r i j T j i n

N n r i j n T j n i n n

N n r i j T n j i n n

⎧ − + ⋅ − ≤ ≤ ≤
⎪⎪ − + ⋅ − − − ≤ ≤ < ≤ + +⎨
⎪ − + ⋅ − < ≤ ≤ + +⎪⎩

                      

    

                      

 

trong ®ã ry(mTa), ryu(mTa), ru(mTa) lμ gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng 

thøc bias (2.45) vμ (2.46) vμ Ta lμ kho¶ng thêi gian trÝch mÉu tÝn hiÖu. Còng nh− vËy 

nÕu ký hiÖu ki víi  i =1, 2, … , na+nb+1 lμ nh÷ng phÇn tö cña vector k=MT y th×: 

 ki =
( 1) ( ) nÕu 1

( 1) (( 1) ) nÕu 1
a y a a

a uy a a a a b

N n r iT i n

N n r i n T n i n n

⎧ − + ⋅ ≤ ≤⎪
⎨

− + ⋅ − − < ≤ + +⎪⎩

                      

         
. 

Hai c«ng thøc nμy lμ c«ng cô ®Ó x©y dùng d·y gi¸ trÞ ®Çu vμo cho hμm cholesky() 

khi cμi ®Æt thuËt to¸n trªn. Hμm online_d() viÕt trªn ng«n ng÷ lËp tr×nh C cho d−íi 

®©y lμ mét vÝ dô vÒ viÖc cμi ®Æt thuËt to¸n nhËn d¹ng bÞ ®éng tham sè m« h×nh ARMA 
khi c¸c tÝn hiÖu vμo ra lμ tiÒn ®Þnh. 

Hμm online_d() sö dông thªm hμm cor() phôc vô viÖc thùc hiÖn hai c«ng thøc 

tÝnh sij , ki ,  j≤  i  =1, 2, … , na+nb+1 vμ cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá u chØ ®Çu m¶ng thùc u[] chøa d·y c¸c gi¸ trÞ {uk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc 

cña tÝn hiÖu vμo. 

b) Con trá y chØ ®Çu m¶ng thùc y[] chøa d·y c¸c gi¸ trÞ {yk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc 

cña tÝn hiÖu ra. 

c) Sè nguyªn N chøa sè c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc, tøc lμ chøa N+1. 

d) Sè nguyªn na chøa bËc na cña ®a thøc mÉu sè cña m« h×nh. 

e) Sè nguyªn nb chøa bËc nb cña ®a thøc tö sè cña m« h×nh. 

f) Con trá p chØ ®Çu m¶ng phøc p[] chøa tham sè t×m ®−îc theo thøc tù 

  p[0]= −a1 , … , p[na-1]= −
ana , p[na]= 0

~
b , … , p[na+nb]= 

bnb
~

. 

MÆc dï tham sè a, b m« h×nh chØ lμ nh÷ng sè thùc, song ®Ó tiÖn cho viÖc sö dông 
hμm cholesky() chóng ®−îc khai b¸o ë ®©y lμ c¸c gi¸ trÞ phøc. PhÇn ¶o cña kÕt 

qu¶ nÕu kh¸c 0 cã thÓ ®−îc xem nh− sai sè tÝnh to¸n cña ch−¬ng tr×nh. 

Hμm tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi ≠ 0 khi N≤na+nb hoÆc hμm con cor() hay cholesky() cã 

lçi, tr−êng hîp ng−îc l¹i sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0. Hμm online_d() kh«ng lμm thay ®æi néi 

dung hai m¶ng u[] vμ y[]. 
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int online_d(double *u,double *y,int N,int na,int nb,complex *p) 
{ 
 if(N<=na+nb) return(1); 
 int n=na+nb+1,i,j,q,l,err; 
 double *ru,*ruy,*ryu,*ry; 
 complex *s; 
 ry=new double [na+1]; 
 ru=new double [nb+1]; 
 ruy=new double [nb+1]; 
 ryu=new double [na+1]; 
 s=new complex [n*(n+1)/2]; 
 err = cor(y,y,N+1,na,1,ry)+cor(u,y,N+1,nb,1,ruy); 
 err += cor(y,u,N+1,na,1,ryu)+cor(u,u,N+1,nb,1,ru); 
   if(err==0) 
 { for(i=1;i<=n;i++) 
  { q=i*(i-1)/2-1; 
   p[i-1]=(i<=na)? complex(ry[i]):complex(ruy[i-na-1]); 
   for(j=1;j<=i;j++) 
   { if(i<=na) s[q+j]=complex(ry[i-j]); 
    else if(j<=na) 
    { l=i-j-na-1; 
     s[q+j]=(l<0)? complex(ryu[-l]):complex(ruy[l]); 
    } 
    else s[q+j]=complex(ru[i-j]); 
   } 
  } 
  err=cholesky(n,s,p); 
   } 
 delete[]ru; delete[]ruy; delete[]ryu; delete[]ry; delete[]s; 
 return(err); 
} 

4.5.2 NhËn d¹ng bÞ ®éng víi c¸c tÝn hiÖu vµo ra lµ ngÉu nhiªn 

XÐt bμi to¸n nhËn d¹ng bÞ ®éng tham sè m« h×nh ARMA víi c¸c tÝn hiÖu vμo/ra lμ 
nh÷ng hμm ngÉu nhiªn. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t nÕu gi¶ thiÕt thªm r»ng u(t), y(t) vμ 
nhiÔu lμ nh÷ng tÝn hiÖu cã phÇn tÜnh b»ng 0. Khi ®ã, sau khi nh©n c¶ hai vÕ cña (4.57) 

víi víi un−m , råi lËp gi¸ trÞ trung b×nh c¶ hai vÕ, sÏ ®−îc 

 ∑
=

−+
an

i
auyiauy TimramTr

1
))(()( = ∑

=
−

bn

i
aui Timrb

0
))((

~
 (4.62) 

Hai ph−¬ng tr×nh (4.57) vμ (4.62) nh− vËy lμ t−¬ng ®−¬ng, trong ®ã vÞ trÝ yk vμ uk 

trong (4.57) nay ®· ®−îc thay thÕ bëi ruy(mTa) vμ ru(mTa). Do ®ã, nÕu ta lý luËn ®óng nh− 

®· lμm víi (4.57) ®Ó ®i ®Õn (4.61) th× khi xuÊt ph¸t tõ (4.62) còng sÏ ®−îc c«ng thøc x¸c 
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®Þnh c¸c tham sè a1, … ,
ana vμ 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 … theo nguyªn t¾c cùc tiÓu hãa tæng b×nh 

ph−¬ng c¸c sai lÖch nh− sau: 
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víi  M
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vμ cuèi cïng, ta cã ®−îc thuËt to¸n (d¹ng th«): 

1) Sö dông ch−¬ng tr×nh cor() ®Ó tÝnh gi¸ trÞ c¸c hμm t−¬ng quan ruy(mTa) vμ ru(mTa) 

tõ nh÷ng gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc. 

2) X¸c ®Þnh c¸c tham sè a1, … ,
ana vμ 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 … b»ng c¸ch gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh 

(4.63). Ta cã thÓ sö dông ch−¬ng tr×nh cholesky() ®· giíi thiÖu trong ch−¬ng 3 ®Ó 

gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh nμy. 

ViÖc ¸p dông thuÇn tóy thuËt to¸n trªn ®Ó x¸c ®Þnh tham sè th−êng dÉn tíi kÕt qu¶ 

cã sai sè lín. Lý do n»m ë sai sè nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan ruy(mTa) vμ ru(mTa) tõ N+1 

gi¸ trÞ tÝn hiÖu thu ®−îc {uk}, {yk}, k=0,1, … , N. Nh− ®· tr×nh bμy trong ch−¬ng 2 th× 

sai sè trong ruy(mTa) vμ ru(mTa) cμng lín khi chØ sè m cμng cao. Bëi vËy ®Ó lo¹i trõ nh÷ng 

sai sè nμy, ta nªn ¸p dông l¹i viÖc dïng sè Lag M trong kho¶ng 5%÷20% cña N+1 sè c¸c 

gi¸ trÞ tÝn hiÖu nhËn ®−îc nh»m h¹n chÕ sù tham gia tiÕp tôc cña nh÷ng gi¸ trÞ ruy(mTa), 

ru(mTa) cã sai sè lín (ch−¬ng 2, môc 2.2.1). Nãi c¸ch kh¸c ta sÏ chØ sö dông trong ph−¬ng 

tr×nh (4.63) nh÷ng gi¸ trÞ ruy(mTa), ru(mTa) cã chØ sè m= 0,1, … , M. 

¸p dông chØ sè Lag, ph−¬ng tr×nh (4.63) trë thμnh: 
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víi 

M
�
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         (4.64b) 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n d¹ng tinh nh− sau: 

1) Chän sè Lag M >> an  vμ sö dông ch−¬ng tr×nh nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan cor() 

®Ó x¸c ®Þnh d·y gi¸ trÞ ruy(mTa) vμ ru(mTa) , m=0,1, … , M. 

2) X©y dùng ma trËn M
�

 theo (4.64b) vμ kiÓm tra tÝnh kh«ng suy biÕn cña )( MMT ��
. 

3) Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (4.64a) ®Ó x¸c ®Þnh a1, … ,
ana vμ 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 … . 

Thªm n÷a, thuËt to¸n nμy sÏ kh«ng bÞ ¶nh h−ëng bëi nhiÔu n(t) t¸c ®éng t¹i ®Çu ra 

nÕu nh− nhiÔu ®ã kh«ng t−¬ng quan víi tÝn hiÖu ®Çu vμo, v× khi ®ã cã rnu(τ)=0. 

Nh− vËy, thuËt to¸n trªn hoμn toμn t−¬ng tù nh− hμm online_d(). §iÒu kh¸c biÖt 

duy nhÊt ë ®©y lμ vai trß cña d·y {uk}, {yk}, k=0, … , N nay ®−îc thay b»ng ruy(mTa), 

ru(mTa), m= 0,1, … , M. 

Hμm online_s() cho d−íi ®©y minh häa viÖc cμi ®Æt thuËt to¸n. Hμm cã c¸c biÕn 

h×nh thøc:  

a) Con trá u chØ ®Çu m¶ng thùc u[] chøa d·y c¸c gi¸ trÞ {uk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc 

cña tÝn hiÖu vμo u(t). 

b) Con trá y chØ ®Çu m¶ng thùc y[] chøa d·y c¸c gi¸ trÞ {yk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc 

cña tÝn hiÖu ra y(t). 

c) BiÕn nguyªn N chøa sè c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc lμ N+1. 

d) BiÕn nguyªn M chøa chØ sè Lag lμ M. 

e) BiÕn nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 

f) BiÕn nguyªn na chøa bËc na cña ®a thøc mÉu sè cña m« h×nh (na > 0). 

g) BiÕn nguyªn nb chøa bËc nb cña ®a thøc tö sè cña m« h×nh (nb ≤ na). 

h) Con trá p chØ ®Çu m¶ng phøc p[] chøa tham sè t×m ®−îc theo thøc tù 

  p[0]= − a1 , … , p[na-1]= −
ana , p[na]= 0

~
b , … , p[na+nb]= 

bnb
~

. 
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Thùc chÊt c¸c tham sè m« h×nh a1, … ,
ana , 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 …  chØ lμ phÇn thùc cña p[]. 

PhÇn ¶o cña p[] cã thÓ ®−îc xem nh− sai sè tÝnh to¸n cña ch−¬ng tr×nh. 

Hμm online_s() sö dông thªm hai hμm con cor(), online_d(). Hμm b¸o lçi  

b»ng gi¸ trÞ tr¶ vÒ ≠ 0 khi c¸c hμm con nμy cã lçi, tr−êng hîp ng−îc l¹i sÏ tr¶ vÒ gi¸ trÞ 0. 
Hμm online_s() kh«ng lμm thay ®æi néi dung hai m¶ng u[] vμ y[]. 

int online_s(double *u,double *y,int N,int M,int bias, 
    int na,int nb,complex *p) 
{ 
 if((na+nb==0)||(na<nb)) return(-1); 
 int err; 
 double *ru,*ruy; 
 ru=new double[M+1]; 
 ruy=new double[M+1]; 
 err=cor(u,u,N+1,M,bias,ru)+cor(u,y,N+1,M,bias,ruy); 
 if(err==0) err=online_d(ru+na-nb,ruy,M,na,nb,p); 
 delete [] ru; delete [] ruy; 
 return(err); 
} 

4.5.3 ChuyÓn vÒ bµi to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng 

Trong c¸c môc 4.2, 4.3, 4.4 ta ®· lμm quen víi c¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng 
tham sè m« h×nh AR, MA vμ ARMA khi tÝn hiÖu ®Çu vμo u(t) lμ ån tr¾ng, tøc lμ tÝn hiÖu 
ngÉu nhiªn cã  

 mu = 0  vμ   Su(ω) = h»ng sè. 

Môc ®Ých chÝnh cña môc nμy lμ t×m c¸ch øng dông nh÷ng thuËt to¸n ®· biÕt ®ã ®Ó nhËn 
d¹ng bÞ ®éng (cßn gäi lμ trùc tuyÕn/online) tham sè m« h×nh ARMA 

 G(z) =
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K , (4.65) 

cho mét tÝn hiÖu vμo u(t) ngÉu nhiªn bÊt kú. 

NÕu u(t) lμ mét tÝn hiÖu bÊt kú th× nh− ngay ë ch−¬ng 1 më ®Çu ®· nãi, ¶nh z cña nã 

cã thÓ m« t¶ ®−îc bëi: 

 U(z) = )(
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)(~
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trong ®ã 
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1 "  
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vμ )(
~

zU  lμ ¶nh z cña tÝn hiÖu )(~ tu  ån tr¾ng cã um~ = 0 vμ )(~ ωuS =1 (h×nh 4.5). Khi ®ã bμi 

to¸n nhËn d¹ng bÞ ®éng tham sè m« h×nh ARMA sÏ ®−îc chuyÓn vÒ bμi to¸n nhËn d¹ng 
chñ ®éng víi c¸c b−íc nh− sau: 

1) NhËn d¹ng c¸c tham sè m« h×nh c1 , c2 ,  … ,
cnc , f1 , f2 , … ,

fnf vμ K
~

cña tÝn hiÖu 

ngÉu nhiªn ®Çu vμo u(t) tõ d·y c¸c gi¸ trÞ {uk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc cña nã b»ng 

c¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng ®· biÕt. 

2) Xem m« h×nh 
)(
)(~

zF
zC

K  cña tÝn hiÖu ®Çu vμo nh− mét kh©u m¾c nèi tiÕp ngay sau ®èi 

t−îng 
)(
)(

zA
zB

K cÇn nhËn d¹ng  (h×nh 4.5),  th× tÝn hiÖu ®Çu vμo )(~ ty  cña 
)(
)(~

zF
zC

K  sÏ 

®ång thêi lμ tÝn hiÖu ra cña ®èi t−îng khi ®èi t−îng ®−îc chñ ®éng kÝch thÝch b»ng 

tÝn hiÖu ån tr¾ng )(~ tu . X¸c ®Þnh d·y c¸c gi¸ trÞ { ky~ } tõ {yk}, k = 0,1, … , N vμ m« 

h×nh 
)(
)(~

zF
zC

K  theo c«ng thøc 

 ( )
ccff nknkknknkk ycycyKyfyfy −−−− +++=+++ ~    ~~~

    1111 ""  

3) X¸c ®Þnh a1, a2 , … ,
ana , b1, b2 , … ,

bnb vμ K cña 
)(
)(

zA
zB

K  tõ d·y { ky~ } b»ng c¸c 

thuËt to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng (off−line) ®· biÕt. 

Nh− vËy ®iÒu kiÖn ®Ó cã thÓ ¸p dông ®−îc thuËt to¸n trªn lμ th«ng tin A−priori ph¶i cho 

ta biÕt thªm bËc nc , nf  cña m« h×nh tÝn hiÖu ®Çu vμo hoÆc Ýt nhÊt còng ph¶i nhËn d¹ng 

®−îc chóng tr−íc khi ¸p dông thuËt to¸n. 

 

 

 

 

 

 

 

Do m« h×nh ARMA cña ®èi t−îng vμ tÝn hiÖu vμo lμ d¹ng tæng qu¸t cña c¸c m« h×nh 
AR, MA nªn tïy theo c¸c ®iÒu kiÖn cho tr−íc cña th«ng tin A−priori kh¸c nhau vÒ bËc 
cña m« h×nh ®èi t−îng còng nh− cña tÝn hiÖu vμo u(t) mμ ta sÏ cã ®−îc nh÷ng h×nh thøc 
kh¸c nhau cña thuËt to¸n võa nªu. VÝ dô: 

y~
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K
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H×nh 4.5: ChuyÓn bµi to¸n on−line 

thµnh off−line. 
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a) ThuËt to¸n AR_AR nÕu nc = nb = 0, tøc lμ tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ®èi t−îng cã cïng 

m« h×nh AR. 

b) ThuËt to¸n AR_MA nÕu nc = na = 0 hay m« h×nh tÝn hiÖu vμo u(t) lμ AR cßn m« 

h×nh ®èi t−îng lμ MA. 

c) ThuËt to¸n AR_ARMA nÕu nc = 0 tøc lμ tÝn hiÖu vμo u(t) cã m« h×nh AR cßn ®èi 

t−îng cã m« h×nh ARMA. 

d) ThuËt to¸n MA_AR nÕu nb = nf = 0, nãi c¸ch kh¸c tÝn hiÖu vμo u(t) cã m« h×nh 

MA cßn m« h×nh ®èi t−îng lμ AR. 

e) ThuËt to¸n MA_MA nÕu na = nf = 0, tøc lμ c¶ tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ®èi t−îng ®Òu 

m« t¶ ®−îc bëi m« h×nh MA. 

f) ThuËt to¸n MA_ARMA nÕu nf = 0, hay c¶ tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ®èi t−îng ®Òu m« t¶ 

®−îc bëi m« h×nh MA. 

g) ThuËt to¸n ARMA_AR nÕu nb = 0, tøc lμ tÝn hiÖu vμo u(t) cã m« h×nh ARMA cßn 

m« h×nh ®èi t−îng lμ AR. 

h) ThuËt to¸n ARMA_MA cho tr−êng hîp tÝn hiÖu vμo u(t) cã m« h×nh ARMA cßn ®èi 

t−îng cã m« h×nh MA (na = 0). 

i) ThuËt to¸n ARMA_ARMA cho tr−êng hîp c¶ tÝn hiÖu vμo u(t) vμ ®èi t−îng cïng 
cã m« h×nh ARMA. 

Hai d¹ng b) vμ d) cã nÐt ®Æc biÖt riªng. M« h×nh chung cña tÝn hiÖu vμo vμ ®èi t−îng 
ë nh÷ng d¹ng nμy lμ mét m« h×nh ARMA cã kÝch thÝch ®Çu vμo lμ tÝn hiÖu ån tr¾ng, 
trong ®ã b¶n th©n tõng ®a thøc tö sè hay mÉu sè lμ mét m« h×nh. Do ®ã víi nh÷ng bμi 
to¸n cã m« h×nh chung d¹ng AR_MA hay MA_AR nh− vËy th× x¸c ®Þnh d·y c¸c gi¸ trÞ 

®Çu ra { ky~ } lμ kh«ng cÇn thiÕt. 

Sau ®©y ta sÏ minh häa viÖc cμi ®Æt c¸c b−íc cña thuËt to¸n trªn cho d¹ng c), tøc lμ 
cho m« h×nh chung d¹ng AR_ARMA. Nh÷ng d¹ng cßn l¹i cña thuËt to¸n cã thÓ ®−îc cμi 
®Æt mét c¸ch t−¬ng tù. 

Gi¶ sö th«ng tin A−priori cßn cho biÕt thªm r»ng tÝn hiÖu vμo u(t) m« t¶ ®−îc bëi 

 U(z) = 
f

f

n
n zfzf

zUK
−− +++

⋅

    1

)(
~~

1
1 "

 

trong ®ã )(
~

zU  lμ ¶nh z cña tÝn hiÖu )(~ tu  ån tr¾ng cã um~ = 0 vμ )(~ ωuS =1, th× c¸c b−íc 

cña thuËt to¸n chung nªu trªn sÏ ®−îc chi tiÕt hãa thμnh: 

1) NhËn d¹ng tham sè f2 , … ,
fnf vμ K

~
 tõ d·y c¸c gi¸ trÞ {uk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc 

cña u(t) nhê hμm Yule_Walker() hoÆc Burg(). 
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2) X¸c ®Þnh d·y { ky~ } tõ {yk}, k = 0,1, … , N vμ f2 , … ,
fnf , K

~
 theo c«ng thøc 

 knknkk yKyfyfy
ff

~ 
~

    11 =+++ −− " . 

3) X¸c ®Þnh c¸c tham sè a1, a2 , … ,
ana , b1, b2 , … ,

bnb vμ K cña m« h×nh ®èi t−îng tõ 

d·y { ky~ } nhê hμm ARMA(). 

ThuËt to¸n chi tiÕt nμy ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm AR_ARMA() cho d−íi ®©y ®Ó tham 

kh¶o. Hμm sö dông hμm con Burg() cho b−íc 1 vμ cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Con trá u chØ ®Çu m¶ng thùc u[] chøa d·y gi¸ trÞ {uk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc 

cña tÝn hiÖu vμo u(t). 

b) Con trá y chØ ®Çu m¶ng thùc y[] chøa d·y gi¸ trÞ {yk}, k = 0,1, … , N ®o ®−îc cña 

tÝn hiÖu ra y(t). 

c) BiÕn nguyªn N chøa sè c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc lμ N+1. 

d) BiÕn nguyªn nf chøa bËc nf cña m« h×nh tÝn hiÖu vμo u(t). 

e) BiÕn nguyªn na chøa bËc na cña ®a thøc mÉu sè m« h×nh ARMA cho ®èi t−îng. 

f) BiÕn nguyªn nb chøa bËc nb cña ®a thøc tö sè m« h×nh ARMA cho ®èi t−îng. 

g) Sè nguyªn s chøa bËc m« h×nh AR ®−îc thay thÕ t¹m thêi cho m« h×nh MA cña 

m« h×nh ARMA cho ®èi t−îng cÇn nhËn d¹ng. 

h) Sè nguyªn bias x¸c ®Þnh gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan sÏ ®−îc tÝnh theo c«ng thøc bias 

(bias=1) hay unbias (bias≠1). 

i) Sè nguyªn M chøa chØ sè Lag cÇn thiÕt cho viÖc nhËn d¹ng hμm t−¬ng quan. 

j) Con trá a chØ ®Çu m¶ng a[] cã ®é dμi its nhÊt lμ max{na,nf}+1 chøa kÕt qu¶ theo 

thø tù: 

a[0]=1 , a[1]= a1 , … , a[na]= 
ana . 

k) Con trá b chØ ®Çu m¶ng b[] cã ®é dμi nb+1 chøa kÕt qu¶ theo thø tù: 

 b[0]=K , b[1]= b1 , … , b[nb]= 
bnb . 

Hμm AR_ARMA() tr¶ vÒ gi¸ trÞ b¸o lçi 3 nÕu M≥N, gi¸ trÞ 4 khi kh«ng thùc hiÖn ®−îc 

hμm Burg()vμ gi¸ trÞ 1 hoÆc 2 khi hμm MA() cã lçi. Tr−êng hîp kh«ng cã lçi, hμm sÏ tr¶ 

vÒ gi¸ trÞ 0. 

Hμm AR_ARMA()kh«ng lμm thay ®æi néi dung hai m¶ng u[] vμ y[]. 

int AR_ARMA(double *u,double *y,int N,int nf,int na,int nb, 
    int s,int bias,int M,double *a,double *b) 
{ 
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 int i,k,err; 
 double *x,K; 
 x=new double [N]; 
 err=3+Burg(u,N,nf,a); 
 if(err==3) 
 { 
  K=a[0]; 
  a[0]=1.; 
  for(k=0;k<N;k++) 
  { 
   x[k]=0.; 
   for(i=0;(i<=nf)&&(i<=k);i++) x[k]+=a[i]*y[k-i]; 
   x[k]=x[k]/K; 
  } 
  err=ARMA(x,N,na,nb,s,bias,M,a,b); 
 } 
 delete [] x; 
 return(err); 
} 

C©u hái «n tËp vµ bµi tËp 

1. Chøng minh r»ng nÕu h»ng sè K cña m« h×nh AR bËc na lμ mét sè d−¬ng vμ ®−îc 

x¸c ®Þnh theo thuËt to¸n Yule−Walker th× nã sÏ chÝnh lμ gi¸ trÞ trung b×nh b×nh 
ph−¬ng sai lÖch nhá nhÊt: 

 Qmin= min ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

2f
nn yyM = K, trong ®ã ∑

=
−−=

an

k
knk

f
n yay

1
. 

2. Tõ kÕt qu¶ bμi 1 ng−êi ta thÊy khi bËc cña m« h×nh AR lμ na còng lμ mét tham sè 

cÇn nhËn d¹ng th× na cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh sao cho K lμ mét sè d−¬ng cμng nhá cμng 

tèt. H·y c¨n cø vμo c«ng thøc (4.22b) 

 Ki =  Ki− 1 [ ]( )21 iai−  

còng nh− tÝnh truy håi cña thuËt to¸n Levinson hoÆc Burg ®Ó x©y dùng mét thuËt 

to¸n nhËn d¹ng bËc na cho m« h×nh AR. 

3. ThuËt to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh MA tr×nh bμy t¹i môc 4.3.3 cã bèn 
c¸ch cμi ®Æt, phô thuéc vμo viÖc chän hμm Yule−Walker() hay Burg() ®Ó thùc 

hiÖn b−íc 2) vμ 3). Hμm MA() ®· giíi thiÖu ë môc 4.3.3 chØ lμ mét trong 4 c¸ch cμi 

®Æt ®ã. H·y viÕt nh÷ng ch−¬ng tr×nh thÓ hiÖn c¸c c¸ch cμi ®Æt cßn l¹i vμ so s¸nh kÕt 
qu¶ thö nghiÖm víi hμm ®· cho MA(). 

4. Cïng víi 4 c¸ch cμi ®Æt thuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh MA ®· nãi tíi trong 
bμi 3, ë thuËt to¸n nhËn d¹ng chñ ®éng tham sè m« h×nh ARMA (môc 4.4.3) ta còng 
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sÏ cã 8 c¸ch cμi ®Æt (do cã thªm hai c¸ch lùa chän ë b−íc 2 cho viÖc nhËn d¹ng tham 

sè a1, a2 , … ,
ana theo Yule−Walker() hay Burg()). H·y viÕt nh÷ng ch−¬ng tr×nh 

thÓ hiÖn c¸c c¸ch cμi ®Æt cßn l¹i. 

5. Víi nh÷ng tÝn hiÖu ngÉu nhiªn egodic phøc u(t), y(t) ng−êi ta ®Þnh nghÜa hμm t−¬ng 
quan nh− sau: 

ruy(τ) = M[ )()( τ+tytu ] = ∫
−∞→

+
T

TT
dttytu

T
)()(

2
1

lim τ  

vμ do ®ã ruy(τ) còng lμ hμm phøc. Gäi a [ i ]  =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

][

][1

ia

ia

i

#  lμ vector nghiÖm phøc cña 

ph−¬ng tr×nh Yule−Walker cã bËc lμ i (4.19) víi c¸c phÇn tö phøc ruy(τ). Chøng 
minh r»ng: 

a) NghiÖm a [ i ]  còng tháa m·n 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
][

][

1 ia

ia

H

i

i
#

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

iK

0
. 

b) Gi÷a nghiÖm a [ i ]  cña ph−¬ng tr×nh Yule−Walker bËc i vμ a [ i−1]  bËc i−1 cã mèi 
quan hÖ 

ak[i] = ak[i−1]+ ai[i] kia − [i−1] víi     k =1, 2, … , i−1. 

c) Gi÷a sai lÖch dù b¸o tuyÕn tÝnh phøc cña m« h×nh bËc i lμ ][ie f
n , ][ieb

n  vμ cña m« 

h×nh bËc i−1 lμ ]1[ −ie f
n , ]1[ −ieb

n  cã quan hÖ truy håi 

][ie f
n = ]1[][]1[ 1 −+− − ieiaie b

ni
f
n . 

][ieb
n = ]1[][]1[1 −+−− ieiaie f

ni
b
n . 

6. H·y dùa vμo kÕt qu¶ cña bμi 5 ®Ó x©y dùng thuËt to¸n Levinson gi¶i ph−¬ng tr×nh 

Yule−Walker phøc, tøc lμ ma trËn 
anH cã c¸c phÇn tö phøc ry(mTa) vμ vector 

nghiÖm a  =
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ana

a

#
1

 cña nã còng lμ vector cã nh÷ng phÇn tö ai phøc. 

7. Còng dùa vμo kÕt qu¶ cña bμi 5 c©u c) mμ chøng minh r»ng tham sè phøc ai[i] cña 

m« h×nh AR bËc i lμm cho phiÕm hμm sai lÖch ®iÒu hßa 
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Q = [ ] [ ]∑
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 22
 

N

nn

b
n

f
n

a

ee  

cã gi¸ trÞ nhá nhÊt sÏ lμ 

][iai = 
( )∑

∑
−

=
−

−

=
−

−+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−−

1
2

1
2

1

1

]1[]1[

]1[]1[2

N

in

b
n

f
n

N

in

b
n

f
n

ieie

ieie

. 

8. Theo kÕt qu¶ bμi 5, c©u c) vμ bμi 7 h·y x©y dùng thuËt to¸n truy håi x¸c ®Þnh c¸c 

tham sè phøc a1, a2 , … ,
ana cho m« h×nh AR khi tÝn hiÖu vμo lμ hμm ngÉu nhiªn 

phøc u(t) kiÓu ån tr¾ng (mu = 0,  Su(ω) =1) trªn c¬ së ®o tÝn hiÖu ra y(t), tøc lμ trªn 

c¬ së d·y gi¸ trÞ {yk}, k = 0,1, … , N−1. 
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5 Nh÷ng kü thuËt bæ trî 

5.1 DFT thêi gian ng¾n (SFT) 

Trong c¸c ch−¬ng 2, 3 vμ 4 ta ®· lμm quen víi nh÷ng ph−¬ng ph¸p nhËn d¹ng cã sö 
dông kü thuËt DFT ®Ó xö lý phæ tÝn hiÖu ®o ®−îc nh»m lo¹i bá ¶nh h−ëng cña nhiÔu vμ 
®Ó cã ®−îc gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan hoÆc mËt ®æ phæ tÝn hiÖu. Kü thuËt DFT nμy cã mét 

nh−îc ®iÓm lμ chØ ¸p dông ®−îc sau khi ®· cã ®ñ c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu x(kTa), k=0,1, … , 

N−1 trong mét kho¶ng thêi gian quan s¸t [0 ,T )  ®ñ lín. NÕu kho¶ng thêi gian quan s¸t 
(thêi gian ®o) tÝn hiÖu qu¸ ng¾n, ta sÏ kh«ng cã ®ñ l−îng th«ng tin cÇn thiÕt cho viÖc 
ph©n tÝch phæ, song nÕu thêi gian ®o qu¸ l©u th× ta sÏ lμm mÊt tÝnh thêi gian thùc cña 
ph−¬ng ph¸p, h¬n n÷a khi kÐo dμi thêi gian ®o mét tÝn hiÖu ngÉu nhiªn ta ®· v« h×nh 
chung gi¶ thiÕt r»ng ®ã lμ tÝn hiÖu ngÉu nhiªn dõng (stationary) mμ ®iÒu nμy kh«ng 
ph¶i lóc nμo còng ®−îc tháa m·n. 

Ph−¬ng ph¸p SFT (viÕt t¾t cña tõ tiÕng Anh Short time Fourier Transformation), 
hay cßn gäi lμ ph−¬ng ph¸p DFT thêi gian ng¾n, tr×nh bμy sau ®©y sÏ kh¾c phôc ®−îc 
nh−îc ®iÓm trªn cña DFT kinh ®iÓn. §Æc biÖt n÷a, ph−¬ng ph¸p SFT nμy cßn th−êng 
®−îc sö dông ®Ó nhËn d¹ng c¸c ®èi t−îng cã tham sè m« h×nh thay ®æi theo thêi gian. 

5.1.1 T− t−ëng cña ph−¬ng ph¸p 

Môc ®Ých cña nhËn d¹ng phæ tÝn hiÖu lμ kÕt qu¶ mËt ®é phæ Xa(jω) thu ®−îc ph¶i 

ph¶n ¸nh mét c¸ch ®Çy ®ñ toμn bé th«ng tin tÇn sè cã trong tÝn hiÖu x(t) trªn toμn bé 
kho¶ng thêi gian 0≤ t<∞ :  

 Xa(jω) = ∑
∞

=

−

0k

jkT
k

aex ω , xk = x(kTa).   (5.1) 

Nh−ng lμm thÕ nμo ®Ó ®¹t ®−îc môc ®Ých ®ã trong khi kho¶ng thêi gian quan s¸t l¹i bÞ 
khèng chÕ bëi T.  TÊt nhiªn r»ng ta kh«ng thÓ ®i theo h−íng nh− ®· lμm ë ch−¬ng 2 lμ 

chê ®îi cho tíi khi cã ®−îc hÕt tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ xk , k=0, … , ∞ råi míi tÝnh Xa(jω) mμ 

ph¶i suy nghÜ tíi mét h−íng gi¶i quyÕt kh¸c. H−íng ®Çu tiªn cã nhiÒu kh¶ n¨ng phï hîp 
lμ øng dông kü thuËt truy håi b»ng c¸ch chia toμn bé kho¶ng thêi gian 0≤t<∞ thμnh 

nh÷ng kho¶ng quan s¸t [mτ ,  mτ+T ) ,  m=0, … , ∞ råi tõ nh÷ng gi¸ trÞ xk ®o ®−îc trong 
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kho¶ng quan s¸t thø nhÊt [0 ,T )  ta tÝnh ngay phæ )(1 ωjXa vμ nã ®−îc xem nh− lμ gi¸ trÞ 

xÊp xØ ®Çu tiªn cña Xa(jω). TiÕp theo víi c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu xk ®o ®−îc trong kho¶ng 

quan s¸t kÕ sau [τ ,T+τ )  còng nh− )(1 ωjXa  ®· cã ta hiÖu chØnh l¹i )(1 ωjXa  thμnh 

)(2 ωjXa  theo nghÜa )(2 ωjXa  gÇn Xa(jω) h¬n so víi )(1 ωjXa , trong ®ã τ  lμ mét gi¸ trÞ 

tháa m·n 0≤τ<T (h×nh 5.1). TiÕp tôc, tõ xk trong kho¶ng [2τ, 2τ+T) vμ )(2 ωjXa  ta l¹i 

hiÖu chØnh )(2 ωjXa  thμnh )(3 ωjXa  … . KÐo dμi qu¸ tr×nh truy håi ®ã ®Õn v« h¹n ta sÏ 

®−îc d·y { )( ωjX i
a } tháa m·n 

 )(lim ωjX i
a

i ∞→
= Xa(jω)     (5.2) 

vμ ®ã chÝnh lμ t− t−ëng cña ph−¬ng ph¸p SFT. 

 

 

 

 

 

 

 

5.1.2 ThuËt to¸n SFT víi hµm cöa sæ Bartlett 

§Ó biÓu diÔn (5.1) d−íi d¹ng truy håi tr−íc hÕt ta xem x(t) trong (5.1) nh− tÝch cña 

chÝnh nã víi hμm cöa sæ lý t−ëng w∞(t) 

 x(t)=w∞(t)x(t)  víi  w∞(t) ≡ 1 

råi t×m c¸ch biÓu diÔn w∞(t) th«ng qua c¸c hμm cöa sæ wi(t) kh¸c cã 

 supp wi ( t )=[0,T ) ,  

(môc 2.1.6) øng víi tõng kho¶ng quan s¸t [mτ , mτ+T), m=0, … , ∞. Mét trong nh÷ng 

c¸ch biÓu diÔn nh− vËy víi hμm Bartlett w2(t) ®−îc m« t¶ trong h×nh 5.2. Khi ®ã 

 w∞(t) = ∑
∞

−∞=
−

m

T
mtw )

2
(2 . 

 
Suy ra 

t

0 T 2τ+Tτ τ+T

Kho¶ng quan 
s¸t thø nhÊt 

Kho¶ng quan 
s¸t thø hai 

Kho¶ng quan 
s¸t thø ba 

H×nh 5.1: C¸c kho¶ng quan s¸t tÝn hiÖu cho 
tõng b−íc truy håi. 2τ
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 x(t) = ∑
∞

−∞=
−

m

mT
tw )

2
(2 x(t)    ⇒ x(kTa) =xk ∑

∞

−∞=
−

m
aT

mN
kw ))

2
((2  (5.3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Thay (5.3) vμo (5.1) vμ T=NTa ®−îc 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

=

−
∞

−∞= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

0
2 ))

2
((

k

jkT
a

m
k

aeT
mN

kwx ω  

  = ∑ ∑
∞

−∞=

−
−+

= ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
m

jkT
a

N
mN

iN
k

k
aeT

mN
kwx ω))

2
((2

1
2

2

 

v× w2(t)=0 khi t ∉[0,T), tøc lμ ))
2

(2 aT
mN

kw − = 0 khi k<
2

mN
 vμ  k≥ N

mN +
2

. 

Trong tæng thø hai ta thay  q=k−
2

mN
sÏ cã 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−
−

= + ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

T
mN

jjqT
a

N

q
mN

q

a
a eeqTwx

ωω 2
2

1

0 2

)(  (5.4) 

NÕu gäi { m
qx~ } lμ d·y gi¸ trÞ tÝn hiÖu {xk} trong kho¶ng quan s¸t thø m, tøc lμ trong 

kho¶ng [
2

)2(,
2

T
m

T
m + ), ®· ®−îc nh©n víi hμm cöa sæ Bartlett nh»m gi¶m sai sè rß rØ: 

 m
qx~ = )(2

2
amN

q
qTwx

+
,    q=0,1, … ,N−1 

th× (5.4) viÕt ®−îc thμnh 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−
−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

T
mN

jjqT
N

q

m
q

a
a eex

ωω 2
1

0

~ = ∑
∞

−∞=

−

m

mT
jm

a ejX
ω

ω 2)(
~

 (5.5) 

trong ®ã 

 )(
~ ωjX m

a = ∑
−

=

−
1

0

~
N

q

jqTm
q

aex ω      (5.6) 

2

3T

2

T

w2(t)w∞(t)

t 
H×nh 5.2: X©y dùng hµm cöa sæ lý 

t−ëng th«ng qua hµm Bartlett. 

1

T

w2(t−T)w2(t−
2
T )
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lμ ¶nh Fourier cña d·y N phÇn tö  { m
qx~ } = {

2

~
mNx ,

1
2

~
+mNx , … , 

1
2

~
−+ N

mNx }. 

C«ng thøc (5.5) chÝnh lμ c«ng thøc truy håi x¸c ®Þnh d·y { )( ωjX i
a } tháa m·n ®iÒu 

kiÖn (5.2) víi 

 )( ωjX i
a  = ∑

−∞=

−i

m

mT
jm

a ejX
ω

ω 2)(
~

= ∑
−

−∞=

−1
2)(

~i

m

mT
jm

a ejX
ω

ω +
ω

ω 2)(
~

iT
ji

a ejX
−

 

⇒ )( ωjX i
a = )(1 ωjX i

a
− +

ω
ω 2)(

~
iT

ji
a ejX

−
.   (5.7) 

NÕu sö dông hμm fft() ®Ó tÝnh nhanh c«ng thøc (5.6) ta sÏ cã thuËt to¸n nhËn d¹ng  

 X(jnΩ) ≈ )( ΩjnXT i
aa  

theo c«ng thøc truy håi (5.7), trong ®ã Ω=
aNT

π2
, nh− sau: 

1) §Æt gi¸ trÞ khëi ph¸t )(1 Ω− jnXa = 0, n=0,1, … ,N−1 vμ Ω=
aNT

π2
. 

2) Thùc hiÖn c¸c b−íc sau øng víi kho¶ng quan s¸t [ iτ ,  iτ+T ) ,  i = 0, 1, 2, … 

a) §o tÝn hiÖu x(t) trong kho¶ng thêi gian [
2

)2(
,

2
TiiT +

) vμ gäi d·y gåm N c¸c gi¸ trÞ 

nhËn ®−îc lμ { i
kx }= {

2
iNx ,

1
2

+iNx , … , 
1

2
−+ N

iNx }. 

b) Nh©n tõng phÇn tö cña d·y trªn víi hμm cöa sæ Bartlett w2(t) x¸c ®Þnh trong 

kho¶ng thêi gian 0≤ t<T  theo c«ng thøc 

 i
kx~ = )(2

2
aiN

k
kTwx

+
,    k=0,1, … , N−1 

vμ gäi d·y míi lμ { i
kx~ }={ ix0

~ , ix1
~ , … , i

Nx 1
~

− }. 

c) Sö dông fft() ®Ó tÝnh { )(
~ ΩjnX i

a }, n=0,1, … ,N−1 cña d·y { i
kx~ }. 

d) TÝnh )( ΩjnX i
a = )( Ω− jnX i

a
1 + πjini

a ejnX −Ω)(
~

, n=0,1, … ,N−1. 

e) Cho ra kÕt qu¶ X(jnΩ) = )( ΩjnXT i
aa , n=0,1, … ,N−1 vμ ®ã ®−îc xem nh− kÕt qu¶ 

truy håi t¹i b−íc thø i cho ¶nh Fourier cña x(t). 
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5.1.3 ThuËt to¸n SFT víi mét hµm cöa sæ bÊt kú 

ThuËt to¸n võa nªu hoμn toμn cã thÓ më réng ra cho mét hμm cöa sæ w(t) bÊt kú chø 

kh«ng ph¶i chØ riªng cho hμm Bartlett w2(t). Víi mét hμm cöa sæ w(t) nμo ®ã, x¸c ®Þnh 

trong kho¶ng [0,T )  vμ ngoμi kho¶ng nμy ®−îc xem nh− b»ng 0 

 w(t) = 0 khi t∉ [0 ,T )  

th× hμm w∞(t) ®−îc biÓu diÔn th«ng qua w(t) nh− sau 

 w∞(t) = ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ , 

trong ®ã τ  ®−îc gäi lμ b−íc tr−ît, tøc lμ b−íc mμ c¸c kho¶ng thêi gian quan s¸t tÝn hiÖu 

[mτ , mτ+T), m=0, … , ∞ tr−ît däc theo trôc thêi gian. 

VÊn ®Ò ®Æt ra ë ®©y lμ b−íc tr−ît τ vμ h»ng sè K ph¶i tháa m·n ®iÒu kiÖn g× ®Ó cã 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ =1 víi mäi t    (5.8) 

vμ ®Ó tr¶ lêi c©u hái nμy, tr−íc hÕt ta chøng minh ®Þnh lý sau: 

§Þnh lý 5.1: (C«ng thøc Poisson) Mét tÝn hiÖu x(t) cã ¶nh Fourier X(jω) lu«n tháa m·n 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtx )( τ = ∑

∞

−∞=

Ω−Ω
n

tjnejnX τ
ττ

)(
1

 víi   Ωτ = τ
π2

. (5.9) 

Chøng minh: NÕu gäi sτ(t) lμ hμm r¨ng l−îc víi kho¶ng c¸ch b−íc r¨ng τ, tøc lμ 

 sτ(t) = ∑
∞

−∞=
−

m
mt )( τδ  

th× theo ®Þnh lý 2.2 ®· ®−îc tr×nh bμy ë môc 2.1.4, nã sÏ cã ¶nh Fourier 

 Sτ(jω) = Ωτ ∑
∞

−∞=
Ω−

n
n )( τωδ . 

MÆt kh¸c, nÕu xem vÐ tr¸i cña (5.9) lμ hμm më réng biÓu diÔn d·y c¸c gi¸ trÞ cña x(t) 
®−îc trÝch mÉu víi thêi gian trÝch mÉu τ: 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtx )( τ = ∑ ∫

∞

−∞=

∞

∞−
−−

m
dtmtttx ')'()'( τδ = x(t)*sτ(t) 

ta sÏ ®−îc 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtx )( τ = ∫

∞

∞−
ωωω

π
τω

τ dejSjX j  )()(
2
1

 

   = ∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=
Ω−

Ω ωωδω
π

τω
τ

τ denjX j

n

 )()(
2
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   = ∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−
Ω−

n

j dnejX ωωδω
τ τ

τω )()(
1   

   = ∑
∞

−∞=

ΩΩ
n

jnejnX τ
τ

τ
τ

)(
1

. (®.p.c.m.)  

B©y giê ta quay l¹i bμi to¸n t×m ®iÒu kiÖn cho τ vμ h»ng sè K ®Ó cã (5.8). Theo ®Þnh lý 
5.1 th× (5.8) sÏ ®−îc tháa m·n nÕu 

 ∑
∞

−∞=

ΩΩ
n

jnejnW τ
τ

τ
τ

)(
1

= 
K
1

 

⇔ 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω+ ∑
∞

≠
−∞=

Ω

0

)()0(
1

n
n

jnejnWW τ
τ

τ
τ

=
K
1

   (5.10) 

trong ®ã W(jω) lμ ký hiÖu chØ ¶nh Fourier cña hμm cöa sæ w(t) cã supp w(t)=[0,T )  ®· 
chän. 

Gi¶ sö tiÕp r»ng ωτ lμ tÇn sè giíi h¹n cña W(jω), tøc lμ 

 ⏐W(jω)⏐= 0 khi |ω | >ωτ 

(hoÆc Ýt ra khi |ω| >ωτ cã ⏐W(jω)⏐ ®ñ nhá ®Ó cã thÓ bá qua ®−îc) th× khi chän b−íc tr−ît τ 

tháa m·n 

 Ωτ >ωτ  ⇔ 
τω
π2

> τ    (5.11a) 

còng nh− chän h»ng sè K víi 

 K =
)0(W

τ
       (5.11b) 

sÏ ®−îc 

  w∞(t)  = ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω+ ∑
∞

≠
−∞=

Ω

0

)()0(

n
n

jnejnWW
K τ

τ
τ

τ
= )0(W

K
τ

= 1. 

Ta ®i ®Õn kÕt luËn: 

§Þnh lý 5.2: NÕu hμm cöa sæ w(t), t∈[0 ,T )  ®−îc chän cã ⏐W(jω)⏐≈ 0 khi |ω| >ωτ th× víi 

b−íc tr−ît τ tháa m·n (5.11a) còng nh− h»ng sè K tháa m·n (5.11b) sÏ cã 

 w∞(t) = ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ ≈ 1.     (5.12) 
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Sau khi ®· cã hμm w∞(t), ta thay vμo c«ng thøc DFT tÝnh ¶nh Fourier cña x(t) 

 Xa(jω) = ∑
∞

=

−

0

 

k

kTj
k

aex ω = ∑
∞

=

−
∞

0

 )(
k

kTj
ak

aekTwxK ω  

  = ∑ ∑
∞

=

−
∞

−∞= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

0

 ))((
k

kTj

m
ak

aeTmDkwxK ω  

trong ®ã D lμ sè nguyªn lín nhÊt tháa m·n D≤
aT

τ
, råi ®æi vÞ trÝ hai dÊu tæng sÏ cã 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

m

kTj

k
ak

aeTmDkwxK  

0
))(( ω  

Nh−ng v× w(t)=0 khi t∉[0 ,T )  nªn 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−
−+

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

m

kTj
NmD

mDk
ak

aeTmDkwxK  
1

))(( ω  

  = ∑ ∑
∞

−∞=

+−
−

=
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

TmDkj
N

k
amDk

aekTwxK )(
1

0
)( ω  

trong ®ã N lμ sè nguyªn nhá nhÊt tháa m·n N ≥
aT

T
. 

NÕu xem c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu { m
kx }={ mDx , 1+mDx , … , 1−+ NmDx } ®o ®−îc trong 

kho¶ng quan s¸t thø m, tøc lμ trong kho¶ng thêi gian [mτ, mτ+T) vμ ®· ®−îc nh©n víi 

gi¸ trÞ hμm cöa sæ w(kTa) lμ d·y 

 { m
kx~ }= { )0(wxmD , )(1 amD Twx + , … , ))1((1 aNmD TNwx −−+ }. 

th× c«ng thøc trªn trë thμnh 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−
−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

mDTjkTj
N

k
k

aa eexK   
1

0

~ ωω  

⇒ Xa(jnΩ) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−−

= ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

m

N
jmnD

N
jknN

k
k eexK

ππ 221

0

~  

trong ®ã ω = nΩ =
aNT
n 2π

. Víi ký hiÖu 

 )(
~ ΩjnX m

a = N
jknN

k
kex

π21

0

~ −−

=
∑  

vμ 
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 )( ΩjnX m
a = ∑ ∑

−∞=

−−−

= ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡m

l

N
jnlD

N
jknN

k
k eex

ππ 221

0

~  

c«ng thøc trªn trë thμnh c«ng thøc truy håi 

 )( ΩjnX m
a = N

jmnDm
a

m
a ejnXjnX

π2
11 )(

~
)(

−−− Ω+Ω  

tháa m·n ®iÒu kiÖn 

 )(lim Ω
∞→

jnXK m
a

m
= Xa(jnΩ)  ⇔ )(lim Ω

∞→
jnXKT m

a
m

a = X(jnΩ). 

Ta ®i ®Õn thuËt to¸n: 

1) Chän mét hμm cöa sæ w(t), t∈[0 ,T ) . 

2) Chän b−íc tr−ît τ tháa m·n (5.11a) vμ h»ng sè K tháa m·n (5.11b). 

3) §Æt gi¸ trÞ khëi ph¸t )(1 Ω− jnXa = 0, n=0,1, … , N−1 vμ Ω =
aNT

π2
. 

4) Thùc hiÖn lÇn l−ît c¸c b−íc sau cho tõng kho¶ng quan s¸t tÝn hiÖu [mτ ,  mτ+T ) ,   

m=0, 1, 2, … 

a) §o tÝn hiÖu x(t) trong kho¶ng thêi gian [mτ, mτ+T) vμ gäi d·y gåm N c¸c gi¸ trÞ 

nhËn ®−îc lμ { m
kx }={ mDx , 1+mDx , … , 1−+ NmDx }. 

b) Nh©n tõng phÇn tö cña d·y trªn víi hμm cöa sæ w(t) theo c«ng thøc 

 m
kx~ = )( amDk kTwx + , k = 0,1, … , N−1. 

vμ gäi d·y míi lμ { m
kx~ }={ mx0

~ , mx1
~ , … , m

Nx 1
~

−  }. 

c) Sö dông fft() ®Ó tÝnh { )(
~ ΩjnX m

a }, n=0,1, … ,N−1 cña d·y { m
kx~ }. 

d) TÝnh )( ΩjnX m
a = )(1 Ω− jnX m

a + N
jmnDm

a ejnX
π2

1 )(
~ −− Ω , n=0,1, … ,N−1. 

e) Cho ra kÕt qu¶ X(jnΩ) = )( ΩjnXKT m
aa , n=0,1, … ,N−1 vμ ®ã ®−îc xem nh− kÕt 

qu¶ truy håi t¹i b−íc thø m cho ¶nh Fourier cña x(t). 

§iÒu kiÖn chän τ cho trong (5.11a) chÝnh lμ tiªu chuÈn Shannon ®· nãi tíi t¹i môc 

2.1.5, ®Þnh lý 2.4, nh−ng ë ®©y lμ øng víi gi¸ trÞ tÇn sè giíi h¹n ωτ cña w(t). Nãi c¸ch 

kh¸c, khi ¸p dông SFT ta ph¶i sö dông tiªu chuÈn Shannon hai lÇn: mét lÇn cho thêi 

gian trÝch mÉu tÝn hiÖu Ta vμ mét lÇn n÷a cho b−íc tr−ît cöa sæ quan s¸t tÝn hiÖu τ. 
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ThuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh ch−¬ng tr×nh sft() viÕt trªn C cho d−íi ®©y 

®Ó tham kh¶o. Ch−¬ng tr×nh sft() nμy cã c¸c biÕn h×nh thøc: 

a) Sè nguyªn m chøa chØ sè kho¶ng quan s¸t tÝn hiÖu [mτ, mτ+T). 

b) Sè nguyªn w chøa chØ sè hμm cöa sæ wi(t), 0≤ i≤7 (môc 2.1.6). NÕu néi dung cña  w 

lμ mét sè ngoμi kho¶ng [0,7], hμm sft() sÏ sö dông hμm cöa sæ w0(t). 

c) Sè nguyªn D chøa hÖ sè D cña b−íc tr−ît τ, tøc lμ τ = DTa. 

d) Sè nguyªn Nexp chøa sè mò lòy thõa 2 cña ®é dμi d·y tÝn hiÖu { m
kx } ®o ®−îc, 

trong kho¶ng [mτ, mτ+T), tøc lμ dé dμi d·y tÝn hiÖu sÏ ph¶i lμ N=2Nexp. 

e) Sè thùc Ta chøa chu kú thêi gian trÝch mÉu tÝn hiÖu Ta. 

f) Con trá x chØ ®Çu m¶ng sè phøc x[] chøa c¸c gi¸ trÞ m
kx , k=0,1, … , N−1 theo 

thø tù x[0]= mDx , x[1]= 1+mDx , … , x[N-1]= 1−+ NmDx . Sau khi ch−¬ng tr×nh 

sft() ®−îc thùc hiÖn xong, néi dung cña m¶ng nμy sÏ ®−îc thay bëi c¸c gi¸ trÞ 

¶nh Fourier { )(
~ ΩjnX m

a }, n=0,1, … , N−1 cña d·y { m
kx~ }, trong ®ã 

m
kx~ = )( aimDk kTwx + , k=0,1, … , N−1. 

g) Con trá X chØ ®Çu m¶ng sè phøc X[] chøa c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo )(1 Ω− jnX m
a . Sau 

khi ch−¬ng tr×nh sft() ®−îc thùc hiÖn xong m¶ng nμy sÏ chøa d·y kÕt qu¶ 

)( ΩjnX m
a , n=0,1, … , N−1. 

void sft(int m,int w,int D,int Nexp,double Ta,complex *x, 
   complex *X) 
{ int i,k,p,N=pow(2,Nexp); 
 double s,T=Ta*N; 
 complex e; 
 k=N/2; 
 for (i=0;i<=k;i++) 
 { s=fw(w,Ta*(double)(i-k),T); 
  x[i]=x[i]*s; 
  if((i>0)&&(i!=(p=(N-i)))) x[p]=x[p]*s; 
 } 
 fft(Nexp,x); 
 for(i=0;i<N;i++) 
  X[i]=X[i]+x[i]*exp(complex(0.,-M_PI*2*D*m*i/N)); 
} 

5.1.4 øng dông ®Ó nhËn d¹ng m« h×nh cã tham sè thay ®æi 

C¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng m« h×nh ®èi t−îng ®−îc tr×nh bμy trong quyÓn s¸ch nμy 
phÇn lín ®Òu dùa vμo viÖc ph©n tÝch phæ tÝn hiÖu. Ch¼ng h¹n toμn bé c¸c thuËt to¸n nãi 
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tíi trong ch−¬ng 2 vÒ viÖc nhËn d¹ng m« h×nh kh«ng tham sè ®Ó ®i tíi c«ng thøc (2.52) 

nhËn d¹ng gi¸ trÞ ®−êng ®Æc tÝnh tÇn {G(jnΩλ )}, n=0,1, … , M 

 G(jnΩλ ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy , 

hoμn toμn ®−îc x©y dùng trªn c¬ së nhËn d¹ng hμm mËt ®é phæ Su(jω), Suy(jω) tõ c¸c gi¸ 

trÞ tÝn hiÖu quan s¸t ®−îc. Còng nh− vËy, nh÷ng thuËt to¸n nhËn d¹ng tham sè m« h×nh 
nãi tíi ë môc 3.2 thuéc ch−¬ng 3 dùa chñ yÕu vμo m« h×nh kh«ng tham sè ®· cã, tøc lμ 

dùa vμo d·y {G(jnΩλ )}, n=0,1, … , M. Bëi vËy nÕu nh− ng−êi ta nhËn d¹ng truy håi 

®−îc c¸c gi¸ trÞ G(jnΩλ ) sao cho sau mçi kho¶ng quan s¸t [mτ, mτ+T), m=0, 1, 2, … 

chóng l¹i ®−îc hiÖu chØnh cho phï hîp vμ chÝnh x¸c h¬n th× cïng víi nã c¸c thuËt to¸n 
trªn sÏ trë thμnh nh÷ng thuËt to¸n nhËn d¹ng m« h×nh ®èi t−îng theo nguyªn t¾c truy 

håi vμ sau tõng kho¶ng quan s¸t [mτ, mτ+T), m=0, 1, 2, … m« h×nh ®èi t−îng hiÖn cã l¹i 

®−îc hiÖu chØnh ®Ó cã ®−îc mét m« h×nh míi chÝnh x¸c h¬n. Nh÷ng thuËt to¸n nhËn 
d¹ng truy håi m« h×nh ®èi t−îng nh− vËy cã rÊt nhiÒu ý nghÜa øng dông cho nh÷ng ®èi 
t−îng cã tham sè thay ®æi. 

VÊn ®Ò cßn l¹i lμ lμm sao chuyÓn ®−îc thuËt to¸n nhËn d¹ng hμm mËt ®é phæ Su(jω), 

Suy(jω) ®· cã ë ch−¬ng 2 (hμm nonpar()) sang d¹ng truy håi?. C©u tr¶ lêi lμ dùa vμo kü 

thuËt SFT víi hμm sft() ®· ®−îc cμi ®Æt trªn C t¹i môc 5.1.3. 

Tr−íc hÕt ta chøng minh ®Þnh lý sau: 

§Þnh lý 5.3: Hμm mËt ®é phæ ®Þnh nghÜa theo c«ng thøc Wiener−Chitchin d¹ng rêi r¹c 

 )(
~

λΩjnSuy = ∑
−

+−=

−1

1

2

)(~
N

Nm

jnm
auya emTrT λ

π

   (5.13a) 

víi λ lμ sè nguyªn lòy thõa 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1 vμ 

 )(~
auy mTr ≈ ∑

−−

=
+

1

0

~~1
 

mN

k
mkk yu

p
, p =

nÕu nhËn d¹ng bias

nÕu nhËn d¹ng unbias

N

N m

⎧⎪
⎨

−⎪⎩

  
  

 (5.13b) 

 ku~  =
nÕu 0 1

0 nÕu 1
ku k N

N k λ
⎧ ≤ ≤ −⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩

   

   
  

 ky~  =
nÕu 0 1

0 nÕu 1
ky k N

N k λ
⎧ ≤ ≤ −⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩

   

   
 

trong ®ã uk , yk , k=0,1, … ,N−1 lμ nh÷ng gi¸ trÞ ®o ®−îc cña tÝn hiÖu u(t), y(t) 

trong kho¶ng thêi gian [0, T) víi chu kú lÊy mÉu Ta (T = NTa), Ωλ =
aTλ

π2
, λ lμ sè 
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nguyªn lòy thõa 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1, cã thÓ ®−îc tÝnh theo 
c«ng thøc Periodogram nh− sau 

 )(
~

λΩjnSuy = )(
~

)(
~

λλ ΩΩ jnYjnU
p

T
aa

a ,  n=0,1, … ,λ−1 (5.14) 

víi )(
~

λΩjnUa lμ ¶nh Fourier cña d·y { ku~ } vμ )(
~

λΩjnYa  lμ ¶nh Fourier cña d·y 

{ ky~ }, k=0,1, … ,N−1 thu ®−îc nhê fft(). 

Chøng minh: Thay (5.13b) vμo (5.13a) cã 
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 (5.15) 

tiÕp theo ®æi vÞ trÝ hai dÊu tæng víi sù trî gióp cña h×nh 5.3 biÓu diÔn miÒn lÊy tæng ®−îc 
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,        l=k+m 

Nh−ng do ku~ = ly~ = 0 khi  k,l ∉[0, N) nªn 
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m

k

N−1 −N+1 

N−1 
k=N−m−1 

k=N+m−1 

H×nh 5.3: MiÒn lÊy tæng cña c«ng thøc  x¸c
®Þnh hµm mËt ®é phæ (5.15). 
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a  

vμ ®ã chÝnh lμ ®iÒu ph¶i chøng minh.     

Dùa vμo ®Þnh lý 5.3 vμ c«ng thøc G(jnΩλ ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy  ta thÊy viÖc nhËn d¹ng 

®−êng ®Æc tÝnh tÇn G(jω) cã thÓ ®−îc thùc hiÖn truy håi th«ng qua kü thuËt SFT ¸p dông 
cho c¶ hai tÝn hiÖu u(t), y(t) nh− sau: 

1) Chän hμm cöa sæ w(t), t∈[0 ,T ) ,  b−íc tr−ît τ  theo (5.11a), h»ng sè K theo (5.11b). 

2) §Æt gi¸ trÞ khëi ph¸t )(
~ 1

λΩ− jnUa = )(
~ 1

λΩ− jnYa = 0 cho tÊt c¶ c¸c chØ sè n=0,1, … , 

λ−1, trong ®ã Ωλ =
aTλ

π2
, λ lμ sè nguyªn lòy thõa 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 

2N−1 vμ N=
aT

T
víi Ta lμ chu kú trÝch mÉu. 

3) Thùc hiÖn lÇn l−ît c¸c b−íc sau cho tõng kho¶ng quan s¸t tÝn hiÖu [mτ ,  mτ+T ) ,   

m=0, 1, 2, … 

a) §o tÝn hiÖu u(t), y(t) trong kho¶ng thêi gian [mτ, mτ+T) vμ gäi d·y gåm N c¸c gi¸ 
trÞ nhËn ®−îc lμ 

 { mDu , 1+mDu , … , 1−+ NmDu }. 

 { mDy , 1+mDy , … , 1−+ NmDy }. 

b) Nh©n tõng phÇn tö cña hai d·y trªn víi hμm cöa sæ w(t) sau ®ã g¾n thªm c¸c gi¸ 
trÞ 0 sao cho mçi d·y cã ®óng λ phÇn tö: 

 { m
ku~ }={ )0(wumD , )(1 amD Twu + , … , ))1((1 aNmD TNwu −−+ ,0, … ,0} 

 { m
ky~ }={ )0(wymD , )(1 amD Twy + , … , ))1((1 aNmD TNwy −−+ ,0, … ,0} 

k=0,1, … ,λ−1. 

c) Sö dông fft() ®Ó tÝnh { )(
~

λΩjnU m
a } cña d·y { m

ku~ } còng nh− { )(
~

λΩjnY m
a } 

cña d·y { m
ky~ }. 

d) TÝnh 

 )( λΩjnU m
a = )(1

λΩ− jnU m
a + λ

π

λ

2
1 )(

~ jmnDm
a ejnU

−− Ω  

 )( λΩjnY m
a = )(1

λΩ− jnY m
a + λ

π

λ

2
1 )(

~ jmnDm
a ejnY

−− Ω  
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e) TÝnh 

G(jnΩλ ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy =
)(

)(

λ

λ

Ω

Ω

jnU

jnY
m
a

m
a , n = 0,1, … , λ−1 

vμ ®ã lμ gi¸ trÞ hμm truyÒn ®¹t ®· ®−îc hiÖu chØnh t¹i kho¶ng quan s¸t thø m . 

Mét phÇn thuËt to¸n trªn ®· ®−îc cμi ®Æt thμnh hμm renonpar() viÕt trªn C cho 

d−íi ®©y ®Ó tham kh¶o. Hμm renonpar() cã c¸c biÕn h×nh thøc sau: 

a) Sè nguyªn m chøa chØ sè kho¶ng quan s¸t tÝn hiÖu [mτ, mτ+T). 

b) Sè nguyªn w chøa chØ sè hμm cöa sæ wi(t), 0≤ i≤7 (môc 2.1.6) dïng ®Ó tr−ît 

kho¶ng quan s¸t tÝn hiÖu. NÕu néi dung cña  w lμ mét sè ngoμi kho¶ng [0,7], hμm 

renonpar() sÏ sö dông hμm cöa sæ w0(t). 

c) Sè nguyªn D chøa hÖ sè D cña b−íc tr−ît τ, tøc lμ τ = DTa . 

d) Sè nguyªn Nexp chøa sè mò lòy thõa 2 cña ®é dμi d·y tÝn hiÖu {umD+k}, {ymD+k} 

®o ®−îc trong kho¶ng thêi gian quan s¸t tÝn hiÖu [mτ, mτ+T) lμ N. 

e) Con trá u chØ ®Çu m¶ng thùc u[] chøa c¸c gi¸ trÞ umD+k , k=0,1, … , N−1 theo thø 

tù u[0]= umD, u[1]= umD+1, … , u[N-1]= umD+N−1. 

f) Con trá y chØ ®Çu m¶ng thùc y[] chøa c¸c gi¸ trÞ ymD+k , k=0,1, … , N−1 theo thø 

tù y[0]= ymD, y[1]= ymD+1, … , y[N-1]= ymD+N−1. 

g) Con trá U chØ ®Çu m¶ng sè phøc U[] chøa c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo { )(1
λΩ− jnU m

a }. 

Sau khi ch−¬ng tr×nh renonpar() thùc hiÖn xong m¶ng nμy sÏ chøa 

{ )( λΩjnU m
a }, n=0,1, … ,λ−1. 

h) Con trá Y chØ ®Çu m¶ng sè phøc Y[] chøa c¸c gi¸ trÞ ®Çu vμo { )(1
λΩ− jnU m

a }. 

Sau khi ch−¬ng tr×nh renonpar() thùc hiÖn xong m¶ng nμy sÏ chøa 

{ )( λΩjnY m
a }, n=0,1, … ,N−1. 

i) Sè thùc Ta chøa kho¶ng thêi gian trÝch mÉu tÝn hiÖu Ta. 

j) Con trá G chØ ®Çu m¶ng sè phøc G[] chøa kÕt qu¶ {G(jnΩλ )}, n=0,1, … , N−1. 

void renonpar(int m,int w,int D,int Nexp,double *u,double *y, 
     complex *U,complex *Y,double Ta,complex *G) 
{ 
 int k,N=pow(2,Nexp); 
 complex *x; 
   x=new complex[N]; 
   for(k=0;k<N;k++) x[k]=complex(u[k]); 
   sft(m,w,D,Nexp,Ta,x,U); 
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   for(k=0;k<N;k++) x[k]=complex(y[k]); 
   sft(m,w,D,Nexp,Ta,x,Y); 
   for(k=0;k<N;k++) G[k]=Y[k]/U[k]; 
 delete [] x; 
} 

5.2 Néi suy 

Nhí l¹i thuËt to¸n nhËn d¹ng G(jnΩλ ), n=0,1, … ,2M ®· tr×nh bμy trong môc 2.3.1 

mμ ë ®ã G(jnΩλ ) ®−îc tÝnh gi¸n tiÕp th«ng qua Su(nΩλ ), Suy(jnΩλ ), n=0,1, … ,λ−1 theo 

c«ng thøc (2.53), ta thÊy thuËt to¸n chØ cã thÓ cho ra ®−îc c¸c gi¸ trÞ gÇn ®óng cña hμm 
®Æc tÝnh tÇn G(jω) trong kho¶ng tÇn sè tõ 0 ®Õn 

 (2M+1)Ωλ  =
aT

M
λ

π)12(2 +
 

Lμm thÕ nμo ®Ó më réng kho¶ng tÇn sè nμy. Cã thÓ thÊy ngay r»ng chØ cã mét gi¶i 

ph¸p lμ lμm nhá Ta , tøc lμ t¨ng tÇn sè trÝch mÉu tÝn hiÖu. 

Nh−ng trong thùc tÕ, do h¹n chÕ cña kü thuËt hoÆc do tèc ®é xö lý cña thiÕt bÞ kh«ng 

cho phÐp, ta kh«ng thÓ chän ®−îc Ta ®ñ nhá ®Ó cã thÓ thu ®−îc mét kÕt qu¶ ®o cã ®é 

ph©n gi¶i nh− ý muèn. ë nh÷ng tr−êng hîp nh− vËy ng−êi ta th−êng ¸p dông ph−¬ng 
ph¸p néi suy tÝn hiÖu. §iÒu nμy cã nghÜa lμ sau khi ®o tÝn hiÖu vμo hoÆc ra ®−îc gäi 

chung lμ x(t)  vμ cã ®−îc d·y N gi¸ trÞ x(kTa), k=0,1, … , N−1 cña nã, ta ph¶i x¸c ®Þnh 

mét hμm liªn tôc )(~ tx sao cho hμm ®ã ®i qua tÊt c¶ N c¸c ®iÓm mÉu x(kTa) ®ã (h×nh 5.4). 

Khi ®· cã hμm liªn tôc )(~ tx ta cã thÓ lÊy l¹i gi¸ trÞ tÝn hiÖu )(~
bkTx , k=0,1, … , N

~ −1 víi 

mét chu kú lÊy mÉu míi  Tb nhá tïy ý.  

 

 

 

 

 

5.2.1 Néi suy cæ ®iÓn 

Víi ph−¬ng ph¸p néi suy cæ ®iÓn, ng−êi ta chän tr−íc mét ®a thøc bËc N−1 

 )(~ tx = a1  +  a2 t  +   …   +  aNtN − 1 ,  

H×nh 5.4 : M« t¶ ph−¬ng ph¸p néi suy. 

t 

)(~ tx

Ta 2Ta 3Ta
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trong ®ã N lμ sè c¸c gi¸ trÞ mÉu ®· cã. NhiÖm vô cña néi suy lμ x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè a1 , a2 , 

…  , aN  cña ®a thøc nμy, sao cho ®−êng cong cña ®a thøc m« h×nh )(~ tx ®i qua c¸c gi¸ trÞ 

mÉu x(0), ... , x((N−1)Ta ) cña hμm cÇn néi suy, tøc lμ ph¶i tháa m·n ®iÒu kiÖn 

 )(~
akTx = xk =x (kTa)  víi k = 0, 1, …   , N−1.  (5.15) 

ViÕt l¹i (5.15) lÇn l−ît cho tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ k d−íi d¹ng ma trËn sÏ cã 
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Suy ra 

 a  =  A − 1 g        (5.16) 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc x¸c ®Þnh vector tham sè a cho ®a thøc )(~ tx  tõ c¸c gi¸ trÞ ®o 

®−îc xk  ,  k = 0, 1 , …   , N−1. 

5.2.2 Néi suy spline 

Ph−¬ng ph¸p néi suy cæ ®iÓn th−êng chØ thÝch hîp víi nh÷ng bμi to¸n néi suy bËc 
thÊp, tøc lμ sè c¸c gi¸ trÞ ®· cã cña hμm cÇn néi suy nhá. Nã cã −u ®iÓm lμ sai sè gi÷a m« 

h×nh néi suy ®−îc )(~ tx vμ tÝn hiÖu gèc x(t) t¹i c¸c ®iÓm lÊy mÉu b»ng 0. Khi sè l−îng c¸c 

®iÓm mÉu lín, bËc cña ®a thøc néi suy )(~ tx còng ph¶i t¨ng theo, lμm cho hμm )(~ tx  cμng 

cã nhiÒu ®iÓm cùc trÞ vμ ®å thÞ cña nã cμng cã nhiÒu “l−în sãng” do ®a thøc bËc cμng cao 
th× cμng cã nhiÒu ®iÓm cùc trÞ. §iÒu nμy dÉn ®Õn nh−îc ®iÓm chÝnh h¹n chÕ øng dông 
cña ph−¬ng ph¸p lμ ng−êi ta hoμn toμn kh«ng cã kh¶ n¨ng kiÓm so¸t vμ khèng chÕ ®−îc 
sai sè gi÷a c¸c ®iÓm lÊy mÉu vμ kh«ng kh¼ng ®Þnh ®−îc r»ng ®a thøc m« h×nh ®· néi suy 
®−îc cã héi tô ®Õn tÝn hiÖu gèc hay kh«ng. ThËm chÝ, ng−êi ta cßn chØ ra ®−îc r»ng víi 
bÊt cø mét tËp c¸c ®iÓm mÉu nμo cho tr−íc, bao giê còng tån t¹i mét hμm sè liªn tôc 
nhËn c¸c ®iÓm mÉu ®ã lμm gi¸ trÞ mμ bμi to¸n néi suy cæ ®iÓn ¸p dông cho hμm sè ®ã l¹i 
ph©n kú. 

§Ó kh¾c phôc nh−îc ®iÓm trªn cña bμi to¸n néi suy cæ ®iÓn, ng−êi ta sÏ kh«ng néi 
suy víi toμn bé tËp hîp c¸c gi¸ trÞ mÉu n÷a mμ chØ néi suy tõng kho¶ng côc bé, ®Ó cã thÓ 
lμm gi¶m bËc cña ®a thøc m« h×nh. Ch¼ng h¹n ng−êi ta cã thÓ chän nh÷ng ®a thøc m« 
h×nh côc bé bËc 2 lμ 

 )(0 tf =a0 0  +  a0 1 t  + a0 2 t2  ,  
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 )(1 tf =  a1 0  +  a1 1 t  +  a1 2 t2  ,  

 # 

cho tõng kho¶ng 3 gi¸ trÞ mÉu {0,Ta , 2Ta}, {Ta ,2Ta , 3Ta}, …   cña tÝn hiÖu vμ x¸c ®Þnh 

hÖ sè cña c¸c ®a thøc nμy sao cho 

 f0(kTa) = xk  víi k = 0, 1, 2 

 f1(kTa) = xk  víi k = 1, 2, 3 

 # 

thay cho mét ®a thøc chung bËc N−1 nh− ph−¬ng ph¸p cæ ®iÓn vÉn lμm. Sau ®ã nh÷ng 
®a thøc néi suy côc bé nμy sÏ l¹i ®−îc "d¸n" víi nhau t¹i  ®Ó t¹o thμnh mét ®−êng cong 

chung )(~ tx ®i qua tÊt c¶ c¸c ®iÓm mÉu vμ cã ®¹o hμm (bËc ®¹o hμm cμng cao cμng tèt) t¹i 

nh÷ng ®iÓm nèi, tøc lμ t¹o ra mét ®−êng cong tr¬n kh¾p n¬i chø kh«ng chØ riªng trong 

kho¶ng côc bé ®−îc néi suy. §−êng cong )(~ tx  lμ ®−êng néi suy cña tÝn hiÖu ®· cho vμ 

ph−¬ng ph¸p néi suy nh− vËy gäi lμ néi suy spline. 

BËc cña ®a thøc ®−îc chän sÏ quyÕt ®Þnh kÝch th−íc miÒn côc bé ®−îc néi suy, ch¼ng 
h¹n nÕu chän ®a thøc bËc hai th× do cã 3 tham sè ph¶i x¸c ®Þnh, miÒn néi suy côc bé sÏ 
chØ chøa 3 ®iÓm mÉu. §a thøc ®−îc chän ®Ó néi suy côc bé ®ã cã tªn lμ hμm m« h×nh côc 
bé. 

5.2.3 Néi suy B−spline 

Mét trong nh÷ng ph−¬ng ph¸p néi suy spline cã ý nghÜa øng dông trong ph©n tÝch 
phæ tÝn hiÖu vμ cã hä hμng gÇn gòi víi m« h×nh to¸n häc cña khèi håi phôc tÝn hiÖu 
(holding) trong ®iÒu khiÓn kü thuËt lμ ph−¬ng ph¸p néi suy B−spline. 

Ph−¬ng ph¸p néi suy B-spline, còng gièng nh− ph−¬ng ph¸p spline nãi chung, ®−îc 
x©y dùng dùa trªn c¸c hμm m« h×nh côc bé mμ ta sÏ gäi lμ hμm B−spline gèc. Ký hiÖu 

fm(t) lμ hμm B−spline gèc bËc m th× fm(t) ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc truy håi (®Þnh 

nghÜa cña Bezier): 

a) f0(t) = 
a

a

T
Ttt )(1)(1 −−

      (5.17a) 

b) fm(t) =  f0(t)*  fm−1(t).      (5.17b) 

§Þnh lý 5.3: Hμm fm(t) cã kho¶ng thêi gian sèng supp fm(t) = [0, (m+1)Ta], tøc lμ 

 fm(t) ≡0 khi t <0 hoÆc t >(m+1)Ta. 

Chøng minh: 
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Ta chøng minh b»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p. Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy ®iÒu kh¼ng ®Þnh 
®óng cho m=0. Gi¶ sö còng ®óng cho m−1. VËy tõ c«ng thøc ®Þnh nghÜa tÝch chËp 

  fm(t) = f0(t)* fm−1(t) = ∫
∞

∞−
− − τττ dtff m )()( 10 = ∫ −−

aT

m dtff
0

10 )()( τττ  

hμm fm(t) chØ tån t¹i víi nh÷ng gi¸ trÞ t tháa m·n 0<t−τ<mTa, trong ®ã 0 <τ < Ta , nãi 

c¸ch kh¸c: 

   0 ≤ t ≤(m+1)Ta       

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

§Þnh lý 5.4: Mét hμm B−spline gèc fm(t) bËc m cã m« h×nh 

 fm(t) = ∑
+

=
+ −+

−−
−+ 1

0
1 )!1(!

)(1)(
)1(

1 m

k

a
m

ak
m
a kmk

kTtkTt

T

m
  (5.18) 

 trong ®ã ký hiÖu 1(t) chØ hμm Heaviside. 

Chøng minh: 

Ta chøng minh (5.18) theo ph−¬ng ph¸p quy n¹p. HiÓn nhiªn (5.18) ®óng cho tr−êng hîp 
m=0. Gi¶ sö  (5.18) ®· ®óng cho m−1. Ta ph¶i chØ r»ng nã còng ®óng víi m. B¾t ®Çu tõ 

vÕ ph¶i víi h×nh 5.5a) minh häa cho f0(t) sÏ cã 

  f0(t)* fm−1(t) = ∫
∞

∞−
− − τττ dtff m )()( 10  = ∫ −− −

aT

m
a

dtf
T 0

1 )(
1 ττ  

Thay (5.18) cho tr−êng hîp m−1 vμo c«ng thøc trªn 

  f0(t)* fm−1(t) = ∫ ∑
=

−

+ −
−−−−

−
aT m

k

a
m

ak
m
a

d
kmk

kTtkTt
m

T 0 0

1

1 )!(!
)(1)(

)1(
1 τττ

  

 = [ −−−
−

−∑
=

+
)(1)( 

)!(!
)1(1

0
1 a

m
a

m

k

k

m
a

kTtkTt
kmkT

]))1((1))1(( a
m

a TktTkt +−+−  

t

f0(t)

Ta 

aT
1

t

f1(t)

Ta 2 Ta

t 

f2(t)

3 Ta 

H×nh 5.5: a) Hµm B−spline gèc  f0(t) 
  b) Hµm B−spline gèc  f1(t) 
  c) Hµm B−spline gèc  f2(t) 

b) c) a) 

Ta 
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sau ®ã t¸ch thμnh hai tæng vμ trong tæng thø hai thay k+1=l th× ®−îc 

 f0(t)* fm−1(t) =
⎢
⎢
⎣

⎡
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−
−∑

=
+

)(1)(
)!(!
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1 a

m
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⎥
⎦
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⎢
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⎟
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)(1
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1
1
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  + 
⎥
⎥
⎦

⎤
+−+−− +

))1((1))1((
!

)1( 1

a
m

a

m
TmtTmt

m
 

 = ∑
+

=
+ −+

−−
−+ 1

0
1 )!1(!

)(1)(
)1(

1 m

k

a
m

ak
m
a kmk

kTtkTt

T

m
 

 = fm(t) 

vμ ®ã chÝnh lμ ®iÒu ph¶i chøng minh.     

§Þnh lý 5.4 cßn chØ r»ng fm(t) nhËn gi¸ trÞ cùc ®¹i t¹i aT
m

2
1+

.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t 

−2Ta 2Ta 4 Ta−Ta 

f3(t) 

Mét kho¶ng néi suy côc bé 

t

)(
~

0 tf

Ta 

1

aT

t

)(
~

1 tf

− Ta Ta 

t

2 Ta

H×nh 5.6: a) Hµm B−spline 0
�f (t)  

  b) Hµm B−spline (t)f1
~

 

  c) Hµm B−spline (t)f2
~  

 d) Néi suy víi hµm B−spline gèc bËc 3 

b) c) a) 

− Ta

d) 

)(
~
3 tf

)(
~

2 tf
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Quay l¹i vÊn ®Ò chÝnh lμ néi suy d·y hμm träng l−îng tõ c¸c gi¸ trÞ mÉu xk , k=1, 2, 

… , N. Gäi )(~ tx lμ hμm néi suy theo ph−¬ng ph¸p B−spline víi hμm B−spline gèc fm(t) 

bËc m thu ®−îc b»ng c¸ch “d¸n” c¸c hμm B−spline gèc nμy l¹i víi nhau sao cho )(~ tx  ®i 

qua c¸c ®iÓm mÉu xk . 

§Ó trong mçi kho¶ng néi suy côc bé cã ®−îc nhiÒu hμm fm(t) tham gia, ta sÏ dÞch fm(t) 

sang tr¸i mét kho¶ng τ = aT
m
⎥⎥

⎤
⎢⎢

⎡
2

, trong ®ã ký hiÖu ⎡x⎤ chØ mét sè nguyªn nhá nhÊt nh−ng 

kh«ng nhá h¬n x, sao cho hμm  nhËn ®−îc (h×nh 5.6) 

 )(
~

tfm = fm(t+τ) 

cã kho¶ng thêi gian sèng (gÇn) ®èi xøng qua 0 lμ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎥

⎤
⎢⎢

⎡ +
⎥⎥

⎤
⎢⎢

⎡− aa T
m

T
m

2
1

,
2

. VËy th× khi d¸n 

c¸c hμm )(
~

tfm  nμy l¹i víi nhau ®Ó cã )(~ tx  ta ®−îc 

 )(~ tx = ∑
−

=
−

1

0
)(

~N

n
amn nTtfa ,     (5.19) 

víi an , n=1, 2, … , N−1 lμ nh÷ng tham sè ®−îc x¸c ®Þnh sao cho 

 )(~
akTx =xk , k=0, 1, … , N−1.    (5.20) 

Hμm )(
~

tfm  cã tªn gäi lμ hμm B−spline ®Ó ph©n biÖt víi hμm B−spline gèc fm(t). 

Thay (5.19) vμo (5.20) råi viÕt chung N ph−¬ng tr×nh (k=0, … , N−1) l¹i víi nhau d−íi 
d¹ng ma trËn, ta sÏ cã 
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⎟
⎟

⎠
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0

 

⇒ a = A−1⋅ g        (5.21) 

vμ ®ã chÝnh lμ c«ng thøc x¸c ®Þnh vector tham sè a cho hμm néi suy )(~ tx .  

VÝ dô 1: X¸c ®Þnh vector tham sè a  cho )(~ tx ®−îc néi suy theo ph−¬ng ph¸p B−spline bËc 

1 tõ c¸c gi¸ trÞ mÉu xk , k=0, 1, … , N−1.  

Tõ ®Þnh nghÜa )(
~
0 tf  x¸c ®Þnh theo f0(t) ta cã )(

~
0 tf = f0(t). Bëi vËy 

 )0(
~
0f =

aT
1

 vμ )(
~
0 akTf ≡0   khi k  ≠0. 
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Suy ra 

 an = Taxn ,  n=0, 1, … , N−1.     

VÝ dô 2: X¸c ®Þnh vector tham sè a  cho )(~ tx ®−îc néi suy theo ph−¬ng ph¸p B−spline bËc 

3 tõ c¸c gi¸ trÞ mÉu xk , k=0, 1, … , N−1. 

Theo c«ng thøc (5.18) cña ®Þnh lý 5.4, hμm B−spline gèc bËc 3 lμ f3(t) cã d¹ng 

 f3(t) = ∑
= −

−−
−

4

0

3

4 )!4(!
)(1)(

)1(
4

k

aak

a kk
kTtkTt

T
 

do ®ã 

 f3(Ta) =
aT6

1
,  f3(2Ta) =

aT6
4

, f3(3Ta) =
aT6

1
, 

 f3(kTa)≡0  khi k≥4 hoÆc k≤0. 

Víi τ = ⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
2
3

=2 suy ra ®−îc 

)(
~
3 aTf − =

aT6
1

, )0(
~
3f =

aT6
4

, )(
~
3 aTf =

aT6
1

, )(
~
3 akTf ≡0      khi  |k | >1. 

VËy vector tham sè a cÇn t×m sÏ lμ nghiÖm cña 
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5.2.4 Sai sè phæ cña néi suy B−spline 

Trong phÇn nμy ta sÏ nghiªn cøu sai sè phæ cña néi suy B−spline. PhÐp néi suy nμy 
thùc chÊt chÝnh lμ qu¸ tr×nh biÕn ®æi mét tÝn hiÖu sè thμnh tÝn hiÖu t−¬ng tù (khèi D/A) 
nhê c¸c kh©u holding (h×nh 5.6a). 

T¹i sao l¹i ph¶i ®Æt ra vÊn ®Ò nghiªn cøu sai sè phæ cña ph¸p néi suy?. Trong ngμnh 
to¸n sè nãi chung, khi kh«ng cã c¸ch nμo cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc mét c¸ch chÝnh x¸c hμm 
x(t) cã kho¶ng thêi gian sèng h÷u h¹n vμ ph¶i ¸p dông nh÷ng ph−¬ng ph¸p gÇn ®óng, 

ng−êi ta thu ®−îc )(~ tx vμ nã ®−îc xem nh− mét kÕt qu¶ xÊp xØ cña x(t). Ng−êi ta sÏ rÊt 

tháa m·n nÕu nh− sai lÖch gi÷a )(~ tx vμ x(t) trong kho¶ng thêi gian ®−îc néi suy lμ kh«ng 

®¸ng kÓ, nãi c¸ch kh¸c nÕu )(~ tx n»m trong mét “d¶i b¨ng” ε nμo ®ã cña hμm cÇn x¸c 

®Þnh x(t) (h×nh 5.7) 
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t

sup ⏐ )(~ tx − x(t)⏐< ε      (5.22) 

trong ®ã ε lμ mét sè thùc d−¬ng ®ñ nhá. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

§èi víi viÖc xö lý tÝn hiÖu vμ nhËn d¹ng th× vÊn ®Ò ®Æt ra cã h¬i kh¸c mét chót. Bªn 

c¹nh ®iÒu kiÖn (5.22) ng−êi ta cßn ph¶i quan t©m xem tÝn hiÖu xÊp xØ )(~ tx cã ph¶n ¸nh 

th«ng tin tÇn sè cña x(t) mét c¸ch gÇn ®óng sao cho cã thÓ chÊp nhËn ®−îc hay kh«ng?. 
Tøc lμ cã tån t¹i hay kh«ng mét sè thùc d−¬ng η còng ®ñ nhá ®Ó ®−îc 

 
ω

sup ⏐ )(
~ ωjX − X(jω)⏐< η     (5.23). 

t 

  x(t), )(~ tx  
d¶i b¨ng ε 

x(t) 

)(~ txH×nh 5.7: Yªu cÇu vÒ sai sè néi suy. 

Khèi D/A

)(~ tx{xk} Néi suy 
B−spline 

x(t) 

Rêi r¹c tÝn hiÖu

a) b)

t

{xk}

c)

t

d)

t

)(~ tx

H×nh 5.8: a) Néi suy spline lµ mét bé biÕn ®æi D/A. 

 b) D·y tÝn hiÖu sè {xk}. 

 c) TÝn hiÖu liªn tôc thu ®−îc tõ {xk} nhê 
B−spline bËc 0. 

 d) TÝn hiÖu liªn tôc thu ®−îc tõ {xk} nhê 
B−spline bËc 1. 

)(~ tx
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§©y lμ mét vÊn ®Ò kh¸ lý thó. §· kh«ng Ýt ng−êi ®· ngé nhËn r»ng ë bμi to¸n néi suy 
spline hai ®iÒu kiÖn (5.22), (5.23) lμ t−¬ng ®−¬ng. Sau ®©y, chØ riªng trong bμi to¸n néi 
suy B−spline, ta sÏ chØ r»ng sù ngé nhËn ®ã hoμn toμn sai. Cô thÓ lμ khi ¸p dông néi suy 
B−spline bËc 2 hoÆc 4 th× tån t¹i nh÷ng ®iÓm tÇn sè ω  mμ t¹i ®ã sù sai lÖch gi÷a 

)(
~ ωjX vμ X(jω) lμ v« cïng lín [12]. 

Tr−íc hÕt ta xem qu¸ tr×nh biÕn ®æi x0, x1, … , xN−1 thμnh )(~ tx  b»ng kü thuËt 

B−spline ®−îc m« t¶ ë h×nh 5.8a nh− mét khèi D/A cã tÝn hiÖu ®Çu vμo lμ hμm më réng 

xa(t)={xk} vμ tÝn hiÖu ra lμ )(~ tx . 

Ký hiÖu qu¸ tr×nh biÕn ®æi xa(t) 6 )(~ tx ®ã lμ ¸nh x¹  T, th× do 

 T[xa(t)] = )(~ tx = ∑
−

=
−

1

0
)(ˆ

N

n
amn nTtfa  

vμ c¸c hÖ sè a0 , a1, … , aN−1 cã quan hÖ tuyÕn tÝnh víi ®Çu vμo x0, x1, … , xN−1 (xem c«ng 

thøc (5.19)), nªn T cã tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh, tøc lμ 

 T [αxa(t)+βya(t)] = αT [xa(t)]+βT [ya(t)] ; ∀α, β ∈R 

trong ®ã xa(t), ya(t) lμ hai tÝn hiÖu ®Çu vμo kh¸c nhau. §iÒu nμy chØ r»ng khèi D/A theo 

kü thuËt B−spline lμ mét khèi ®iÒu khiÓn tuyÕn tÝnh. 

Gäi G(s) lμ hμm truyÒn ®¹t cña khèi D/A ®ã. VËy th× 

§Þnh lý 5.5: Hμm ®Æc tÝnh tÇn G(jω) cña khèi D/A theo kü thuËt B−spline bËc m cã gi¸ trÞ 
lμ 

 G(jω) = 
)(

)(
~

ω
ω
jX

jX

a
= 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

− aTjm

m

m

m

ed

d
j

d

d

 1

1

1

ωω

ωω    (5.24) 

Chøng minh: 

Theo c«ng thøc néi suy (5.19) ta cã 

 )(
~ ωjX = ∑

−

=

−
1

0
)(

~ N

n

nTj
nm

aeajF ωω     (5.25) 

Ngoμi ra, do tÝn hiÖu liªn tôc t¹i ®Çu ®Çu ra )(~ tx còng nhËn c¸c gi¸ trÞ xk , k= 0,1, ... , 

N−1 lμm N gi¸ trÞ mÉu nªn theo ®Þnh lý 2.3 vμ c«ng thøc (2.16) trong ch−¬ng 2 ta ®i ®Õn 

 TaXa(jω) = ∑
∞

−∞=
Ω−

l
aljX ][ )(

~ ω = ∑ ∑
∞

−∞=

−

=

Ω−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Ω−

l

N

n

nTjlnTj
nam

aaa eealjF
1

0
))((

~ ωω   
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Nh−ng v× ΩaTa=2π, nªn 12 ==Ω nljnTjl ee aa π . Bëi vËy 

 TaXa(jω) = ∑∑
−

=

−
∞

−∞=
Ω−

1

0
))((

~ N

n

nTj
n

l
am

aealjF ωω   (5.26) 

Chia hai vÕ cña (5.25) vμ (5.26) cho nhau ta ®−îc 

 TaG(jω) =

∑
∞

−∞=
Ω−

l
am

m

ljF

jF

))((
~

)(
~

ω

ω
    (5.27) 

MÆt kh¸c, tõ ®Þnh nghÜa vÒ hμm B−spline gèc fm(t), ¶nh Fourier Fm(jω) cña nã sÏ lμ 

 Fm(jω) =

1 

 
1

+−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
m

a

Tj

Tj
e a

ω

ω
 

Do ®ã ¶nh Fourier )(
~ ωjFm cña hμm B−spline )(

~
tfm ®−îc tÝnh nh− sau 

 )(
~ ωjFm = Fm(jω) ωτje = ωτ

ω

ω
j

m

a

Tj
e

Tj
e a

1 
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⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
víi τ = aT

m
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⎤
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⎡
2

. (5.28) 

L¹i ®Ó ý tiÕp 12 =kje π  víi mäi k nguyªn nªn 

))((
~

am ljF Ω−ω =
π

ωτ
πω

ω

2
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⎢
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 (5.29) 

Bëi vËy khi thay (5.28), (5.29) vμo (5.26)  cã 

 G(jω) =

∑
∞

−∞=
+

+

Ω−l
m

a
a
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T
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1
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1

1

ω
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ωω
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1

 (5.30) 

XÐt riªng tr−êng hîp m=0 th× tõ (5.30) ®−îc 

 G(jω)  =

∑
∞

−∞= Ω−l a
a l

T
ω

ω 1
1

     (5.31) 

Còng víi m=0 cho (5.25) 

 )(
~ ωjX = ∑

−

=

−
1

0
0 )(

~ N

n

nTj
n

aeajF ωω = ∑
−

=

−
−− 1
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j

a

Tj
a

a
eae

Tj
e ωωτ

ω

ω
 

vμ cho ph−¬ng tr×nh (5.21) ®−îc an = Taxn (xem kÕt qu¶ cña vÝ dô 1 trong môc 5.2.3). Do 

®ã 
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ω
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exT
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Suy ra 

 )(
~ ωjX = )(

1  
ω

ω
ωτ

ω
jXe

j
e

a
j

Tj a−−
 

hay G(jω) =
ω

ω

j
e aTj−−1

      (5.32) 

So s¸nh (5.31) vμ (5.32) ®−îc 

 ∑
∞

−∞= Ω−l a
a l

T
ω

1
= 

aTje

j
ω−−1

    (5.33) 

Cuèi cïng, thay (5.33) vμo (5.30) ta sÏ cã ®iÒu ph¶i chøng minh.  

B©y giê ta ®i vμo viÖc chÝnh lμ xÐt sai sè phæ sau khi tÝn hiÖu rêi r¹c ®−îc chuyÓn ®æi 
thμnh liªn tôc nhê ph−¬ng ph¸p B−spline vμ sÏ ®−a ra kÕt luËn sai sè ®ã cã chÊp nhËn 
®−îc hay kh«ng?. 

Tõ ®Þnh lý trªn ta suy ra: 

1) khi m=2 th×  G(jω) = 

3

2
 

2
 

sin

2
 

cos ⎟
⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a

a

a

a
T

T

T
T

ω

ω

ω  (5.34) 

2) khi m=4 th×  G(jω) =
[ ]

5

2
 

2
 

sin

) cos(5
2
 

cos

6

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+ a

a

a
a

a
T

T

T
T

T
ω

ω

ωω  (5.35) 

Hai c«ng thøc (5.34), (5.35) chØ r»ng hμm ®Æc tÝnh tÇn G(jω) sÏ tiÕn tíi ±∞ t¹i c¸c 

®iÓm tÇn sè ωTa =(2k+1)π víi k nguyªn. §iÒu ®ã dÉn ®Õn sù ph©n kú cña )(
~ ωjX  t¹i 

nh÷ng ®iÓm tÇn sè ®ã nÕu sö dông kü thuËt B−spline bËc 2 vμ 4. Theo kinh nghiÖm, bao 

giê ng−êi ta còng chØ dïng c¸c hμm B−spline )(
~

tfm bËc 0, hoÆc bËc lÎ. 

VÝ dô: §Ó minh häa ta xÐt mét vÝ dô. Cho tÝn hiÖu 

 x(t) = te 3−  

TÝn hiÖu nμy cã ¶nh Fourier lμ 

 X(jω) =
ωj+3

1
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Tõ 8 gi¸ trÞ tÝn hiÖu xk = x(kTa), k = 0, 1, … ,7 vμ Ta = 0,2s  ban ®Çu ng−êi ta ®· sö 

dông hμm B−spline bËc i= 0, 1, 2, 3 ®Ó chuyÓn nã thμnh tÝn hiÖu liªn tôc )(~ tx  theo c«ng 

thøc (5.19). TiÕp tôc, ng−êi ta trÝch mÉu víi chu kú lÊy mÉu míi nhá h¬n lμ Tb = 0,01s  

®Ó cã 128 gi¸ trÞ )(~~
bk kTxx = , k = 0,1, … ,127 råi sö dông dft() sÏ ®−îc )(

~
λΩjnX  víi 

Ωλ = 4,9s−1. 

BiÓu diÔn c¸c gi¸ trÞ | )(
~

λΩjnX |  ®ã theo n d−íi d¹ng ®å thÞ cã h×nh 5.9. Nh×n vμo 

®−êng ®å thÞ  cña )(
~

λΩjnX  øng víi i =2 ta cã ngay ®−îc kÕt luËn r»ng phÐp néi suy 

B−spline bËc 2 lμ kh«ng thÓ sö dông ®−îc trong viÖc nhËn d¹ng phæ tÝn hiÖu.      

5.3 Ngo¹i suy 

ThuËt to¸n nhËn d¹ng hμm ®Æc tÝnh tÇn G(jω) tr×nh bμy trong môc 2.3.1 cho ra kÕt 

qu¶ lμ d·y G(jnΩλ), n=0,1, … ,2M, trong ®ã Ωλ =
aTλ

π2
 x¸c ®Þnh ®é ph©n gi¶i cña kÕt qu¶ 

vμ λ ph¶i lμ mét sè nguyªn lòy thõa cña 2 nhá nhÊt nh−ng kh«ng nhá h¬n 2N−1. Nh− 

| )(
~

λΩjnX | 

nΩλ nΩλ 

nΩλ nΩλ 

10 20 30 40 50

10 20 30 40 50

10 20 30 40 50

10 20 30 40 50

| )(
~

λΩjnX |

| )(
~

λΩjnX || )(
~

λΩjnX |

0,3

0,2

0,1

0,3

0,2

0,1

0,3

0,2

0,1

0,3

0,2

0,1

H×nh 5.9: Minh häa sù ¶nh h−ëng cña phÐp néi suy B−Spline vµo kÕt qu¶ nhËn d¹ng. 

Néi suy víi 
B−Spline bËc 0 

Néi suy víi 
B−Spline bËc 1 

Néi suy víi 
B−Spline bËc 2 

Néi suy víi 
B−Spline bËc 3 
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vËy ®é ph©n gi¶i cña kÕt qu¶ phô thuéc vμo N lμ sè c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc, tøc lμ 

vμo kho¶ng thêi gian quan s¸t c¸c tÝn hiÖu vμo/ra T= NTa. Khi N cμng lín, ®é ph©n gi¶i 

cña kÕt qu¶ cμng cao. 

Nh−ng kh«ng ph¶i bμi to¸n nhËn d¹ng nμo trong thùc tÕ còng cã kh¶ n¨ng ®¸p øng 
®−îc nh÷ng ®iÒu kiÖn cÇn thiÕt cho phÐp thu ®−îc mét kÕt qu¶ cã ®é ph©n gi¶i nh− ý 
muèn. Ch¼ng h¹n do ®iÒu kiÖn kh¸ch quan kh«ng cho phÐp quan s¸t tÝn hiÖu vμo/ra 
trong mét kho¶ng thêi gian T ®ñ lín (tÝn hiÖu vμo/ra lμ nh÷ng qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 
kh«ng dõng), nªn sè mÉu tÝn hiÖu lÊy ®−îc qu¸ Ýt, kÐo theo sè l−îng c¸c gi¸ trÞ tÝn hiÖu 
nhËn ®−îc kh«ng ®ñ nhiÒu ®Ó cã thÓ ph¶n ¸nh ®Çy ®ñ c¸c th«ng tin cÇn thiÕt vÒ ®èi 
t−îng. Trong nh÷ng tr−êng hîp nh− vËy, th«ng th−êng ng−êi ta ph¶i ngo¹i suy ®Ó t¨ng 
sè mÉu tÝn hiÖu thu ®−îc nh»m t¨ng ®é ph©n gi¶i cho kÕt qu¶. 

Cã rÊt nhiÒu c¸c ph−¬ng ph¸p ngo¹i suy tÝn hiÖu kh¸c nhau. Song phï hîp h¬n c¶ víi 
bμi to¸n nhËn d¹ng cã tÝn hiÖu vμo/ra ngÉu nhiªn lμ ph−¬ng ph¸p cùc ®¹i entropie. Bμi 
to¸n ngo¹i suy entropie ph¸t biÓu nh− sau: Gi¶ sö r»ng trong kho¶ng thêi gian quan s¸t 

[0, NTa) ta ®· thu ®−îc d·y gi¸ trÞ {xk}, víi xk = x(kTa), k = 0, 1, … , N−1 cña tÝn hiÖu x(t). 

VÊn ®Ò ®Æt ra ë ®©y lμ tõ d·y gåm chØ cã N gi¸ trÞ ®ã ph¶i suy ®−îc ra nh÷ng gi¸ trÞ ch−a 

cã cña tÝn hiÖu n»m ngoμi kho¶ng quan s¸t [0, NTa), tøc lμ ph¶i ngo¹i suy ®Ó ®−îc xk víi 

k≥N , sao cho cïng víi nh÷ng gi¸ trÞ ngo¹i suy nμy l−îng th«ng tin entropie cña tÝn hiÖu 

x(t) thu ®−îc tõ d·y míi {xk}, k = 0, 1, … lμ lín nhÊt. 

5.3.1 Cùc ®¹i entropie lo¹i 1 

Gäi {xk}, k = 0, 1, … , N−1 lμ d·y gåm N gi¸ trÞ tÝn hiÖu ®o ®−îc trong kho¶ng quan 

s¸t [0, NTa). Theo kÕt qu¶ cña môc 4.2.2 th× sai lÖch gi÷a gi¸ trÞ ®o ®−îc xk vμ gi¸ trÞ dù 

b¸o tuyÕn tÝnh f
kx tÝnh theo  

 f
kx = ∑

=
−−

an

k
knkxa

1
,  k = na , … , N−1   (5.36) 

sÏ cã trung b×nh b×nh ph−¬ng nhá nhÊt nÕu bé tham sè a1 , a2, … , 
ana , K ®−îc nhËn 

d¹ng theo ph−¬ng ph¸p Yule−Walker. Còng víi bé tham sè nμy, ®¹i l−îng entropie lo¹i 1 
cña tÝn hiÖu 

 H1 = ∫
∞

∞−
ωω dSy )(ln       (5.37) 

cã gi¸ trÞ cùc ®¹i, trong ®ã mËt ®é phæ Sx(ω) cña {xk} ®−îc tÝnh bëi 
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 Sx(ω) =

∑
=

−+
a

a
n

k

kTj
kea

K

1
1 ω

     (5.38) 

Nh− vËy, phÐp ngo¹i suy xk , k≥N  nμo ®ã kh«ng lμm thay ®æi gi¸ trÞ trung b×nh b×nh 

ph−¬ng c¸c sai lÖch | xk − f
kx | còng sÏ lμm cho gi¸ trÞ mËt ®é phæ (5.38) kh«ng thay ®æi vμ 

do ®ã lμm cho entropie H1 (5.37) gi÷ ®−îc ®−îc gi¸ trÞ cùc ®¹i cña nã. NhËn xÐt nμy ®−a 

ta ®Õn phÐp ngo¹i suy ®ã ph¶i lμ: 

 xk = ∑
=

−−
an

k
knkxa

1
, k≥N      (5.39) 

Ta cã ®−îc thuËt to¸n ngo¹i suy cùc ®¹i entropie lo¹i 1 c¸c gi¸ trÞ xk , k≥N  nh− sau: 

1) Chän bËc na m« h×nh AR m« t¶ tÝn hiÖu x(t). Ta còng cã thÓ sö dông kÕt qu¶ bμi tËp 

2 thuéc ch−¬ng 4  ®Ó nhËn d¹ng na. 

2) X¸c ®Þnh a1 , a2, … , 
ana tõ {xk}, k = 0, 1, … , N−1 b»ng c¸c thuËt to¸n nhËn d¹ng 

tham sè m« h×nh AR ®· biÕt nh− Yule−Walker hoÆc Burg. 

3) Thùc hiÖn lÇn l−ît víi k = N, N+1, … c«ng thøc (5.39) ®Ó tÝnh xk víi k≥N . 

5.3.2 Cùc ®¹i entropie lo¹i 2 

Bªn c¹nh thuËt to¸n ngo¹i suy theo nguyªn t¾c cùc ®¹i entropie lo¹i 1 võa tr×nh bμy 

ta cßn cã mét h×nh thøc ngo¹i suy cùc ®¹i entropie kh¸c ®Ó x¸c ®Þnh xk víi k≥N  lμ ®i tõ 

c«ng thøc entropie lo¹i 2: 

 H2 = − ∫
∞

∞−
ωωω dSS xx )(ln)(      (5.40) 

Tr−íc hÕt ta ®Æt vÊn ®Ò nhËn d¹ng mËt ®é phæ Sx(ω) cña {xk}, k = 0, 1, … , N−1, lμ 

víi Sx(ω) nhËn d¹ng ®−îc, gi¸ trÞ entropie lo¹i 2 H2 (5.40) sÏ lín nhÊt. TÊt nhiªn mËt ®é 

phæ Sx(ω) cã ®−îc ®ã ph¶i tháa m·n ®iÒu kiÖn biªn 

 Sx(ω) = ∑
∞

−∞=

−

m

jmT
axa

aemTrT ω)(  

⇔ rx(mTa) = ∫
∞

∞−
ωω

π
ω deS ajmT

x )(
2
1

    (5.41) 
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trong ®ã rx(mTa) lμ c¸c gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan cña tÝn hiÖu x(t) ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

nhËn d¹ng bias (2.45) hoÆc unbias (2.47). Theo ®Þnh lý 2.7 cña ch−¬ng 2 th× chØ sè m 
trong ®iÒu kiÖn biªn (5.41) chØ cÇn ch¹y tõ − N+1 ®Õn N−1 lμ ®ñ. 

Nh− vËy bμi to¸n t×m cùc ®¹i cho (5.40) víi ®iÒu kiÖn biªn (5.41) võa nªu lμ mét bμi 
to¸n tèi −u tÜnh vμ nghiÖm cña nã cã thÓ ®−îc t×m mét c¸ch ®¬n gi¶n theo nguyªn lý cña 
Lagrange. Tr−íc hÕt ta lËp hμm 

 Q = H2 + ∑ ∫
−

+−=

∞

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅−

1

1
)(2)(

N

Nm
ax

jmT
xm mTrdeS a πωωλ ω  (5.42) 

trong ®ã λm , m=− N+1, … , N−1 lμ nh÷ng h»ng sè Lagrange. Sau ®ã ta ®¹o hμm hai vÕ 

cña (5.42) theo biÕn Sx(ω): 

 
)(ωxS

Q
∂

∂
= ( )∫ ∑

∞

∞−

−

+−= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++− ωλω ω deS

N

Nm

jmT
mx

a
1

1
)(ln1  

råi t×m ®iÒu kiÖn ®Ó ®¹o hμm ®ã bÞ triÖt tiªu sÏ ®−îc: 

 )(ln1
1

1
ωλ ω

x

N

Nm

jmT
m Se a +=∑

−

+−=
    (5.43) 

⇔ Sx(ω) = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+− ∑

−

+−=

1

1
1exp

N

Nm

jmT
m

ae ωλ     (5.44) 

VÊn ®Ò cßn l¹i lμ x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè λm , m=− N+1, … , N−1. Cã nhiÒu c¸ch x¸c ®Þnh 

λm  víi nh÷ng −u nh−îc ®iÓm kh¸c nhau. ë ®©y ta sÏ ®i theo ph−¬ng ph¸p cña Wu giíi 

thiÖu trong tμi liÖu [18]. 

NÕu gäi {cm}, cm = c(mTa) lμ d·y c¸c gi¸ trÞ cña hμm c(t) cã ¶nh Fourier 

 C(jω) = )(ln ωxS  

th× khi chuyÓn ng−îc c«ng thøc (5.43) sang miÒn thêi gian sÏ cã 

 ∑
−

+−=
−

1

1
)(

N

Nm
am mTtδλ = δ(t) + c(t) ,    (5.45) 

v× ¶nh Fourier cña δ(t−mTa) lμ ωajmTe . Do C(jω) lμ hμm thuÇn thùc nªn c(t) ph¶i lμ mét 

hμm ch½n, tøc lμ c(t) = c(−t). Suy ra λm = λ −m . 

ViÕt l¹i (5.45) lÇn l−ît cho t=mTa , m=0,1, … , N−1 ®−îc: 

− khi m=0: λ0 = 1+c0  
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− khi m=1: λ1 = c1  

# 

− khi m=N−1: λN−1 = cN−1  

vμ ®ã chÝnh lμ nh÷ng c«ng thøc x¸c ®Þnh hÖ sè λm. Ta ®i ®Õn thuËt to¸n nhËn d¹ng mËt 

®é phæ Sx(ω) cña x(t) tõ d·y {xk}, k = 0, 1, … , N−1 theo nguyªn t¾c cùc ®¹i entropie lo¹i 

2 nh− sau: 

1) Sö dông hμm spec() ®· giíi thiÖu trong ch−¬ng 2 ®Ó x¸c ®Þnh )(
~

λΩnSx  n=0,1, … , 

λ−1 víi λ=2N−1 vμ chØ sè Lag M=N−1. 

2) TÝnh C(nΩλ) = )(
~

ln λΩnSx , n=0,1, … , λ−1. 

3) ChuyÓn ng−îc d·y {C(nΩλ)} nhê hμm invdt() ®Ó cã {cm}, m=− N+1, … , N−1. 

4) X¸c ®Þnh λm =
01 khi 0

khi 1,   , 1

khi 0
m

m

c m

c m N

mλ−

+ =⎧
⎪ = −⎨
⎪ <⎩

"
        

        

        

. 

5) TÝnh Sx(ω) theo c«ng thøc (5.44). 

TiÕp tôc, theo ®Þnh lý 5.3 cho mËt ®é phæ Sx(ω), tøc lμ: 

 Sx(ω) = 2)( ωjX
p

T
a

a  víi  p =
nÕu nhËn d¹ng bias ( )

nÕu nhËn d¹ng unbias ( )

 x a

x a

N r mT

N m r mT

⎧⎪
⎨

−⎪⎩

  

    
 

N. Wu ®· ®−a ra trong tμi liÖu [18] mèi quan hÖ gi÷a cm vμ xk khi x0 > 0 nh− sau: 

cm =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−

=

∑
−

=

− 0

0ln
1

0 00

0

m
mx

xkc
x
x

mx
m

k

kmkm           khi

          khi

 

 xk =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

=

∑
−

=

− 0

0
1

0
0

0

k
k
xmc

xc

ke
k

m

mkm
k

c

          khi

          khi
 

Sö dông quan hÖ ®ã ta cã ®−îc thuËt to¸n ngo¹i suy xk , k≥N gåm c¸c b−íc: 

1) X¸c ®Þnh )(
~

λΩnSx  n=0,1, … , λ−1 nhê hμm spec()víi λ=2N−1 vμ chØ sè Lag 

M=N−1. 
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2) TÝnh C(nΩλ) = )(
~

ln λΩnSx , n=0,1, … , λ−1 vμ chuyÓn ng−îc d·y {C(nΩλ)} sang 

miÒn thêi gian nhê hμm invdt() ®Ó cã {cm}, m=− N+1, … , N−1. 

3) Ngo¹i suy xk lÇn l−ît víi k = N, N+1, … theo c«ng thøc 

 xk = ∑
−

=

−
1

0

k

m

mkm

k
xmc

  víi  cm=0 khi m≥N. 

5.4 Lý thuyÕt hµm më réng 

5.4.1 §Þnh nghÜa 

Ngay ®Çu ch−¬ng 2 ta ®· kh¼ng ®Þnh r»ng nhê cã lý thuyÕt hμm më réng mμ b¶n 
chÊt to¸n häc cña "hμm sè" dirac δ(t) míi ®−îc hiÓu mét c¸ch chÆt chÏ vμ tæng qu¸t.  
Kh¸i niÖm "hμm sè" cña δ(t) ë ®©y kh«ng ®−îc ®óng nh− ®Þnh nghÜa to¸n häc kinh ®iÓn 
cña nã (nªn nã ®−îc viÕt trong dÊu ngoÆc kÐp). Thùc chÊt δ(t) lμ mét phiÕm hμm 
(functional) liªn tôc, tuyÕn tÝnh trªn D⊂ C∞(R), hay cßn gäi lμ mét hμm më réng, trong 

®ã C∞(R) lμ ký hiÖu chØ tËp hîp c¸c hμm thùc liªn tôc, cã ®¹o hμm v« h¹n lÇn trªn R vμ D 

lμ mét tËp con cña C∞(R) gåm c¸c hμm cã thêi gian sèng h÷u h¹n, tøc lμ hμm cã 

 supp ϕ(t)={ t ∈R⏐ϕ(t) ≠ 0} 

giíi néi. VÝ dô nh− hμm 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−=

bt

bt
bt

a
t

  khi                        0

  khi  
1

exp
)( 22ϕ     (5.46) 

lμ mét phÇn tö cña D. VÝ dô nμy còng chøng tá r»ng D kh«ng rçng. Theo thuËt ng÷ kü 
thuËt th× hμm më réng ®−îc xem nh− lμ mét qu¸ tr×nh biÕn ®æi tÝn hiÖu ϕ(t)∈D thμnh 
h»ng sè. 

§Þnh nghÜa 5.1: Gäi D lμ tËp con cña C∞(R) gåm c¸c hμm cã thêi gian sèng h÷u h¹n. Khi ®ã 

mét phiÕm hμm liªn tôc, tuyÕn tÝnh r(t): D → R sÏ ®−îc gäi lμ hμm më réng nÕu sù 

héi tô ϕn(t)→ ϕ(t) cña mét d·y {ϕn(t)} bÊt kú trªn D tháa m·n: 

a) víi k ∈N tïy ý th× hîp cña tÊt c¶ k miÒn thêi gian sèng suppϕn(t) cña c¸c hμm 

ϕn(t); n =1,2, ... , k còng giíi néi trªn R, 

b) ϕn(t)→ϕ(t)  ⇔  
m

m

dt

d ϕn(t) → 
m

m

dt

d ϕ(t) ; ∀m nguyªn vμ m ≥ 0, trong ®ã 
m

m

dt

d
lμ ký 

hiÖu cña ®¹o hμm bËc m cña mét hμm th−êng (héi tô ®Òu), 
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TËp hîp tÊt c¶ c¸c phiÕm hμm liªn tôc, tuyÕn tÝnh trªn D ®−îc ký hiÖu b»ng D' (hay 

kh«ng gian ®èi ngÉu). Kh¸i niÖm héi tô trªn D lμ cÇn thiÕt, v× chØ khi ®ã chóng ta míi cã 
®−îc ®Þnh nghÜa vÒ sù liªn tôc cña mét phiÕm hμm trªn D. 

§Þnh nghÜa 5.2: Mét hμm më réng r(t)∈ D' cã c¸c phÐp biÕn ®æi gièng nh− mét tÝch ph©n 

 D∈∀⎯⎯ →⎯ ∫
∞

∞−
)( ; )()()( )( tdtttrt tr ϕϕϕ    (5.47) 

®−îc gäi lμ hμm më réng ®Òu (regular). 

Chó ý r»ng dÊu tÝch ph©n trong c«ng thøc (5.47) chØ cã ý nghÜa h×nh thøc. Nã ®−îc sö 

dông ë ®©y ®Ó nãi r»ng r(t) cã c¸c phÐp biÕn ®æi, nh− phÐp céng, phÐp lÊy ®¹o hμm … , 

gièng c¸c phÐp biÕn ®æi cña mét tÝch ph©n, chø b¶n th©n nã kh«ng ph¶i lμ mét tÝch ph©n 
theo nghÜa to¸n häc th«ng th−êng nh− tÝch ph©n Riemann hay tÝch ph©n Lebesgue. 

XÐt hμm Heaviside 1(t). Víi tÝch ph©n 

 ∫ ∫
∞

∞−

∞
∈∀∞

0

)( ;   < )( = )()(1 D ttdttt ϕϕϕ  

th× râ rμng hμm Heaviside 1(t) còng lμ mét hμm më réng ®Òu. Tõ ®ã suy ra mäi hμm thùc 
kh¸c, nÕu liªn tôc tõng ®o¹n vμ bÞ chÆn, th× còng ®−îc xem nh− lμ hμm më réng ®Òu, tøc lμ 
còng thuéc D'. 

§Þnh nghÜa 5.3: Mét hμm më réng ®Òu r(t), nÕu ∫
∞

∞−
 )()( dtttr ϕ = 0 

a) víi mäi ϕ(t)=0 cã a≤ t≤b  th× ®−îc gäi lμ cã miÒn x¸c ®Þnh a≤ t≤b  (®ång nhÊt b»ng 
0 ngoμi kho¶ng kÝn [a ,b ] ), 

b) víi mäi ϕ(t)=0 cã t∉ [a ,b ]  th× ®−îc gäi lμ ®ång nhÊt b»ng 0 trong kho¶ng kÝn 
[a ,b ] . 

§Þnh nghÜa 5.4: Hμm më réng dirac δ(t) lμ mét hμm më réng ®Òu tháa m·n tÝnh chÊt 

 dttt )()( ϕδ∫
−

∞

∞
= ϕ (0) , ∀ϕ(t)∈D.    (5.48) 

Tõ nay vÒ sau hμm më réng dirac δ(t) sÏ ®−îc gäi ®¬n gi¶n lμ hμm delta. Víi mäi hμm 
ϕ(t)∈D cã ϕ(0) = 0 th× 

 dttt )()( ϕδ∫
−

∞

∞
= ϕ(0) = 0, 

do ®ã mμ hμm delta, theo ®Þnh nghÜa 5.4, cã thêi gian sèng h÷u h¹n (miÒn x¸c ®Þnh cña hμm 
delta chØ chøa cã mét ®iÓm lμ 0). 
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§Þnh nghÜa 5.5: §¹o hμm 
dt
dr

 cña hμm më réng ®Òu r(t) lμ mét hμm më réng ®Òu cña D' 

tháa m·n 

 ∫
∞

∞−
 )(

)(
dtt

dt
tdr ϕ = − ∫

∞

∞-
 

)(
)( dt

dt
td

tr
ϕ

, ∀ϕ(t)∈D.  (5.49) 

Víi ®Þnh nghÜa nμy th× mäi hμm liªn tôc tõng ®o¹n vμ bÞ chÆn ®Òu cã ®¹o hμm (cßn 
gäi lμ ®¹o hμm tæng qu¸t, hay ®¹o hμm Sobolew), mÆc dï theo ý nghÜa ®¹o hμm kinh 
®iÓn, ®¹o hμm cña chóng cã thÓ kh«ng cã hoÆc kh«ng x¸c ®Þnh t¹i mét hay nhiÒu ®iÓm.  

VÝ dô : Theo ®Þnh nghÜa 5.5 th× tõ 

 ∫
∞−

∞
dttt )()(1 ϕ�  = − ∫

∞

0

)()(1 dttt ϕ� = − ∞
0

)(tϕ  

   =ϕ (0) = ∫
∞

∞−
 )()( dttt ϕδ ,  ∀ϕ(t)∈D. 

ta cã ngay ®−îc ®¹o hμm (tæng qu¸t) cña hμm Heaviside vμ nã chÝnh lμ hμm delta δ(t). 

TiÕp theo, ®¹o hμm )(tδ� cña hμm delta sÏ cã gi¸ trÞ lμ 

 ∫
∞

∞−
dttt )()( ϕδ� = − ∫

∞

∞−
dttt )()( ϕδ � = )0(ϕ�− .    

5.4.2 TÝnh chÊt 

Do trong khu«n khæ ¸p dông vμo kü thuËt th−êng chØ lμm viÖc víi hμm më réng ®Òu, 
nªn tõ nay vÒ sau, mét hμm më réng ®Òu sÏ ®−îc gäi ng¾n gän lμ hμm më réng. Tõ ®Þnh 
nghÜa 5.2 cã: 

a) Tæng cña hai hμm më réng r(t) = r1(t)+r2(t) lμ mét hμm më réng vμ ®−îc x¸c ®Þnh 

nh− phÐp tÝnh tæng cña mét tÝch ph©n, tøc lμ 

  )()(∫
∞

∞−
dtttr ϕ =  )()( + )()(

-
21∫ ∫

∞

∞−

∞

∞
dtttrdtttr ϕϕ  

víi mäi ϕ(t)∈D. 

b) PhÐp tÞnh tiÕn mét kho¶ng thêi gian τ trªn trôc thêi gian cña hμm më réng r(t) 
cho ra mét hμm më réng r(t−τ) vμ ®−îc biÓu diÔn thμnh 

 ∫ −
∞

∞−
dtttr )()( ϕτ = ∫ +

∞

∞−
dtttr )()( τϕ . 

c) Hμm më réng  r(at), a∈R ®−îc x¸c ®Þnh tõ r(t) nhê phÐp biÕn ®æi 

 ∫
∞

∞−
dttatr )()( ϕ = ∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∞

∞−
dt

a
t

tr
a

ϕ)(
1

,  ∀ϕ(t)∈D. 
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d) TÝch r(t)γ(t) cña hμm më réng r(t) víi hμm th−êng γ(t)∈C∞(R) còng lμ mét hμm më 

réng vμ ®−îc x¸c ®Þnh bëi 

 [ ]∫
∞

∞−
dttttr )()()( ϕγ = [ ]∫

∞

∞−
dttttr )()()( ϕγ    (5.50a) 

VÕ ph¶i hoμn toμn cã nghÜa, v× γ(t)ϕ(t)∈D. 

e) NÕu trong c«ng thøc (5.50a) ta thay hμm delta δ(t−Ta) vμo vÞ trÝ cña hμm më réng 

r(t) vμ tÝn hiÖu x(t), liªn tôc t¹i Ta  vμo vÞ trÝ cña γ(t) th× sÏ cã ®−îc c«ng thøc lÊy 

gi¸ trÞ tÝn hiÖu x(t) t¹i thêi ®iÓm Ta nh− sau: 

 [ ]∫ −
∞

∞−
dtttxTt a )()()( ϕδ = )()( aa TTx ϕ = ∫ −

∞

∞−
dttTtTx aa )()()( ϕδ  (5.50b) 

TÝn hiÖu x(t) ë ®©y kh«ng cÇn ph¶i cã ®¹o hμm v« h¹n lÇn nh− γ(t), mμ chØ cÇn lμ 

mét hμm th−êng vμ liªn tôc t¹i Ta lμ ®ñ. Sau nμy, khi mμ kh¸i niÖm tÝn hiÖu ®· 

®−îc ®Þnh nghÜa mét c¸ch râ rμng vμ sù nhÇm lÉn gi÷a mét tÝn hiÖu víi mét hμm 
më réng hoμn toμn cã thÓ bÞ lo¹i bá th× c«ng thøc (5.50b) sÏ ®−îc viÕt ng¾n gän 
thμnh 

 )()( aTttx −δ = ).()( aa TtTx −δ     (5.50c) 

VÝ dô 1: §Ó lμm quen víi c¸ch viÕt míi nμy, ta thö tÝnh gi¸ trÞ cña tÝch 
dt

td
tx

)(
)(

δ
. Tr−íc 

hÕt, theo ®Þnh nghÜa 5.5 vÒ ®¹o hμm cña hμm më réng (®Òu) th× 

  ∫
∞

∞−
dtt

dt
td

tx )(
)(

)( ϕδ
 = ∫

∞

∞−
− dt

dt
ttdx

t
)()(

)(
ϕδ = ∫ ∫−

∞

∞−

∞

∞−
− .

)(
)()()(

)(
)( dt

dt
td

txtdtt
dt

tdx
t

ϕδϕδ  

Tõ ®ã, víi ®Þnh nghÜa 5.4, cã 

∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡∞

∞−
dtt

dt
td

tx )(
)(

)( ϕδ
= 

dt
d

x
dt

dx )0(
)0()0(

)0( ϕϕ −−  

    = ∫∫ +−
∞

∞−

∞

∞−
dtt

dt
td

xdttt
dt

dx
)(

)(
)0()()(

)0( ϕδϕδ  

vμ cuèi cïng, theo c¸ch viÕt gän cña (5.50c) th× 

 .
)(

)0()(
)0()(

)(
dt

td
xt

dt
dx

dt
td

tx
δδδ +−=    (5.50d) 

Tõ c«ng thøc (5.5d), víi x(t)=t, cã ®−îc ph−¬ng tr×nh lý thó sau: 

 )(
)(

t
dt

td
t δδ −=       (5.50e) 
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VÝ dô 2: Gäi r(t) lμ mét hμm më réng, 
dt

tdr )(
 lμ ®¹o hμm cña nã. Gi¶ sö tiÕp tån t¹i ¶nh 

Laplace R(s), )(
~

sR  cña chóng, tøc lμ 

 R s r t e dtst( ) ( )= −

−∞

∞

∫  vμ )(
~

sR = ∫
∞

∞−

− dte
dt

tdr st)(
 

VËy th× tõ ®Þnh nghÜa 5.4 cã 

 )(
~

sR  = ∫ ∫
∞

∞−

−
∞

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
dssdte

dt
tdr st )(
)( ϕ = −

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥−∞

∞
−

−∞

∞

∫∫ r t
d
dt

s e ds dtst( ) ( )ϕ  

  = s r t e dt s dsst( ) ( )
−∞

∞
−

−∞

∞

∫∫
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
ϕ = sR(s).    

f) Cho tr−íc hai hμm më réng r1(t) vμ r2(t). TÝch chËp r1(t)*r2(t) cña chóng ®−îc hiÓu 

lμ 

 [ ]∫ ∗
∞

∞−
dtttrtr )()()( 21 ϕ = ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dtdtrtr ττϕτ )()()( 21  (5.51) 

Tuy nhiªn, cÇn ph¶i xÐt xem khi nμo th× tÝch ph©n bªn ph¶i cña (5.51) cã nghÜa 
(tøc lμ tÝch ph©n cã tån t¹i hay kh«ng?, theo nghÜa hμm më réng vμ khi ®ã tÝch 
chËp còng sÏ lμ mét hμm më réng). Nãi c¸ch kh¸c lμ ph¶i xÐt xem, khi nμo th× cã 
®−îc 

 ∫ +
∞

∞−
ττϕτ dtr )()(2 ∈D. 

C¨n cø theo ®Þnh nghÜa 5.3, sÏ cã ®−îc ®iÒu kiÖn nμy, nÕu nh− tån t¹i mét miÒn 

giíi néi sao cho r2(t) ®ång nhÊt b»ng 0 ngoμi miÒn ®ã, hay r2(t) cã thêi gian sèng 

h÷u h¹n. Ngoμi ra, theo ®Þnh nghÜa 5.2 th× tÝch chËp cã tÝnh giao ho¸n r1(t)*r2(t) = 

r2(t)*r1(t), bëi vËy tÝch chËp hai hμm më réng còng sÏ lμ mét hμm më réng, nÕu Ýt 

nhÊt mét trong hai hμm më réng cã thêi gian sèng h÷u h¹n. 

Cho mét hμm më réng r(t). V× hμm delta cã thêi gian sèng h÷u h¹n nªn gi¸ trÞ cña 
tÝch chËp r(t)*δ(t) còng lμ mét hμm më réng vμ 

 ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dtdttr ττϕτδ )()()( = ∫

∞

∞−
 )()( dtttr ϕ  , ∀ϕ(t)∈D  (5.52a) 

nãi c¸ch kh¸c 

 r(t)*δ(t)= δ(t)*r(t) = r(t)     (5.52b) 

Nh− vËy, kh«ng gian D' víi quan hÖ tÝch chËp cã δ(t) lμ phÇn tö ®¬n vÞ. Còng tõ 

c«ng thøc (5.51) dÔ dμng chøng minh ®−îc r»ng 
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 r(t)*δ(t−t0) = r(t−t0).      (5.52c) 

g) Kh¸i niÖm giíi h¹n cña mét d·y hμm më réng còng ®−îc x©y dùng th«ng qua dÊu 

tÝch ph©n. Gi¶ sö cã trong D' mét d·y hμm më réng {rn(t)} héi tô tíi r(t), tøc lμ 

rn(t) → r(t) khi n → ∞, th× sù héi tô ®ã ®−îc hiÓu theo nghÜa 

 ∫
∞

∞−∞→
dtttrn

n
)()(lim ϕ ∫

∞

∞−
dtttr )()( ϕ , ∀ϕ(t)∈D  (5.53) 

(héi tô ®Òu). Nhí ®Õn ®Þnh lý cña Steinhaus: "NÕu E lμ mét kh«ng gian Banach, F 

lμ mét kh«ng gian chuÈn vμ Tn : E → F lμ mét d·y ¸nh x¹ liªn tôc tuyÕn tÝnh tho¶ 

m·n TxxTn
n

=
∞→

lim  víi mäi x∈E th×  T còng liªn tôc, tuyÕn tÝnh", cã ®−îc r(t)∈D', 

hay r(t) còng lμ mét hμm më réng. 

5.4.3 To¸n tö Fourier më réng 

ë môc 5.4.1 vμ 5.4.2 ta ®· ®Ò cËp ®Õn nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ hμm më réng tõ 
®Þnh nghÜa, tÝnh chÊt, cho tíi c¸c phÐp biÕn ®æi ®−îc x©y dùng trªn gi¶ thiÕt r»ng chóng 
®Òu. Nh÷ng kh¸i niÖm trªn hoμn toμn cã thÓ ®−îc x©y dùng mét c¸ch t−¬ng tù cho 

kh«ng gian Rn, tøc lμ víi c¸c hμm ϕ ∈C∞(Rn) vμ cã thêi gian sèng h÷u h¹n. Tuy nhiªn, ®Ó 

cã thÓ ¸p dông ®−îc chóng vμo viÖc m« h×nh hãa vμ ph©n tÝch hÖ thèng, phôc vô ®iÒu 
khiÓn kü thuËt trong miÒn phøc (nhÊt lμ c¸c hÖ suy biÕn - singular systems), th× vÉn cßn 
thiÕu kh¸i niÖm vÒ ¶nh Fourier cña hμm më réng mμ trong mét vμi tμi liÖu kh¸c nhau 
cßn ®−îc gäi lμ To¸n tö Fourier më réng. 

Cho tr−íc mét hμm më réng r(t). Gi¶ sö tån t¹i R(jω) lμ ¶nh Fourier cña r(t). NÕu 
nh− R(jω) còng lμ mét hμm më réng th× víi mäi hμm ϕ(ω)∈D ph¶i cã 

 ∫
∞

∞−
ωωϕω djR )()( = ωωϕω ddtetr tj )()(∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−

− = ∫
∞

∞−
dtjttr )()( φ , (5.54a) 

trong ®ã φ(jt) lμ ¶nh Fourier cña hμm sè ϕ(ω) vμ còng ph¶i thuéc D, tøc lμ 

 φ(jt) = ∫
∞

∞−

−  )( ωωϕ ω de tj ∈ D.     (5.54b) 

Chó ý r»ng dÊu tÝch ph©n trong c«ng thøc (5.54b) vμ tÝch ph©n trong dÊu ngoÆc 
vu«ng cña c«ng thøc (5.54a) chÝnh lμ tÝch ph©n cña to¸n tö Fourier liªn tôc vμ lμ tÝch 
ph©n to¸n häc th«ng th−êng (tÝch ph©n Riemann), trong khi c¸c tÝch ph©n cßn l¹i chØ lμ 
mét ký hiÖu cña hμm më réng ®Òu.  

§Þnh nghÜa th× râ rμng nh− vËy, nh−ng nÕu cã c©u hái ®−îc ®Æt ra r»ng R(jω)≠0 cã 
tån t¹i hay kh«ng? (theo nghÜa hμm më réng), th× ta cã thÓ tr¶ lêi ngay ®−îc r»ng víi 
nh÷ng gi¶ thiÕt ®· ®−îc x©y dùng cho ®Õn nay R(jω) kh«ng thÓ tån t¹i ®−îc, v× φ(jt) 
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kh«ng thuéc D. Hμm φ(jt)≠0 cã ®¹o hμm v« h¹n lÇn gièng nh− ϕ(ω), nh−ng thêi gian sèng 
lμ v« h¹n (¶nh Fourier cña mét hμm cã miÒn x¸c ®Þnh giíi néi sÏ x¸c ®Þnh trªn toμn bé 
trôc sè), bëi vËy φ(jt)∉D. Nhí l¹i phÐp biÕn ®æi Fourier th«ng th−êng ®· ®−îc tr×nh bμy 
trong ch−¬ng 2 th× khi hμm ϕ(ω) cã suppϕ(ω) giíi néi, ¶nh Fourier φ(jt) cña nã sÏ cã 
suppφ(jt) gÇn nh− lμ toμn bé tr−êng sè thùc, nãi c¸ch kh¸c thêi gian sèng cña φ(jt) h÷u 
h¹n khi vμ chØ khi ϕ(ω)≡0. 

Bëi vËy, ®Ó cã thÓ cã ®−îc R(jω) th× cÇn ph¶i më réng D. Ta xÐt tËp E cña tÊt c¶ c¸c 
hμm cña C∞(R) nh−ng b©y giê kh«ng b¾t buéc lμ ph¶i cã thêi gian sèng h÷u h¹n mμ chØ 

cÇn tiÕn tíi 0 khi t → ±∞ nhanh h¬n bÊt cø mét ®a thøc nμo kh¸c cña t
−1. 

§Þnh nghÜa 5.6: Mét hμm më réng (®Òu), x¸c ®Þnh trªn E víi 

a) D ⊂ E , 

b) Sù héi tô cña mét d·y {ϕm(t)} trªn E ®−îc ®Þnh nghÜa nh− trªn D , 

c) )(lim tt
n

t
ϕ

∞→
= 0 víi mäi n nguyªn, 

®−îc gäi lμ hμm më réng yÕu. TËp hîp tÊt c¶ c¸c hμm më réng yÕu ®−îc ký hiÖu 
b»ng E'. 

§Þnh nghÜa 5.7: ¶nh Fourier R(jω) cña hμm më réng yÕu r(t) còng lμ mét hμm më réng 
yÕu vμ ®−îc x¸c ®Þnh tõ r(t) nh− sau: 

 ∫
∞

∞−
ωωϕω djR )()( = ∫

∞

∞−
dtjttr )()( φ , ∀ϕ(t)∈D,   (5.55) 

trong ®ã φ(jt) lμ ¶nh Fourier cña hμm sè ϕ(ω). 

Tõ nay vÒ sau ký hiÖu F sÏ ®−îc sö dông chØ to¸n tö Fourier, φ(jω)=F{ϕ(t)} chØ  ¶nh 
Fourier cña ϕ(t) vμ mäi hμm më réng (®Òu) ®−îc nãi ®Õn lμ hμm më réng yÕu. 

B©y giê, gi¶ sö r»ng r(t) lμ mét hμm th−êng cã ¶nh Fourier, tøc lμ tån t¹i F[r(t)]. Víi 

ký hiÖu dm  ®Ó chØ phÐp lÊy ®¹o hμm bËc thø m cña mét hμm më réng vμ do r(t) còng lμ 

mét hμm më réng nªn theo ®Þnh nghÜa 5.5 vμ 5.7  cã ®−îc 

 ∫
∞

∞−
dtjttrdm )()( φ = ∫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫−

∞

∞−

∞

∞−

− dtde
dt
dtr tj

m

m
m ωωϕω )()()1(  

Suy ra 

   F [dm  r(t)] = ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ −∞

∞−

∞

∞−
dtde tjjtr m ωωϕωω )()()(  

   = ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

∞

∞−

∞

∞−

− ωωϕω ω ddtetrj tjm )()()( , 
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hay nãi c¸ch kh¸c 

 F [dm  r(t)] = (jω)m F[ r(t)]. 

Còng t−¬ng tù nh− vËy cho dm { F[ r(t)]} cã 

 [ ]∫
∞

∞−
ωωϕ dtrdm )()(F  = ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−
ωωϕ

ω
ω ddtetr

d
d tj

m

m
)()(  

    = ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫−

∞

∞−

∞

∞−
ωωϕ ω ddtetrjt tjm )()()(  

Suy ra 

 dm { F[r(t)]} = F [(jt)mr(t)] . 

Tæng qu¸t lªn cho E' ta ®i ®Õn: 

§Þnh lý 5.5: Víi mét hμm më réng r(t)∈E' cã 

a) F [dm  r(t)] = (jω)m F[ r(t)],  

b) dm { F[ r(t)]} = F [(jt)m r(t)] . 

Bªn c¹nh ®Þnh lý vÒ ¶nh cña ®¹o hμm còng nh− ®¹o hμm cña ¶nh, ta cßn cã kÕt luËn 
n÷a vÒ ¶nh cña tÝch chËp còng rÊt cÇn thiÕt trong nhËn d¹ng ®−îc ph¸t biÓu nh− sau: 

§Þnh lý 5.6: Gi¶ sö r(t), r1(t), r2(t) ∈E' , th× 

a) F [r(t−T)] = F [r(t)] e
−jωT  vμ 

b) F[r1(t)*r2(t)] = F[r1(t)]F[r2(t)] nÕu tån t¹i tÝch chËp [r1(t)*r2(t)]. 

Chøng minh: 

a) V× 

 ∫ −
∞

∞−
dtjtTtr )()( φ = [ ]∫ +

∞

∞−
dtTtjtr )()( φ = ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−

+− dtdetr Ttj ωωϕω )()( )(  

nªn 

 F [r(t−T)] = ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ −∞

∞−

∞

∞−

− dtde jttre Tj ωωϕωω )()( = ∫
∞

∞−

− dtjttre Tj )()( φω  

vμ ®ã lμ ®.p.c.m. thø nhÊt. 

b) Do phÐp tÝnh tÝch chËp cã tÝnh giao ho¸n, nªn sÏ kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t nÕu ®−îc 

gi¶ thiÕt thªm r»ng r2(t) cã thêi gian sèng h÷u h¹n. Khi ®ã, cïng víi (5.51) cã 

 F[r1(t)*r2(t)] = [ ]∫
∞

∞−
dtjttrtr )()(*)( 21 φ = ( )∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dtdtjrtr ττφτ ()()( 21  
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¸p dông c«ng thøc to¸n tö Fourier cho cho φ(j(t+τ)) ®−îc 

 F[r1(t)*r2(t)] = ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

+− dtddertr tj τωωϕτ ωτ )()()( )(
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vμ cuèi cïng lμ ®iÒu ph¶i chøng minh thø hai 

 F[r1(t)*r2(t)] = ∫
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Tõ ®Þnh lý trªn víi r1(t)=δ(t) dÔ dμng thu ®−îc 

 F[r2(t)] = F[δ(t)]F[r2(t)] hay F[δ(t)] = 1. 

ë ®©y 1 ph¶i ®−îc hiÓu lμ mét hμm më réng. B»ng lêi, ®Þnh lý 5.2 cßn ®−îc diÔn t¶ 
thμnh: "¶nh cña tÝch chËp, nÕu chóng tån t¹i, chÝnh lμ tÝch cña hai ¶nh". 

Do F lμ mét isomorphism trªn E vμ ¶nh Fourier R(jω) cña mét hμm më réng r(t) 
®−îc ®Þnh nghÜa nhê ¶nh cña hμm ϕ(ω)∈E nªn ®iÒu ng−îc l¹i còng ®óng: "¶nh cña mét 
tÝch b»ng tÝch chËp cña hai ¶nh, nÕu tån t¹i tÝch chËp ®ã", tøc lμ 

 F[r1(t)r2(t)] = 
π2
1

F[r1(t)]*F[r2(t)]    (5.56) 

Kh¸c víi ®Þnh lý 5.6, ë c«ng thøc (5.56) cßn cã thªm hÖ sè 
π2
1

 do ®Þnh nghÜa vÒ to¸n 

tö Fourier ng−îc sinh ra. Cã thÓ dÔ dμng kiÓm chøng l¹i tÝnh ®óng ®¾n cña c«ng thøc 
(5.56) t−¬ng tù nh− ®· lμm víi ®Þnh lý 5.6. 

NÕu ϕ(t)∈E, th× tån t¹i ¶nh Fourier φ(jω) cña nã. XuÊt ph¸t tõ c«ng thøc cña to¸n tö 
Fourier ng−îc ®èi víi hμm ϕ(t) cã ®−îc 

 ϕ(0) = ∫
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Do ®¼ng thøc trªn ®óng víi mäi hμm ϕ(t) thuéc E (tøc lμ còng ®óng víi mäi hμm 
ϕ(t)∈D) nªn theo ®Þnh nghÜa 5.4 vÒ hμm δ(t) sÏ thu ®−îc 

 δ(t) = ∫
∞

∞−

− ω
π

ω de tj
2
1

= ∫
∞

∞−
ωω

π
dt)cos(

2
1
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∞−
ω

π
ω de tj

2
1

 (5.57a) 

®Ó ý r»ng ë ®©y ®· sö dông c«ng thøc e
−jωt = cos(ωt) − jsin(ωt) (c«ng thøc Euler) vμ 

sin(ωt) lμ hμm ch½n. Tõ ®©y suy ra 

 δ(t) = ωω
π

dt)os(c
2
1

∫
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∞−
= ∫ =

− ∞→∞→
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a aa t
at

dt
π
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2
1

lim  (5.57b) 
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C¸c c«ng thøc (5.57a) vμ (5.57b) lμ hai trong nh÷ng c«ng thøc rÊt c¬ b¶n, ®−îc sö 
dông nhiÒu trong c¸c c«ng viÖc nghiªn cøu vμ øng dông kh¸c nhau cña hμm δ(t). 

C©u hái «n tËp vµ bµi tËp 

1. H·y chØ r»ng hμm ®Æc tÝnh tÇn G(jω) cña khèi D/A theo kü thuËt B−spline bËc 0, 1,3 
lμ nh÷ng hμm bÞ chÆn, tøc lμ |G(jω)|<∞ víi mäi ω. Tõ ®ã cã thÓ rót ra ®−îc mét kÕt 
luËn chung nμo kh«ng vÒ c¸c khèi D/A theo kü thuËt B−spline bËc lÎ?. 

2. NÕu ¸p dông ph−¬ng ph¸p néi suy d·y tÝn hiÖu ®o ®−îc {xk} th× kho¶ng tÇn sè nhËn 

d¹ng G(jω) sÏ ®−îc më réng. Ng−îc l¹i ph−¬ng ph¸p ngo¹i suy {xk} l¹i cã t¸c dông 

t¨ng ®é ph©n gi¶i, tøc lμ t¨ng sè c¸c gi¸ trÞ G(kΩN) tÝnh ®−îc trong kho¶ng tÇn sè cè 

®Þnh (gi¶m ΩN). ë nh÷ng tr−êng hîp nμo, khi ¸p dông c¶ hai ph−¬ng ph¸p néi vμ 

ngo¹i suy d·y {xk} mμ l¹i kh«ng lμm t¨ng ®é ph©n gi¶i cña kÕt qu¶?. 

3. Chøng minh r»ng ¶nh Fourier X(jω) cña mét hμm ch½n x(t) lμ mét hμm thùc. 

4. Chøng minh r»ng ¶nh Fourier X(jω) cña mét hμm lÎ x(t) lμ mét hμm thuÇn ¶o. 
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